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Аннотация. Исследуется структура энергетических уровней периодической
системы, состояния которой (химические элементы) представлены в виде уз-
лов весовой диаграммы групповой алгебры группы вращений восьмимерного
псевдоэвклидова пространства нейтральной сигнатуры.
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Введение
Как известно, схема Aufbau Бора [1] является исторически первой попыткой

дать теоретическое объяснение строения периодической системы химических эле-
ментов. В основе этой схемы лежит модель атома Бора–Зоммерфельда, согласно
которой атом имеет внутреннюю структуру, подобную солнечной системе в мини-
атюре (планетарная модель Резерфорда). Своеобразный симбиоз классической за-
дачи Кеплера и квантовых постулатов1 позволил Бору вывести формулу Ридберга и
рассчитать энергетический спектр атома водорода (основные спектральные серии
Лаймана, Бальмера и Пашена). Однако кроме спектра водорода2 модель оказалась
неспособной описать энергетические уровни многоэлектронных атомов (уже начи-
ная с атома гелия).

Модель Бора считает, что электроны имеют известные орбиты и местоположе-
ния – две вещи, которые невозможно измерить одновременно согласно принципу
неопределенности Гейзенберга. Электрону, как квантовому объекту, не присуще
понятие классической траектории. Гейзенберг пишет: «. . . представление об элек-
тронной орбите, связанное с идеей дискретного стационарного состояния, было по
ходу дела практически отброшено. Понятие дискретных стационарных состояний,
однако, осталось жить. Понятие это было необходимо. Оно имело свою основу в

1Что приводит к логической противоречивости, поскольку модель не является ни классической,
ни квантовой: в системе двух уравнений, лежащих в её основе, одно – уравнение движения электрона
– классическое, другое – уравнение квантования орбит – квантовое.

2Объяснение существования тонкой и сверхтонкой структуры спектральных линий водорода вы-
ходит за рамки описания модели Бора, как и описание эффекта Зеемана и аномальных ультрафио-
летовых серий Пикеринга–Фаулера.
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данных наблюдений. Наоборот, электронную орбиту не удалось согласовать с на-
блюдениями, поэтому от неё отказались, и от неё остались только матрицы для
координат» [2, c. 97]. Дискретные стационарные состояния, соответствующие соб-
ственным значениям оператора энергии, – вот, что осталось от электронных орбит
планетарной модели. Однако понятие электронной орбиты оказалось крайне жи-
вучим, трансформируясь в понятие атомной орбитали, т. е. в представление о том,
что электрон в атоме имеет вид некоего электронного облака, различные формы
которого определяются в зависимости от квантовых чисел 𝑛, 𝑙 и 𝑚. Здесь следует
отметить важный момент: все атомные орбитали описываются тремя квантовыми
числами 𝑛, 𝑙 и𝑚, четвёртое квантовое число 𝑠 (спин) в определении атомных орби-
талей не участвует. Что касается реального существования атомных орбиталей, то
говорить об их реальном существовании нет смысла. Это математическая абстрак-
ция, вопрос принципиально закрыт со времён Гейзенберга3.

Структура периодической системы, базирующейся на модели Бора (схеме
Aufbau), исходит из того, что расположение элементов в системе при возрастании их
атомных номеров однозначно определяется индивидуальными особенностями элек-
тронного строения атомов, описанного в рамках одноэлектронного приближения
(метод Хартри), и непосредственно отражает энергетическую последовательность
атомных орбиталей 𝑠-, 𝑝-, 𝑑-, 𝑓 -оболочек, заселяющихся электронами при увеличе-
нии их суммарного числа по мере возрастания заряда ядра атома в соответствии с
принципом минимума энергии. Однако это возможно лишь в самом простом вариан-
те приближенияХартри, но уже в варианте приближенияХартри-Фока полная энер-
гия атома не равна сумме орбитальных энергий, и электронная конфигурация атома
определяется минимумом его полной энергии. Модель Бора не объясняет периодич-
ность, а только лишь аппроксимирует её в рамках одноэлектронного приближения
Хартри. Более того, Бор выводил электронные конфигурации не из квантовой тео-
рии, а исходя из известных химических и спектроскопических свойств элементов.

Нетрудно видеть, что в схеме Aufbau реализуется классический редукционист-
ский принцип, согласно которому целое определяется частями, т. е. целое, пони-
маемое как агрегат, является производной от своих частей. Холистической ан-
титезой к схеме Aufbau является модель Румера–Фета–Барута [7, 8], характер-
ной чертой этой модели является представление периодической системы элемен-
тов как единой квантовой системы, состояния которой (химические элементы) со-
единяются друг с другом под действием группы симметрии. При этом под группой
симметрии, как правило, понимаются тензорные расширения конформной группы:
𝐺𝐹 = SO(4, 2) ⊗ SU(2) ⊗ SU(2)′ (группа Фета), 𝐺𝑂 = O(4, 2) ⊗ SU(2)𝑆 ⊗ SU(2)𝑇
(группа Островского). Групповой подход, в целом, представляет наиболее подходя-
щую математическую структуру для описания явления периодичности, т. е. повто-
ряемости (цикличности), что, как известно, есть главная характерная черта системы
химических элементов.

Настоящая статья является продолжением серии работ [9–12], в которых реша-
3Однако в 1999 г. появляется статья [3] в престижном журнале «Nature», в которой говорилось о

якобы экспериментально наблюдаемых атомных орбиталях. Возникла полемика [4, 5], в результате
которой выяснилось, что авторы «открытия» на самом деле видели электронную плотность, а не
атомные орбитали (более подробно см. [6]).
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ется задача построения периодической системы химических элементов в рамках ве-
совой диаграммы алгебры Ли четвёртого ранга группы вращений SO(4, 4) восьми-
мерного псевдоэвклидова пространства R4,4 нейтральной сигнатуры. Исторически
сложилось так, что графическая визуализация периодического закона имеет очень
важное значение. Помимо первоначального 2-мерного табличного представления
(таблицы Менделеева и Мейера) существует множество других различных форм:
спиральные, винтовые и пирамидальные модели периодической системы, а также
множество экзотических форм (более подробно см. [13–15]). Главной особенно-
стью этих моделей является построение системы химических элементов в зависи-
мости от возрастания атомного веса. Однако квантовая механика привела к понима-
нию, что главной структурной характеристикой периодического закона является не
линейное возрастание атомного веса, а структура, определяемая порядком кванто-
вых чисел. Polygonfläche Г. Генцеля [16] есть исторически первая модель такого ро-
да, где структура периодической системы определяется порядком квантовых чисел,
образующих системы концентрических многоугольников на плоскости. В. Финке
в статье [17] представляет Polygonfläche Генцеля в трёхмерном пространстве, свя-
зав её с нумерацией Маделунга. С другой стороны, в подходе Румера–Фета–Барута
структура «левосторонней» таблицыЖанэ связывается с квантовыми числами кон-
формной группы SO(4, 2) и её тензорного расширения𝐺𝐹 [7,18], см. также [19–21].
Как известно, таблица Жанэ есть двумерное графическое представление прави-
ла Маделунга. Таким образом, посредством нумерации Маделунга имеется соот-
ветсвие между моделью Генцеля-Финке и теоретико-групповым подходом Румера-
Фета-Барута. Однако общим недостатком Polygonfläche Генцеля и трёхмерной си-
стемы Финке является искусственное представление четвёртого квантового числа
𝑠 (спин) в виде двух точек на трансверсалях. В свою очередь, в теоретико-групповом
подходе первые три квантовых числа 𝑛, 𝑙,𝑚 соответствуют собственным значениям
генераторов Картана, образующих максимальную абелеву подалгебру алгебры Ли
so(4, 2) конформной группы. Алгебра so(4, 2) имеет третий ранг. Чтобы включить
четвёртое квантовое число 𝑠 на равных основаниях с 𝑛, 𝑙, 𝑚, т. е. как собственное
значение генератора Картана, требуется переход к алгебре Ли четвёртого ранга. В
[11] показано, что такой алгеброй является so(4, 4) – алгебра Ли группы SO(4, 4).
Соответствующий генератор спина L78 коммутирует со всеми генераторами подал-
гебры so(4, 2), что приводит расщеплению («двуделению») базиса Картана-Вейля
алгебры so(4, 4). Как следствие, четырёхмерная весовая диаграмма алгебры so(4, 4)
может быть представлена двумя трёхмерными проекциями, каждая из которых изо-
морфна весовой диаграмме подалгебры so(4, 2) [11,12]. Следует отметить, что груп-
па SO(4, 4) обладает более высокой симметрией, чем тензорные расширения 𝐺𝐹 и
𝐺𝑂: алгебра Ли so(4, 4) содержит 28 независимых генераторов, в то время как алгеб-
ра Ли so(4, 2)⊗su(2)⊗su(2)′ групп𝐺𝐹 и𝐺𝑂 имеет 21 независимый генератор. Глав-
ным недостатком схемы Островского-Фета теоретико-группового описания удвое-
ния периодов является искусственный характер введения пятого квантового числа,
которое не имеет реального аналога, поскольку все состояния (элементы) перио-
дической системы описываются четвёркой квантовых чисел (𝑛, 𝑙,𝑚.𝑠). Более то-
го, введение пятого квантового числа 𝑠′ приводит к изменению правила Маделунга
(правило Фета [18]). В [12] показано, что четвёртый генератор Картана L78 (генера-
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тор спина) в силу более высокой симметрии группы SO(4, 4) объединяет («абсорби-
рует») функции генераторовКартана 𝜏 3 и 𝜏 ′

3 схемыОстровского-Фета, что позволя-
ет избежать введения дополнительного (нефизического) квантового числа 𝑠′. В п. 2
настоящей статьи две трёхмерные проекции весовой диаграммы алгебры so(4, 4)
объединяются в двойную SO(4, 2)-башню, каждый узел которой (конечномерное
представление группы SO(4, 2)) согласно нумерации Маделунга ассоциируется с
соответствующим элементом периодической системы. Развёртка двойной SO(4, 2)-
башни на таблицу Жанэ и соответствие с моделью Румера-Фета-Барута устанавли-
вается через базис Маделунга. Показывается, что основные энергетические уров-
ни (этажи SO(4, 2)-башни), определяемые собственными значениями радиального
генератора L56, имеют структуру (𝑗, 𝑗)-представлений Фока подгруппы SO(4), где
𝑗 – целое число. В п. 3 показано, что антивещество (антитаблица Менделеева, со-
стоящая из антиэлементов: антиводород, антигелий, антилитий, . . .) естественным
образом включается в общую теоретико-групповую схему описания периодической
системы.

1. Структура уровней
Геометрия периодической системы определяется порядковой структурой кван-

товых чисел. Согласно теоретико-групповому описанию периодической системы
[11] первые три квантовых числа 𝑛, 𝑙 и𝑚 соответствуют собственным числам 𝜈, 𝜆 и
𝜇𝜆 генераторов L56, L12 и L34, образующих подалгебру КартанаK алгебрыЛи so(4, 2)
конформной группы SO(4, 2). so(4, 2) есть алгебра Ли третьего ранга, поэтому все
корневые и весовые диаграммы этой алгебры являются трёхмерными системами.
Для адекватного описания спина в рамках теоретико-групповой схемы требуется
переход к алгебре Ли четвёртого ранга. Одной из таких алгебр является so(4, 4) – ал-
гебра Ли группы вращений SO(4, 4) восьмимерного псевдоевклидова пространства
R4,4 [11]. В этом случае подалгебра Картана K ⊂ so(4, 4) содержит четыре генера-
тора L56, L12, L34 и L78. Четвёртый генератор L78, понимаемый как генератор спина,
коммутирует со всеми 15-ю генераторами подалгебры so(4, 2). Как следствие, базис
Картана–Вейля для алгебры so(4, 4){︀

L12,L34,L56,L78,
1K+,

1K−,
1J+,

1J−,
1T+,

1T−,
1S+,

1S−,
1P+,

1P−,
1Q+,

1Q−,
2K+,

2K−,
2J+,

2J−,
2T+,

2T−,
2S+,

2S−,
2P+,

2P−,
2Q+,

2Q−
}︀

расщепляется на два структурно идентичных базиса{︀
1K3,

1J3,
1T0,

1S0,
1P0,

1Q0,
1K+,

1K−,
1J+,

1J−,
1T+,

1T−,
1S+,

1S−,
1P+,

1P−,
1Q+,

1Q−
}︀
, (1)

{︀
2K3,

2J3,
2T0,

2S0,
2P0,

2Q0,
2K+,

2K−,
2J+,

2J−,
2T+,

2T−,
2S+,

2S−,
2P+,

2P−,
2Q+,

2Q−
}︀
, (2)

каждый из которых приводит к весовой диаграмме подалгебры so(4, 2). На рис. 1
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Рис. 1. Периодическая система химических элементов в форме совмещённой весовой диаграммы
расщеплённых базисов (1) и (2) алгебры Ли so(4, 4)
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представлены две совмещённые трёхмерные проекции (SO(4, 2)-башни) весовой
диаграммы алгебры Ли so(4, 4) группы вращений SO(4, 4), соответствующие ба-
зисам (1) и (2). Вертикальная ось SO(4, 2)-башни образована собственными зна-
чениями генератора Картана Δ3 = L56, что добавляет к многообразию радиаль-
ный лестничный оператор. Каждый заданный этаж SO(4, 2)-башни характеризуется
главным квантовым числом 𝑛. Горизонтальные полосы (на этажах) соответствуют
различным 𝑙-подоболочкам, а точки являются индивидуальными 𝑚-компонентами
(конечномерными представлениями группы SO(4, 2)), задающими элементы перио-
дической системы согласно правилу Маделунга. Удвоение периодов представлено
следующим образом: жёлтым цветом обозначены кольца, содержащие элементы с
нечётной суммой 𝑛 + 𝑙, соответственно голубым цветом обозначены кольца с чёт-
ной суммой 𝑛 + 𝑙. Гомологичные элементы соединяются вертикальными линиями.
На радиальной оси слева (𝑠 = −1/2) расположены щелочные металлы I группы
(Li, Na, . . .), соответственно справа (𝑠 = +1/2) радиальную ось населяют щелоч-
ноземельные металлы II группы (Be,Mg, . . .). По мере удаления от радиальной оси
к перифериям кругов Генцеля происходит уменьшение металличности элементов
и нарастание неметалличности, этому соответствует движение слева направо по
периоду в стандартной таблице Менделеева (металлы→ амфотерные элементы→
инертные газы).

Легко видеть, что на каждом этаже двойной SO(4, 2)-башни, показанной на
рис. 1, реализуется структура (𝑗, 𝑗)-представлений Фока подгруппы SO(4) (целочис-
ленная часть весовой диаграммы подалгебры so(4), см. рис. 3 в [10]). Первый этаж
(𝑛 = 1) содержит первый период, состоящий из водорода H и гелия He. H и He
образуют двойной синглет. На этаже 𝑛 = 2 𝑚-компоненты (элементы периодиче-
ской системы) образуют (1, 1)-диаграмму подалгебры so(4) (см. рис. 2), содержащей
второй период: двойной синглет (Be,Li) и два триплета (B,C,N), (Ne,F,O). Далее,
на листе 𝑛 = 3 (см. рис. 3) имеем (2, 2)-диаграмму подалгебры so(4), содержащей
3-й период полностью, а также переходные металлы побочных подгрупп 4-го пе-
риода от скандия Sc до марганца Mn и от железа Fe до цинка Zn, образующие два
квинтета. Поднимаясь выше на следующий 𝑛 = 4 этаж SO(4, 2)-башни, приходим
к (3, 3)-диаграмме подалгебры SO(4), на котором завершается заполнение 4-го пе-
риода инертным газом Kr (криптон), см. рис. 4. (3, 3)-диаграмма на рис. 4 также со-
держит переходные металлы 5-го периода от иттрия Y до технеция Tc и от рутения
Ru до кадмия Cd. Здесь же, в рамках (3, 3)-диаграммы рис. 4, расположено всё се-
мейство лантаноидов La,Ce, . . .,Yb. Поднимаясь ещё выше на 5-й этах, приходим к
ещё одной (3, 3)-диаграмме подалгебры so(4), см. рис. 5, на которой, в свою очередь,
завершается заполнение 5-го периода инертным газомXe (ксенон). (3, 3)-диаграмма
на рис. 5 содержит переходные металлы 6-го периода от лютеция Lu до рения Re и
от осмия Os до ртути Hg. Здесь же, в рамках (3, 3)-диаграммы рис. 5, находится всё
семейство актиноидов Ac, Th, . . ., No. Далее, на листе 𝑛 = 6 (см. рис. 6) имеем
(2, 2)-диаграмму подалгебры so(4), на которой завершается заполнение 6-го пери-
ода инертным газом Rn (радон). В рамках этой диаграммы содержатся переходные
металлы 7-го периода от лоуренсия Lr до бория Bh и от хассия Hs до коперниция
Cn. Наконец, на этаже 𝑛 = 7 (см. рис. 7) имеем (1, 1)-диаграмму подалгебры so(4),
на которой завершается заполнение 7-го периода инертным газом Og (оганесон).
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Рис. 2. Уровень 𝑛 = 2 весовой диаграммы алгебры so(4, 4) содержит (1, 1)-диаграмму подалгебры
so(4), полностью включающей в себя второй период

Седьмой период завершает заполнение таблицы Менделеева. Этаж 𝑛 = 8 содер-
жит двойной синглет гипотетических элементов Uue и Ubn, с которых начинается
построение таблицы Сиборга и далее 10-периодического расширения.

Таким образом, все элементы таблицы Менделеева группируются в последова-
тельность весовых SO(4)-диаграмм подалгебры so(4), расположенной на восьми
этажах весовой диаграммы (двойной SO(4, 2)-башни, рис. 1) алгебры so(4, 4).

С целью вычислить энергетические (массовые) уровни единой квантовой систе-
мы, определяемой SO(4)-мультиплетами, образуем сумму и разность двух операто-
ров Казимира K2 и J2 группы SO(4):

K2 + J2 =
1

4
(L+ A)2 +

1

4
(L− A)2

=
1

4
(L2 + A2 + L · A+ A · L) + 1

4
(L2 + A2 − L · A+ A · L) (3)

=
1

2
(L2 + A2),

K2 − J2 =
1

4
(L+ A)2 − 1

4
(L− A)2

=
1

4
(L2 + A2 + L · A+ A · L)− 1

4
(L2 + A2 − L · A+ A · L) (4)

=
1

2
(L · A+ A · L).

В силу ортогональности вектора орбитального моментаL и вектора Лапласа-Рунге-
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Рис. 3. Уровень 𝑛 = 3: (2, 2)-диаграмма подалгебры so(4) содержит полностью 3-й период и
переходные металлы 4-го периода Sc, . . .,Mn, Fe, . . ., Zn

ЛенцаM, L ·M = 0, и квантовомеханического определения оператора

A =
M̂√
−2𝑚𝐸

(5)

скалярные произведения L · A и A · L исчезают, что приводит (4) к виду

K2 − J2 = 0, ↦−→ K2 = J2. (6)

Классический вектор Лапласа–Рунге–Ленца (ЛРЛ) описывает прецессию эллипти-
ческой орбиты в задаче Кеплера. В рамках планетарной модели Резерфорда-Бора
ЛРЛ-вектор для атома водорода определяется следующим образом:

M = p× L−𝑚𝑘
r

𝑟
, (7)

где 𝑟 – расстояние между протоном и электроном, 𝑚 = 𝑚𝑝𝑚𝑒/(𝑚𝑝 +𝑚𝑒) – приве-
дённая масса системы протон+электрон, p и L – импульс и орбитальный момент
системы, 𝑘 = 𝑍𝑒2/(4𝜋𝜖0). Поскольку ЛРЛ-вектор M лежит в плоскости орбиты (и
касателен к ней), то он ортогонален орбитальному моменту L, следовательно

L ·M = 0, (8)

M2 = 2𝑚ℋL2 +𝑚2𝑘2, (9)
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Рис. 4. Уровень 𝑛 = 4: (3, 3)-диаграмма подалгебры so(4) содержит завершение 4-го периода,
переходные металлы 5-го периода Y, . . ., Tc, Ru, . . ., Cd, а также семейство лантаноидов La, Ce,

. . ., Yb

где
ℋ =

𝑝2

2𝑚
− 𝑘2

𝑟
– гамильтониан системы.

Отсюда следует, что уровни энергии квантовой системы характеризуются ра-
венством квантовых чисел (собственных значений генераторов Картана K3 и J3)
группы SO(4):

𝑗1 = 𝑗2. (10)
Условие (10) определяет представление Фока, рассмотренное в приложении А
статьи [23], где это равенство получено другим способом. Таким образом, 𝑚-
компоненты (элементы таблицы Менделеева) группируются на этажах двойной
SO(4, 2)-башни в последовательность весовых (𝑗, 𝑗)-диаграмм подалгебры SO(4),
где 𝑗 – целое число.

Учитывая (6), перепишем (3) следующим образом:

2K2 =
1

2
(L2 + A2) ↦−→ 4K2 = L2 + A2. (11)

Тогда левая часть равенства (11) с учётом собственных значений оператора Кази-
мира K2 запишется

4K2 = 4𝑗(𝑗 + 1)ℏ2, где 𝑗 = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . (12)
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Рис. 5. Уровень 𝑛 = 5: (3, 3)-диаграмма подалгебры so(4) содержит завершение 5-го периода,
переходные металлы 6-го периода Lu, . . ., Re, Os, . . ., Hg, а также семейство актиноидов Ac, Th,

. . ., No

Записывая квантовомеханический аналог формулы (9) в виде
M2

2𝑚𝐸
= L2 + ℏ2 +

𝑚𝑘2

2𝐸
,

получим с учётом (5)

L2 +A2 = L2 − M2

2𝑚𝐸
= −𝑚𝑘2

2𝐸
− ℏ2.

Комбинируя (11) с (12), находим

4𝑗(𝑗 + 1)ℏ2 = −𝑚𝑘2

2𝐸
− ℏ2.

Откуда следует
𝐸𝑗 = −

𝑚𝑘2

2ℏ2(2𝑗 + 1)2
, 𝑗 = 0,

1

2
, 1,

3

2
, . . . . (13)

Учитывая, что 𝑘 = 𝑍𝑒2/4𝜋𝜀0, ℏ = ℎ/2𝜋 и 𝑛 = 2𝑗 + 1, получим

𝐸𝑛 = −𝑚𝑒𝑍
2𝑒4

8ℎ2𝜀20𝑛
2
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . . (14)
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Рис. 6. Уровень 𝑛 = 6: (2, 2)-диаграмма подалгебры so(4) содержит завершение 6-го периода и
переходные металлы 7-го периода Lr, . . ., Bh, Hs, . . ., Cn

Принимая во внимание связь массы с энергией, 𝐸 = 𝑚𝑐2, из последнего соотноше-
ния получим массы состояний единой квантовой системы:

𝑚𝑛 =
𝑚𝑒𝑍

2𝑒4

8ℎ2𝜀20𝑐
2
· 1
𝑛2

, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . . (15)

Формула (15) учитывает только главное квантовое число (при 𝑙 = 0), соответ-
ствующее собственным значениям радиального генератора L56 = ∆3. Следова-
тельно, формула (15) задаёт массы состояний, лежащих на радиальной оси двойной
SO(4, 2)-башни (весовая диаграмма на рис. 1), т. е. массы щелочных и щелочнозе-
мельных металлов.

На каждом этаже левой (𝑠 = −1/2) и правой (𝑠 = +1/2) башен (см. рис. 3 в [12])
находится 𝑛2 состояний, что соответствует размерности представлений подгруппы
SO(4), а на этажах совмещённой башни (см. рис. 1) имеем реализации весовых диа-
грамм алгебры so(4). Таким образом, число состояний (элементов) на каждом этаже
совмещённой SO(4, 2)-башни определяется последовательностью Ридберга 2𝑛2:

2 = 2 · 12, 8 = 2 · 22, 18 = 2 · 32, 32 = 2 · 42, . . . , (16)
которуюЗоммерфельд называл «кабалистической» в своей книге [24, C. 122]. Далее
имеет место удвоение периодов (за исключением первого):

2, 8, 8, 18, 18, 32, 32, . . . . (17)
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Рис. 7. Уровень 𝑛 = 7: (1, 1)-диаграмма подалгебры so(4) завершает таблицу Менделеева
заполнением 7-го периода до инертного газа Og (оганессон)

Первое удвоение (16) иногда называют «горизонтальным» (или спиновым), второе
(17) – «вертикальным». В схеме Островского-Фета первое удвоение реализуется
с помощью генератора Картана 𝜏 3 с соответствующим квантовым числом 𝑠 (соб-
ственным значением), удвоение (17) вводится посредством второго генератора Кар-
тана 𝜏 ′

3 с соответствующим пятым (нефизическим) квантовым числом 𝑠′, приводя-
щим к изменению правила Маделунга.

В рамках предложенной схемы описания периодической системы четвёртый ге-
нератор L78 подалгебры Картана алгебры so(4, 4) объединяет функции обоих гене-
раторов 𝜏 3 и 𝜏 ′

3 схемы Островского-Фета в силу более высокой симметрии группы
SO(4, 4): алгебра Ли so(4, 4) содержит 28 независимых генераторов, в то время как
групповая алгебра so(4, 2)⊗su(2)⊗su(2)′ тензорного расширения𝐺𝐹 имеет 21 неза-
висимый генератор. Коммутация генератора L78 со всеми 15-ю генераторами по-
далгебры so(4, 2) приводит к расщеплению базиса Картана–Вейля алгебры so(4, 4)
(см. [11]) и, соответственно, к первому удвоению (16). Весовая диаграмма алгеб-
ры so(4, 4) четырёхмерна, ось генератора L78 перпендикулярна к оси радиального
генератора L56, а также к осям генераторов L12 и L34, т. е. ось генератора L78 пер-
пендикулярна к трёхмерному весовому пространству, базисом которого служат оси
генераторов L12, L34, L56, что приводит, в свою очередь, к «вертикальному» (фак-
тическому) удвоению периодов (17). При этом исчезает необходимость введения
пятого квантового числа.

Таким образом, фактическое удвоение периодов (17) есть результат действия
четвёртого генератора L78 (генератор спина) подалгебры Картана K алгебры Ли
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so(4, 4). При этом спин есть четвёртая степень свободы, не имеющая аналога в рам-
ках классической трёхмерной системы. Спин – это эффект четвёртого измере-
ния4.

2. Включение антивещества

Первые свидетельства существования антиводорода были получены на уско-
рителях в 1990-х годах. Впервые захват атомов антиводорода в ловушку продемон-
стрировала группа Antihydrogen Laser Physics Apparatus (ALPHA) в ЦЕРН в 2010
году. Логично предположить, что существование атомов антиводорода влечёт за со-
бой существование атомов антигелия, антилития и т. д., т. е. существование двой-
ственной антитаблицыМенделеева. Теоретико-групповое описание естественным
образом включает в рассмотрение антиэлементы периодической системы уже на
уровне подгруппы SO(4, 2). Весовая диаграмма алгебры so(4, 2) состоит из двух пи-
рамид, симметричных относительно плоскости, образованной генераторами Карта-
на L3 иA3 (см. рис. 6 в [10]). При этом собственное число радиального генератора∆3

для нижней пирамиды принимает отрицательные значения. Таким образом, включе-
ние антивещества в общую теоретико-групповую схему описания периодической
системы требует введения отрицательных значений главного квантового числа 𝑛,
т. е. собственных значений радиального генератора L56. Ограничение только по-
ложительными значениями числа 𝑛 в модели Бора обусловлено геометрическими
характеристиками кеплеровских орбит планетарной модели Резерфорда5 (более по-
дробно см. [24]).

В свою очередь, для алгебры so(4, 4) весовое пространство определяется че-
тырьмя генераторами Картана L56 = ∆3, L12 = L3, L34 = A3 и L78, которые служат

4Тот вещественный трёхмерный образ атома, формируемый средствами регистрирующей аппа-
ратуры (масс-спектрометры, электронные и туннельные микроскопы) есть не более чем верхушка
айсберга, основная часть которого погружена в мир четырёх (а может быть и более) измерений.
Гейзенберг говорил: «Атомы – это не вещи».

5Следует отметить, что в модели Бора квантовые числа 𝑛, 𝑙,𝑚 соответствуют радиальным и орби-
тальным движениям классической системы (задачи Кеплера), описывающим движения «составных
частей» атома. При этом четвёртое квантовое число 𝑠 не имеет классического аналога, что лишний
раз указывает на паллиативный характер этой модели. А. Барут в статье [8] о групповой структуре пе-
риодической системы в рамках конформной группы SO(4, 2) вводит квантовые числа 𝜈, 𝜆, 𝜇𝜆 группы
SO(4, 2) с целью рассмотрения химических элементов как различных состояний единой квантовой
системы. Чтобы не быть предвзятым по отношению к квантовым числам 𝑛, 𝑙,𝑚𝑙 механической (пла-
нетарной) модели Бора, описывающей водородопобные системы, Барут намеренно вводит символы
𝜈, 𝜆, 𝜇𝜆, имеющие, прежде всего, теоретико-групповой (не механический) смысл, хотя диапазон их
изменения Барут оставляет таким же, как у «водородных» квантовых чисел модели Бора. Очевидно,
что это ограничение диапазона изменения чисел 𝜈, 𝜆, 𝜇𝜆, являющихся собственными числами гене-
раторов Картана алгебры so(4, 2), является искусственным допущением, следующим из требования
согласия с моделью Бора. Островский аналогичным образом проводит различие между обычными
(«водородными») квантовыми числами и абстрактными SO(4, 2)-символами, обозначая последние
знаком тильды: 𝑛̃, 𝑙̃, 𝑚̃𝑙 [22]. Фет в книге [18] придерживается символизма Барута. Следуя Баруту,
Островский и Фет ограничивают диапазон изменения собственного числа 𝜈 радиального генератора
положительными значениями.
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Рис. 8. Элементы (𝑛 = 1, 2, . . .) и антиэлементы (𝑛 = −1,−2, . . .) периодической системы в
представлении удвоенной трёхмерной проекции весовой диаграммы алгебры Ли so(4, 4)
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базисом четырёхмерной ортогональной системы координат. Определим кет-вектор⃒⃒⃒
𝜈, 𝜈̇;𝜆, 𝜆̇;𝜇, 𝜇̇;𝜎, 𝜎̇

⟩
, (18)

где
𝜈, 𝜈̇ ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, . . .} ,

𝜆 ∈ {−𝜈,−𝜈 + 1, . . . , 𝜈 − 1, 𝜈} , 𝜆̇ ∈ {−𝜈̇,−𝜈̇ + 1, . . . , 𝜈̇ − 1, 𝜈̇} ,

𝜇 ∈ {−𝜆,−𝜆+ 1, . . . , 𝜆− 1, 𝜆} , 𝜇̇ ∈
{︁
−𝜆̇,−𝜆̇+ 1, . . . , 𝜆̇− 1, 𝜆̇

}︁
,

𝜎, 𝜎̇ ∈ {−1/2,+1/2} .

Связь чисел, входящих в кет-вектор (18), с квантовыми числами 𝑛, 𝑙, 𝑚 и 𝑠 кет-
вектора

|𝑛, 𝑙,𝑚, 𝑠⟩ (19)
базиса Маделунга (см. табл. 1 в [12]) задаётся следующими соотношениями

𝑛 = |𝜈 − 𝜈̇| , 𝑙 =
⃒⃒⃒
𝜆− 𝜆̇

⃒⃒⃒
, 𝑚 = |𝜇− 𝜇̇| , 𝑠 = |𝜎 − 𝜎̇| .

При этом главное квантовое число 𝑛 изменяется в пределах

− |𝜈 − 𝜈̇| , − |𝜈 − 𝜈̇|+ 1, − |𝜈 − 𝜈̇|+ 2, . . . , |𝜈 − 𝜈̇| . (20)

На рис. 8 показана совмещённая диаграмма двух трёхмерных проекций весовой
диаграммы алгебры so(4, 4). Верхняя башня, начинающаяся с водородаH, представ-
ляет пирамиду вещества, где собственные числа радиального генератора L56 = ∆3

принимают положительные значения. Нижняя башня, отражённая от плоскости, об-
разованной осями генераторов L12 = L3 и L34 = A3, начиная с антиводорода H,
представляет пирамиду антивещества, где собственные числа генератора ∆3 при-
нимают отрицательные значения.
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