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Аннотация. В работе показано, что методы генерации случайных состоя-
ний, дающие неравномерно распределённые точки на сфере, приводят к си-
стематическим искажениям при моделировании методами Монте–Карло. На
примере алгоритма Ванга–Ландау, предназначенного для прямого вычисления
плотности состояний и микроканонической энтропии, продемонстрировано,
что некорректный выбор метода генерации спиновых конфигураций вызывает
смещение в оценке энтропии, что приводит к ошибкам в расчёте термодина-
мических характеристик. Сравнение с корректными методами генерации под-
тверждает критическую важность равномерного покрытия конфигурационно-
го пространства при энтропийном моделировании.
Ключевые слова: Методы Монте–Карло, спиновые системы, случайные
блуждания, модель Гейзенберга, алгоритм Метрополиса, алгоритм Ванга–
Ландау .

Введение
Моделирование спиновых систем с непрерывной симметрией, таких как трёх-

мерная модель Гейзенберга, уже долгое время представляет значительный интерес
в статистической физике и материаловедении. Модель позволяет эффективно опи-
сывать фазовые превращения в реальных магнетиках, учитывая непрерывное рас-
пределение спинов в пространстве и их взаимодействие между собой [1–3]. В клас-
сической модели Гейзенберга каждый спин представляется единичным трёхмерным
вектором, лежащим на поверхности сферы 𝑆2:

S𝑖 = (𝑆𝑥
𝑖 , 𝑆

𝑦
𝑖 , 𝑆

𝑧
𝑖 ) ∈ R3, ‖S𝑖‖ = 1.

Гамильтониан классической изотропной модели без внешнего поля имеет вид:

ℋ = −𝐽
∑︁
⟨𝑖,𝑗⟩

S𝑖 · S𝑗,
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где S𝑖 – спин в 𝑖-той ячейке трёхмерной решётки, а ⟨𝑖, 𝑗⟩ означает, что сумма идёт
по парам ближайших соседей, 𝐽 > 0 соответствует ферромагнетизму. При крити-
ческой температуре 𝑇𝑐/𝐽𝑘𝐵 = 1.44292(8) [4] система испытывает фазовый переход
второго рода ферромагнетик-парамагнетик.

1. Методы Монте–Карло
Методы Монте–Карло объединяет группу методов статистического моделиро-

вания, каждый из которых базируется на замене стохастических переменных сге-
нерированными случайными значениями и последующем усреднении результатов
многих испытаний. Расчёт характеристик магнитных систем возможен на основе
реализации различных алгоритмов.

АлгоритмМетрополиса [5] образует марковский процесс, на основе равновес-
ного распределения Больцмана 𝑃 (𝐸) ∝ 𝑒−𝐸/𝑘𝐵𝑇 . Расчёт термодинамических вели-
чин происходит генерацией канонического распределения для фиксированной тем-
пературы 𝑇 путём принятия/отказа нового случайного состояния 𝐵 из состояния 𝐴
с вероятностью:

𝑃accept = min

(︂
1,

𝑃 (𝐸𝐵)

𝑃 (𝐸𝐴)

)︂
= min

(︀
1, 𝑒−(𝐸𝐵−𝐸𝐴)/𝑘𝐵𝑇

)︀
.

После достижения равновесия проводится наблюдение за интересующими величи-
нами в течении 𝜏𝑜𝑏𝑠, затем усреднение:

⟨𝑓(𝑇 )⟩ =

𝜏𝑜𝑏𝑠∑︀
𝑡=0

𝑓𝑡

𝜏𝑜𝑏𝑠
,

Подход, реализованный в методе Ванга–Ландау [6] позволяет напрямую рассчи-
тать плотность состояний системы 𝑔(𝐸) – количество состояний с заданной энерги-
ей 𝐸. В процессе симуляции алгоритм адаптивно оценивает 𝑔(𝐸), блуждая по энер-
гетическому спектру и уменьшая модификационный фактор. Вероятность принятия
перехода не использует температуру напрямую, а задаётся как:

𝑃accept = min

(︂
1,

𝑔(𝐸old)

𝑔(𝐸new)

)︂
.

После завершения работы алгоритма среднее значение термодинамической величи-
ны можно рассчитать проводя перевзвешивание по всевозможным уровням энер-
гии:

⟨𝑓(𝑇 )⟩ =
∑︀

𝐸 𝑓(𝐸)𝑔(𝐸)𝑒−𝐸/𝑘𝐵𝑇∑︀
𝐸 𝑔(𝐸)𝑒−𝐸/𝑘𝐵𝑇

,

Генерация случайного спина для пробного переворота это базовая операция, кото-
рая происходит на каждом элементарномшаге численного моделирования методами
Монте–Карло и занимает основную часть вычислительных ресурсов, поэтому вы-
бор метода генерации является важной частью исследования. В работе рассматри-
ваются три метода генерации случайных спинов на единичной сфере, приведённые
в таблице 1.
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Выбор методов не случаен – сферические координаты являются очевидным
представлением трёхмерного вектора единичной длины с помощью двух углов, но
ввиду становления при переходе элемента площади 𝑑𝑠 пропорциональным sin 𝜃:

𝑑𝑠 = sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜑,

тогда плотность вероятности тоже должна быть пропорциональна sin 𝜃, если же 𝜃
равномерна, то плотность постоянна: 𝑝(𝜃) = 1

𝜋
. В следствии чего точки будут на-

капливаться вблизи полюсов, где sin 𝜃 ≈ 0 (рис. 1a).
МетодMarsaglia [7] был революционным в своё время из-за простоты и эффек-

тивности. Он основан на отображении единичного диска из R2 на сферу 𝑆2 с сохра-
нением равномерности и эквивалентен проекции из нормального распределения,
но вычислительно эффективнее и является более предпочтительным среди других
методов, ввиду генерации равномерно распределённых точек на сфере(рис. 1c) без
использования медленных тригонометрических функций.

При нормализации точек, равномерно распределённых внутри куба, на сфе-
ре возникает неравномерность, так как точки скапливаются в направлениях глав-
ных диагоналей куба. Это связано с тем, что объём куба в этих направлениях боль-
ше (максимальное расстояние от центра до границы куба равно

√
3 против 1 вдоль

осей), что приводит к большей плотности проецируемых точек после нормализа-
ции(рис. 1b).

Таблица 1. Способы генерации случайного спина. Где 𝒰 [𝑎, 𝑏] означает генерацию случайного
равномерно распределённого вещественного числа в [𝑎, 𝑏].

Сферические координаты Marsaglia Нормализация точек в кубе
𝜃 ∼ 𝒰 [0, 𝜋], 𝜑 ∼ 𝒰 [0, 2𝜋);
𝑆𝑥 = sin 𝜃 cos𝜑,
𝑆𝑦 = sin 𝜃 sin𝜑,
𝑆𝑧 = cos 𝜃;

𝑢1, 𝑢2 ∼ 𝒰 [−1, 1];
если 𝑠 = 𝑢2

1 + 𝑢2
2 ⩽ 1 :

𝑆𝑥 = 2𝑢1

√
1− 𝑠,

𝑆𝑦 = 2𝑢2

√
1− 𝑠,

𝑆𝑧 = 1− 2𝑠;

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∼ 𝒰 [−1, 1];
𝑟 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝑆𝑥 = 𝑥/𝑟,
𝑆𝑦 = 𝑦/𝑟,
𝑆𝑧 = 𝑧/𝑟.

2. Результаты
Для анализа влияния метода генерации случайных спинов в методах Монте–

Карло был проведён численный расчёт теплоёмкости классической трёхмерной
изотропной модели Гейзенберга:

𝐶(𝑇 ) =
⟨𝐸2(𝑇 )⟩ − ⟨𝐸(𝑇 )⟩2

𝑘𝐵𝑇 2
;

В качестве оптимальных линейных размеров системы был выбран 𝐿 = 8 и пери-
одические граничные условия, для минимизации эффектов связанных с влиянием
конечного размера решётки. Во время работы алгоритма Метрополиса выделялось
106 шагов Монте–Карло на спин (MCS/s) для достижения равновесия системы и
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Рис. 1. Гистограммы распределения координат при генерации 105 точек на единичной сфере для
различных методов генерации: (a) Сферические координаты, (b) Marsaglia, (c) Нормализация точек

в кубе

103 шагов накопления данных для усреднения внутри одной статистической конфи-
гурации, так же было проведено усреднение по 103 статистическим конфигурациям
с различными инициализирующими значениями генератора случайных чисел. Для
эффективного использования метода Ванга–Ландау была использована модифика-
ция 1/𝑡 [8], энергетический спектр был обрезан до 𝐸𝑚𝑖𝑛/𝐿

3 = −2.8𝐽 и разделён
на отрезки размером 𝑑𝐸 = 0.1𝐽 , проведено 20 итераций алгоритма до достижения
фактора сходимости 𝑓finish ≈ 10−7. Данные были дополнительно усреднены по 20
независимым конфигурациям.

Результаты демонстрируют значительное расхождение в плотности состояний
𝑔(𝐸), полученной различными методами генерации, при приближении к низкотем-
пературной области (рис. 2a). В то же время, при использовании алгоритма Мет-
рополиса различия между методами находятся в пределах статистической погреш-
ности, которая уменьшается с ростом числа усредняемых конфигураций (рис. 2b).
Особенно выделяются в алгоритме Ванга–Ландау неравномерные методы генера-
ции, приводящие к смещениюположения пиков теплоёмкости относительно резуль-
татов, полученных алгоритмом Метрополиса, тогда как метод Marsaglia, обеспечи-
вающий равномерное распределение на сфере, демонстрирует хорошую сходимость
(рис. 2c).

Это связано с фундаментальным различием в работе алгоритмов Метрополиса
и Ванга–Ландау. Алгоритм Метрополиса устойчив к неравномерной генерации бла-
годаря механизму детального баланса, который корректирует распределение через
вероятность принятия/отклонения шага. Напротив, алгоритм Ванга–Ландау напря-
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Рис. 2. Результаты работы методов Монте–Карло для различных методов генерации случайных
спинов: (a) Плотности состояний, рассчитанные алгоритмом Ванга–Ландау, (b) Теплоёмкости
𝐶(𝑇 ), полученные алгоритмом Метрополиса, (c) Теплоёмкости 𝐶(𝑇 ), полученные алгоритмом

Ванга–Ландау в сравнении с алгоритмом Метрополиса

мую рассчитывает 𝑔(𝐸), и его корректная работа требует равновероятного посеще-
ния всех микросостояний с фиксированной энергией. Вследствие нарушения этого
условия методы с неравномерным распределением генерации продемонстрировали
систематические ошибки в расчёте плотности состояний и описании пика теплоём-
кости 𝐶(𝑇 ) вблизи критической точки модели. Такие же свойства можно ожидать
для других алгоритмов, напрямую вычисляющих 𝑔(𝐸), таких как моделирование
мультиканонического ансамбля [9] или методы гистограмм [10,11].

Заключение
В данной работе были рассмотрены три различных способа генерации случайно-

го спина на поверхности трёхмерной сферы в контексте моделирования спиновых
систем методами Монте–Карло.

Благодаря механизму детального баланса, который гарантирует достижение рас-
пределения Больцмана вне зависимости от начальных условий, алгоритм Метропо-
лиса устойчив к неравномерному посещению фазового пространства. Это свойство
следует из фундаментальных принципов эргодичности и перемешивания в статисти-
ческой механике [12]. Нарушение этих принципов может указывать на непримени-
мость методов к исследуемой модели [13].

Алгоритм Ванга–Ландау напрямую рассчитывает плотность состояний системы
𝑔(𝐸), и его применение требует равновероятного посещения всех микросостояний
с фиксированной энергией. Как было показано, нарушение этого условия приводит
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к систематическим ошибкам в оценке 𝑔(𝐸) и описании пика теплоёмкости вблизи
критической температуры. Для таких алгоритмов метод Marsaglia [7] обеспечивает
равномерное распределение точек на сфере и показывает свою высокую эффектив-
ность и надёжность. Этот способ также широко используется и в других методах
Монте–Карло, включая генерацию случайных ориентаций и направлений, а также
построение матриц вращения [14].

Выявление и анализ таких критически важных аспектов алгоритмов моделиро-
вания необходимо для глубокого понимания физических процессов в спиновых си-
стемах и разработки корректных теоретических моделей для описания фазовых пе-
реходов.
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Abstract. This paper demonstrates that random state generation methods that produce
nonuniformly distributed points on a sphere lead to systematic errors in Monte Carlo sim-
ulations. Using the Wang–Landau algorithm, designed for directly calculating the density of
states and microcanonical entropy, it is demonstrated that an incorrect choice of spin con-
figuration generation method leads to a bias in the entropy estimate, leading to errors in the
calculation of thermodynamic characteristics. A comparison with correct generation meth-
ods confirms the critical importance of uniformly covering the configuration space in entropy
methods.

Keywords: Monte–Carlo methods, spin systems, random walks, Heisenberg model,
Metropolis algorithm, Wang–Landau method .

Дата поступления в редакцию: 30.01.2026


