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omputing an interse
tion of solution for system of ordinarydi�erential equations with 
ontinuous break surfa
e is suggested. The featureof algorithm is an ability to 
ompute the near points on di�erent sides of thesurfa
e. These points are the approximation of a

urate solution point. The
onvergen
e of the numeri
al method is proven.1. ÂâåäåíèåÏîâåäåíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò ïåðå-êëþ÷àòåëüíîé �óíêöèè, ÷àñòî ìîäåëèðóþò ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Ïî-âåäåíèå ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì áîëåå ñëîæíîå, ÷åì ó ñèñòåì îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî çà÷àñòóþ äåëàåò íåâîçìîæíûì ïîèñê àíà-ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû,à äëÿ ýòîãî íóæíû ý��åêòèâíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãèáðèä-íûõ ñèñòåì.Ïðîñòûì ïðèìåðîì ãèáðèäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâ-ëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòå [16℄. �åøåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíî çàìêíóòûìè öèêëàìè, ñêîëüçÿùåé òðàåêòîðèåé è âèáðèðóþùèì ðåæè-ìîì. Âñå ýòè ý��åêòû òðåáóþò âíèìàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàä-íûõ îáëàñòÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìîäè�èêà-öèè ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû. Òàê, â ðàáîòå [18℄ âåêòîðíîå ïîëå �óíêöèè ïðàâîé÷àñòè ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. À ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ÷èñëåí-íî ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MATLAB: ðåøàòåëÿÎÄÓ (ODE solver) è äåòåêòîðà ñîáûòèé (event dete
tor). Ñòàòüÿ [19℄ ïîñâÿùåíàëîêàëèçàöèè ñîáûòèé äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ. Àâòîðû îáåèõ ðàáîò ïðåäïîëàãàþò, ÷òî�óíêöèè f
+ è f

−, îïðåäåëÿþùèå ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû äî è ïîñëå ðàçðûâà,îïðåäåëåíû íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû. Îäíàêî ýòî íå âñåãäà ðåà-ëèçóåòñÿ. ×àñòî ïðàâûå ÷àñòè îïðåäåëåíû òîëüêî â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ
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6 Â.Â.Êîðîáèöûí, Þ.Â.Ôðîëîâà. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ. . .ñèñòåìû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâà-íèå ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ïîýòîìó ìû ïðåäëàãàåì ìå-òîä, îïðåäåëÿþùèé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ïîâåðõíîñòüþðàçðûâà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå �óíêöèé òîëüêî â îáëàñòÿõ íåïðåðûâíîñòè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R
n çàäàíà ïîâåðõíîñòü G = {x : x ∈ R

n,
g(x) = 0}, ãäå g : Rn → R � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñò-íûå ïðîèçâîäíûå. Ïîâåðõíîñòü G ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî R

n íà äâå îáëàñòè
D+ = {x : x ∈ R

n, g(x) > 0} è D− = {x : x ∈ R
n, g(x) < 0}. Îïðåäåëèì òàêæåçàìêíóòûå îáëàñòè D+ = D+ ∪G, D− = D− ∪G.Ïóñòü â îáëàñòÿõ D+ è D− îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè f

+(x) :
D+ → R

n, f−(x) : D− → R
n è �óíêöèÿ x(t) : R → R

n ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è Êîøè
dx

dt
=

{
f
+(x), x ∈ D+,
f
−(x), x ∈ D−,

(1)
x(t0) = x0,ãäå x0 ∈ D+ � çàäàííàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ t0.Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ÷èñëåííî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè x

∗ ïå-ðåñå÷åíèÿ êðèâîé x(t) ñ ïîâåðõíîñòüþ G, åñëè òàêîå èìååòñÿ.Î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: ÷èñ-ëåííî íàõîäèì êðèâóþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ïåðåñå÷¼òïîâåðõíîñòü G. Òîãäà, èìåÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè êðèâîé ðåøåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè G, óòî÷íÿåì ïîëîæåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè. Íî ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòüçàäà÷è Êîøè ñîñòîèò èç äâóõ �óíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ â îáëàñòÿõ D+ è D−,êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî G. Åñëè ðåøàòü çàäà÷ó (1) òðàäèöèîííûìè ìåòîäà-ìè áåç ó÷¼òà ðàçðûâà, òî íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèëüíîîòêëîíÿåòñÿ îò òî÷íîãî.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ñîñòîÿùèé èç òð¼õ øàãîâ(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x0 ∈ D+):1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíãå�Êóòòû ñ óïðàâëåíèåì äëèíîé øàãà íàõîäèìòî÷êè êðèâîé ðåøåíèÿ â îáëàñòè D+ âïëîòü äî òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íàðàññòîÿíèè íå áîëåå çàäàííîé òî÷íîñòè Tol îò ïîâåðõíîñòè G;2) èñïîëüçóÿ íàéäåííûå òî÷êè íà øàãå 1, ñòðîèì ïîëèíîì Íüþòîíà, ïðèáëè-æàþùèé êðèâóþ ðåøåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè G;3) íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ïîëèíîìà Íüþòîíà ñ ïîâåðõíîñòüþ G.Â ýòîì ìåòîäå íà øàãå 1 èñïîëüçóåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f+. À åñëè â ñõåìå �óíãå�Êóòòû òðåáóåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè ïðàâîé ÷àñòè â òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé îá-ëàñòè D−, òî âû÷èñëåíèÿ ïðåðûâàþòñÿ è ðåøàåòñÿ àëüòåðíàòèâà: óìåíüøèòü



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Âûï. 22. 7øàã, ÷òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê G, èëè ïåðåéòè ê øàãó 2, åñëè ðàññòîÿíèå äî ïî-âåðõíîñòè G ìàëî (ìåíüøå Tol).Äàëåå âìåñòî êðèâîé ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ å¼ ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìîìÍüþòîíà. Ïîëèíîì çàìåíÿåò êðèâóþ ðåøåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè G â îáëà-ñòÿõ D+ è D−. Íî ñòðîèòñÿ ïîëèíîì ïî òî÷êàì ðåøåíèÿ â îáëàñòè D+, à ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä áóäåò óñïåøåí òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëèíîì áóäåò ïîñòðîåíïî òî÷êàì, íàõîäÿùèìñÿ â äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè ê ïîâåðõíîñòè G.Ïåðåñå÷åíèå ïîëèíîìà Íüþòîíà ñ ïîâåðõíîñòüþ G íàõîäèì ñ ïîìîùüþ èòå-ðàöèîííîãî ìåòîäà Íüþòîíà. Êîý��èöèåíò â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå äîëæåíáûòü ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäûé øàã îêàçûâàëñÿ íà ïðîòèâîïî-ëîæíîé ñòîðîíå îò ïîâåðõíîñòè G. Òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ìîæíî ïðîâåñòè â íå-ñêîëüêî ýòàïîâ:1) äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà ðåøåíèÿ ÎÄÓ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà �óíãå�Êóòòû ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà. �åøåíèå ÎÄÓ ïðèáëèæàåòñÿ êîíå÷íûìè ïðè-ðàùåíèÿìè ïî ñõåìå �óíãå�Êóòòû. Ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ óìåíüøå-íèåì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ;2) äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîëèíîìîì Íüþòîíà, ïîñòðîåííîãî ïîçàäàííûì çíà÷åíèÿì òî÷åê êðèâîé, ê êðèâîé �óíêöèè â ëîêàëüíîé îá-ëàñòè. Ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ óìåíüøåíèåì øàãà ìåæäó îïîðíûìèòî÷êàìè;3) äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿêðèâîé, çàäàííîé ãëàäêîé �óíêöèåé â ÿâíîì âèäå, ñ ïîâåðõíîñòüþ, çàäàí-íîé â âèäå óðàâíåíèÿ g(x) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè òð¼õ ýòàïîâ è ñîãëàñîâàííîñòü èõ äà¼ò äîêàçà-òåëüñòâî ñõîäèìîñòè âñåãî ìåòîäà.3. Ïåðâûé ýòàï: âû÷èñëåíèå îïîðíûõ òî÷åêÇàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè îïîðíûå òî÷êè äëÿ äàëüíåéøåé àïïðîê-ñèìàöèè. Îïîðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê òî÷êàì êðèâîé ðåøåíèÿÎÄÓ
dx

dt
= f(x), x(t0) = x0, x : R → R

n, f : Rn → R
n. (2)Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òî÷êè x1 ≈ x1(t), x2 ≈ x2(t), ãäå t1 = t0 + τ , t2 = t0 + 2τ .Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ìåòîä �óíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà:

x1 = RK4(f, x0, t0, τ), x2 = RK4(f, x1, t1, τ). (3)Ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü ðåøåíèå ñ óäâîåííûì øàãîì 2τ .
x̂2 = RK4(f, x0, t0, 2τ).



8 Â.Â.Êîðîáèöûí, Þ.Â.Ôðîëîâà. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ. . .Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà �óíãå�Êóòòû çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì
|x2 − x(t2)| ≤ C · τk+1,ãäå k � ïîðÿäîê ìåòîäà, â íàøåì ñëó÷àå ðàâåí 4.Íà ïðàêòèêå ïîãðåøíîñòü ìîæíî îöåíèòü ëèáî âëîæåííîé ñõåìîé, ëèáîîöåíêîé �è÷àðäñîíà, äëÿ ÷åãî è âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèå x̂2. Ïîñêîëüêó

|x2 − x(t2)| ≤ C · τk+1, |x̂2 − x(t2)| ≤ C · (2τ)k+1 (4)è |x̂2 − x2 + x2 − x(t2)| ≤ |x̂2 − x2|+ |x2 − x(t2)|, òî ïîëó÷àåì
C · (2τ)k+1 ≤ |x̂2 − x2|+ C · τk+1.Îòñþäà |x̂2 − x2| ≥ C · τk+1(2k+1 − 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

C · τk+1 ≤
|x̂2 − x2|

2k+1 − 1
.Òîãäà, ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (4), ïîëó÷èì

|x2 − x(t2)| ≤ C · τk+1 ≤
|x̂2 − x2|

2k+1 − 1
.Ïðè òî÷íîì çíà÷åíèè x(t0) = x0 îòêëîíåíèÿ x2 îò x(t2) îãðàíè÷åíî âåëè÷è-íîé δ = Cτk+1, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ → 0.4. Âòîðîé ýòàï: ïîñòðîåíèå ïîëèíîìàÇàäàíû òðè òî÷êè (t1, x1), (t2, x2), (t3, x3), ïðè÷¼ì t2 = t1 + τ , t3 = t2 + τ , êðî-ìå òîãî, èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè

f1, f2, f3 â ýòèõ òî÷êàõ (âåêòîðà dx
dt
(t1),

dx
dt
(t2),

dx
dt
(t3)). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü èí-òåðïîëèðóþùóþ �óíêöèþ (ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà) ïî òð¼ì ðàâíîîòñòîÿùèì óç-ëàì ñ êðàòíîñòüþ 2. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà s < 6.Óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà:

Ns(t1) = x1, N
′

s(t1) = f1, Ns(t2) = x2, N
′

s(t2) = f2, Ns(t3) = x3, N
′

s(t3) = f3.Òàáëèöà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé èìååò âèä
t1 x1

f1
t1 x1

d1−f1
τ

d1
f2−2d1+f1

τ2

t2 x2
f2−d1

τ

d2−4f2+5d1−2f1
4τ3

f2
d2−2f2+d1

2τ2
2f3−6d2+8f2−6d1+2f1

8τ4
.

t2 x2
d2−f2

τ

2f3−5d2+4f2−d1
4τ3

d2
f3−2d2+f2

τ2

t3 x3
f3−d2

τ

f3
t3 x3



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Âûï. 22. 9Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ d1 = x2−x1

τ
, d2 = x3−x2

τ
. Òîãäà ïî-ëèíîìû 4-ãî è 5-ãî ïîðÿäêîâ áóäóò èìåòü âèä:

N4(t3 + θ) = x3 + θR1
5 + θ2R2

4 + θ2(θ + τ)R3
3 + θ2(θ + τ)2R4

2,

N5(t3 + θ) = N4(t3 + θ) + θ2(θ + τ)2(θ + 2τ)R5
1.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èç òàáëèöû ïîëó÷àåì

N4(t3 + θ) = x3 + θf3 + θ2 · f3−d2
τ

+ θ2(θ + τ) · f3−2d2+f2
τ2

+

+θ2(θ + τ)2 · 2f3−5d2+4f2−d1
4τ3

,

(5)
N5(t3 + θ) = N4(t3 + θ) + θ2(θ + τ)2(θ + 2τ)2f3−6d2+8f2−6d1+2f1

8τ4
.Îøèáêè àïïðîêñèìàöèè çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

N4(t3 + θ)− x(t3 + θ) = θ2(θ + τ)2(θ + 2τ) ·
x(5)(ξ1)

5!
, t1 ≤ ξ1 ≤ t3 + θ,

N5(t3 + θ)− x(t3 + θ) = θ2(θ + τ)2(θ + 2τ)2 ·
x(6)(ξ2)

6!
, t1 ≤ ξ2 ≤ t3 + θ.Ïðè θ ∈ [t3; t3 + τ ] ïîëó÷èì

|N4(t3 + θ)− x(t3 + θ)| ≤
M5τ

5

10
, |N5(t3 + θ)− x(t3 + θ)| ≤

M6τ
6

20
, (6)ãäå Mi = sup |x(i)(t)|, t1 ≤ t ≤ t1 + 3τ .Äâà ïîëèíîìà ïðèâåäåíû íå ñëó÷àéíî. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíî-ñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

|N4(t3 + θ)− x(t3 + θ)| ≈ |N5(t)−N4(t)|.Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìà N4 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàöèîíàëüíûì ïîòîìó, ÷òîîïîðíûå óçëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åíû íà ïåðâîì ýòàïå ÷èñëåííûì ìå-òîäîì 4-ãî ïîðÿäêà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïîðíûå òî÷êè áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþìåòîäà �óíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà, îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè êðèâîéðåøåíèÿ ïîëèíîìîì Íüþòîíà ïðè çàäàííîì îòêëîíåíèè îïîðíûõ òî÷åê.Ïóñòü çíà÷åíèå â òî÷êå t1 àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè çàäàíî òî÷íî, à çíà-÷åíèÿ â òî÷êàõ t2 è t3 èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé
δ = C · τ 5. Çàïèøåì ñëó÷àéíîå ñìåùåíèå äëÿ îïîðíûõ òî÷åê x∗

2 = x2 + ∆x2,
x∗

3 = x3 + ∆x3 ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì |∆x2| ≤ δ, |∆x3| ≤ δ. Òîãäà çíà÷åíèÿïðîèçâîäíûõ òîæå áóäóò ïîëó÷åíû ñ ïîãðåøíîñòüþ f ∗

2 = f(x∗

2), f ∗

3 = f(x∗

3).À çíà÷èò, àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì áóäåò îòêëîí¼í îò òî÷íîé �óíêöèèáîëüøå, ÷åì ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì îïîðíûõ òî÷åê. Â ñâÿ-çè ñ ýòèì ñóùåñòâåííûì áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ñìåù¼ííîãî ïîëèíî-ìà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.



10 Â.Â.Êîðîáèöûí, Þ.Â.Ôðîëîâà. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ. . .Ëåììà 1. Åñëè îïîðíûå òî÷êè xi (i = 2, 3) âîçìóùåíû íå áîëåå ÷åì íà δ(|x∗

i − xi| ≤ δ) è ïðîèçâîäíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè îãðàíè÷åíà âåëè÷è-íîé B â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè (|f ′(x)| ≤ B), òî ìíîãî÷ëåí N∗

4 (t), ïîñòðî-åííûé ïî âîçìóù¼ííûì óçëîâûì òî÷êàì, áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ê N4(t)ïðè δ → 0 ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè |N∗

4 (t3 + θ) − N4(t3 + θ)| ≤ δ + τδ(21 + 12B)ïðè θ ≤ τ .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîëèíîìà N∗

4 íåîáõîäèìî âû-÷èñëèòü ïîãðåøíîñòü êàæäîãî ñëàãàåìîãî èç (5) è ñëîæèòü èõ.Îöåíèì îøèáêó çíà÷åíèÿ �óíêöèè â óçëàõ i = 2, 3:
f ∗

i = f(x∗

i ) = f(xi) + f ′(xi) · (x
∗

i − xi) + o(x∗

i − xi).Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó |f ∗

i −fi| ≤ Bδ. Áóäåì ñ÷èòàòü f ∗

i = fi+∆fi, |∆fi| ≤ Bδ.Îöåíèì îòêëîíåíèÿ d∗1 è d∗2.
d∗1 =

x∗

2 − x1

τ
=

x2 +∆x2 − x1

τ
=

x2 − x1

τ
+

∆x2

τ
= d1 +∆d1.Âåëè÷èíà d∗1 èìååò ïîãðåøíîñòü ∆d1 =

∆x2

τ
, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ ïî �îðìóëå

|∆d1| =

∣∣∣∣
∆x2

τ

∣∣∣∣ ≤
δ

τ
.Äëÿ d∗2 ïîëó÷àåì

d∗2 =
x∗

3 − x∗

2

τ
=

x3 +∆x3 − x2 −∆x2

τ
=

x3 − x2

τ
+

∆x3 −∆x2

τ
= d2 +∆d2,ãäå

|∆d2| =

∣∣∣∣
∆x3 −∆x2

τ

∣∣∣∣ ≤
2δ

τ
.Îöåíèì êîíå÷íûå ðàçíîñòè èç (5).

R2∗
4 =

f ∗

3 − d∗2
τ

=
f3 +∆f3 − d2 −∆d2

τ
=

f3 − d2
τ

+
∆f3 −∆d2

τ
= R2

4 +∆R2
4.Îòêëîíåíèå ∆R2

4 îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
∣∣∆R2

4

∣∣ ≤
∣∣∣∣
∆f3
τ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∆d2
τ

∣∣∣∣ =
(2 +B)δ

τ
.Àíàëîãè÷íî îöåíèì îòêëîíåíèÿ ∆R3

3 è ∆R4
2.

∣∣∆R3
3

∣∣ ≤
∣∣∣∣
∆f3
τ 2

∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣
∆d2
τ 2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
f2
τ 2

∣∣∣∣ =
Bδ

τ 2
+

4δ

τ 2
+

Bδ

τ 2
=

(4 + 2B)δ

τ 2
,

∣∣∆R4
2

∣∣ ≤
∣∣∣∣
2∆f3
4τ 3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
5∆d2
4τ 3

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
4∆f2
4τ 3

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∆d1
4τ 3

∣∣∣∣ =
(11 + 6B)δ

4τ 3
.
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∣∣N∗

4 (t3 + θ)−N4(t3 + θ)
∣∣ ≤ δ + τδ(21 + 12B),ãäå δ � ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îïîðíûõ òî÷åê; τδ(21 + 12B) � îòêëîíåíèåìíîãî÷ëåíà â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå τ îò îïîðíîé.Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ êðèâîé ìíî-ãî÷ëåíîì Íüþòîíà ïðè δ → 0, τ = const è |B| < ∞. Ëåììà 1 äîêàçàíà. �Ñëåäñòâèå 1. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ x(t)çàäà÷è (2) ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà (5), ïîñòðîåííîãî ïî îïîðíûì òî÷êàì ñ ïî-ìîùüþ ìåòîäà (3), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|N∗

4 (t3 + θ)− x(t3 + θ)| ≤ K · τ 5,ãäå K = M5

10
+ C(1 + τ(21 + 12B)) ïðè θ < τ .Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà �óíãå�Êóòòû (4)è ëåììû 1.5. Òðåòèé ýòàï: ïîèñê ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé êðè-âîé ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþÇàäà÷à òðåòüåãî ýòàïà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû x

∗ ∈ R
nòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x = N4(t3 + θ) ñ ïîâåðõíîñòüþ g(x) = 0, ãäå

g : Rn → R � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.Ââåä¼ì �óíêöèþ h(θ) := g(N4(t3+ θ)). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ x∗ ñâîäèòñÿ ê ðå-øåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
h(θ) = 0. (7)Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü èëè íå áûòü åäèíñòâåííûì.Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíòåðâàëå 0 < θτ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

θ∗ óðàâíåíèÿ (7). Òî åñòü h(0) · h(τ) < 0 è èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî θ∗ òàêîå,÷òî h(θ∗) = 0.Ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7), ïîëó-÷èì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïîèñêà ïàðàìåòðà θ∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷-êå x∗:
θi+1 = θi −

h(θi)
dh
dθ
(θi)

. (8)Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüì¼ì θ0 = τ/2.Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà, åñëè áóäóòâûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 1 (î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) ∣∣∣∣dhdθ
∣∣∣∣
−1

≤ a1 < ∞ ïðè 0 < θ < τ,
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(

dh
dθ

)
(θ2) ·

(
θ1 − θ2

)∣∣∣∣ ≤ a2|θ2 − θ1|
2 ïðè 0 < θ1, θ2 < τ,3) 0 < θ0 < b ïðè b = min{τ/2, 1

a1a2
},òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Íüþòîíà (8) ñõîäèòñÿ ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè

|θi − θ∗| ≤
1

a1a2

(
a1a2|θ0 − θ∗|

)2i
.Óñëîâèå òåîðåìû ïåðå�îðìóëèðîâàíî â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äîêàçà-òåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [1℄. Ìû äîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìûâûïîëíÿþòñÿ äëÿ íàøåé çàäà÷è. Òåì ñàìûì ìû äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðà-öèîííîé ïðîöåäóðû (8).Ëåììà 2. Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà (8) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (7),åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) b1 > 0, ãäå b1 = inf

0<θ<τ
|dh
dθ
|;2) b2 < ∞, ãäå b2 = sup

0<θ<τ

|d
2h
dθ2

|;3) τ ≤ b1
b2
.Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿóñëîâèé òåîðåìû 1, îòêóäà áóäåò âûòåêàòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäó-ðû (8).Ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû áóäåò âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó b1 > 0. Äîñòàòî÷íîâçÿòü a1 = 1/b1.Òàê êàê b2 < ∞, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü a2 = 2b2 è óñëîâèå 2 òåîðåìû áóäåòâûïîëíåíî.Ïîñêîëüêó τ ≤ b1

b2
, òî âåðíî óñëîâèå 1

a1a2
≥ τ

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ θ0 = τ/2áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 3 òåîðåìû 1. Â èòîãå âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíå-íû. Ëåììà 2 äîêàçàíà. �Èç òåîðåìû 1 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ òðåáó-åìîé òî÷íîñòè ε ìîæíî âçÿòü |θn−θn−1| ≤ ε, ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

|θn − θ∗| ≤ ε.Èòàê, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà �óíãå�Êóòòû îáåñïå÷èâàåò ïðèáëèæåíèå îïîðíûõ òî÷åê ê òî÷êàì êðèâîé ðåøåíèÿ.Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ ê êðèâîé ìíîãî÷ëåíîì Íüþòîíà äà¼ò ïðè-áëèæåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé êðèâîé ê ðåøåíèþ. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîéïðîöåäóðû îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ðåøåíèÿ ñ çà-äàííîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäåòåîðåìû.Òåîðåìà 2. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), íàéäåííîå ïî �îðìóëàì (7),(5), (3), ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðè τ → 0, åñëè �óíêöèÿ f èìååòîãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è êðèâàÿ ðåøåíèÿ x(t) ïåðå-ñåêàåò ïîâåðõíîñòü g(x) = 0.
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