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In the arti
le we 
onsider 
orresponden
e between 
onne
tion and the Riemannian

metri
 on a mi
rolinear spa
es.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � âîñïîëíèòü ïðîáåë, âîçíèêøèé â ëèòåðàòóðå ïî ñèíòå-

òè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Êîêà-Ëîâåðà (ÑÄ�). À èìåííî äàäèì

îïðåäåëåíèå à��èííîé ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, çà-

äàííîé íà ïðîèçâîëüíîì ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, è âûâåäåì èçâåñòíîå â

êëàññè÷åñêîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñîîòíîøåíèå:

Γi
jk =

1

2
gli

(
∂glj

∂xk
+

∂glk

∂xj
−

∂gjk

∂xl

)
.

Âêðàòöå íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû è îïðåäåëåíèÿ èç ÑÄ�, áîëüøóþ ÷àñòü

êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [2℄.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

À��èííîé ñâÿçíîñòüþ íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå M áóäåì íàçûâàòü îòîá-

ðàæåíèå ∇ : MD ×M MD → MD×D
òàêîå, ÷òî

∇(t1, t2)(d1, 0) = t1(d1), ∇(t1, t2)(0, d2) = t2(d2), (1)

∇(α · t1, t2)(d1, d2) = ∇(t1, t2)(α · d1, d2), (2)

∇(t1, α · t2)(d1, d2) = ∇(t1, t2)(d1, α · d2). (3)

Äëÿ âñåõ (t1, t2) ∈ MD ×M MD, di ∈ D, α ∈ R. Çäåñü R � êîììóòàòèâíîå

ëîêàëüíîå êîëüöî (ïîäðîáíåå ñì. [2℄), à D = {d ∈ R|d2 = 0}.
À��èííóþ ñâÿçíîñòü áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íîé, åñëè

∇(t1, t2)(d1, d2) = ∇(t2, t1)(d2, d1).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà M ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì êîíå÷íîìåðíûì R-ìîäóëåì

V, à��èííàÿ ñâÿçíîñòü îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé

∇̃x : V × V → V,
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îïðåäåëåííîé íà ãëàâíûõ ÷àñòÿõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå

x. Ïðè ýòîì

∇(t1, t2)(d1, d2) = x + b1d1 + b2d2 + ∇̃x(b1, b2)d1d2. (4)

Êðîìå òîãî, åñëè {e1, ..., en} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V, òî

∇̃x(ei, ej) = −Γk
ij(x)ek. (5)

Êîý��èöèåíòû Γk
ij, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëàìè

Êðèñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäà.

�èìàíîâîé ìåòðèêîé íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå M áóäåì íàçûâàòü

òàêîå îòîáðàæåíèå g : MD ×M MD → R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ (ñì. [1℄):

t = 0 ⇒ g(t, t) = 0, (6)

t 6= 0 ⇒ g(t, t) > 0, (7)

g(t1 + t, t2) = g(t1, t2) + g(t, t2), (8)

g(t1, t + t2) = g(t1, t) + g(t1, t2), (9)

g(α · t1, t2) = g(t1, α · t2) = α · g(t1, t2) (10)

äëÿ ëþáûõ t, t1, t2 ∈ MD
è α ∈ R.

2. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà

Ìû íåïîñðåäñòâåííî ïîäîøëè ê öåëè ýòîé ñòàòüè è ñåé÷àñ äàäèì ñëåäóþùåå:

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàíà ðèìàíî-

âà ìåòðèêà g, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî à��èííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ∇
ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé g, åñëè

g(∇(t, t1)(d),∇(t, t2)(d)) = g(t1, t2) (11)

äëÿ ëþáûõ t, t1, t2 ∈ MD
è d ∈ D. Ñâÿçíîñòü ∇ â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü

ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×åâèòà.

Òåîðåìà 1. À��èííàÿ ñâÿçíîñòü ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà êî-

íå÷íîìåðíîì R-ìîäóëå V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂gij

∂xk
− Γl

ikglj − Γl
jkgil = 0. (12)

Çäåñü gik � îáîçíà÷åíèå äëÿ g(x, ei, ek).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {e1, ..., en} � áàçèñ íà V, òîãäà êàæäûé êàñàòåëüíûé

âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V â òî÷êå x ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïàðó (x, αiei). Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïàð âèäà (x, ei). Çàìåòèì òàêæå èç (4), ÷òî

∇((x, ei), (x, ej))(d) = (x + d · ei, ej + d · ∇x(ei, ej)).
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Òîãäà

g(∇((x, ek), (x, ei))(d),∇((x, ek), (x, ej))(d)) = g(x+d·ek, ei−d·Γl
ikel, ej−d·Γl

jkel) =

g(x + d · ek, ei, ej − d · Γl
jkel) − d · Γl

ikg(x + d · ek, el, ej − d · Γl
jkel) =

g(x + d · ek, ei, ej) − d · Γl
ikg(x + d · ek, el, ej) − d · Γl

jkg(x + d · ek, ei, el) =

g(x, ei, ej) + d ·
∂g

∂xk
(ei, ej) − d · Γl

ikg(x, el, ej) − d · Γl
jkg(x, ei, el) = g(x, ei, ej). (13)

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî d ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d ·
∂g

∂xk
(ei, ej) − d · Γl

ikg(x, el, ej) − d · Γl
jkg(x, ei, el) = 0. (14)

À çíà÷èò, è

∂g

∂xi
(ej, ek) − Γl

ikg(x, ej, el) − Γl
ijg(x, el, ek) = 0 (15)

èëè

∂gij

∂xk
− Γl

ikglj − Γl
jkgil = 0. (16)

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè íà êîíå÷íîìåðíîì R-ìîäóëå V çàäàíà ðèìàíîâà ìåò-

ðèêà g, òîãäà íà V ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ à��èííàÿ

ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýòîé ìåòðèêîé. Ýòà ñâÿçíîñòü â ëþáîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ �îðìóëàìè

Γi
jk =

1

2
gli

(
∂glj

∂xk
+

∂glk

∂xj
−

∂gjk

∂xl

)
. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì.
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