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At present paper there is the analysis of 
ontinuous-dis
rete model of isolated

population dynami
s. It's assumed that population has nonoverlapping genera-

tions and appearan
e of individuals of new generation 
orrelates with the death

of previous. Also it's assumed that during the winter period there isn't the

a
tivity of individuals in population (for example, it's typi
al for inse
ts in

boreal forests), and part of individuals eliminates. Produ
tivity of individuals

is 
onstant and death rate during the winter period depends on the food


onditions (i.e. the respe
tive fun
tion in model depends on the values of

integral on any time intervals). For model there is the analysis of dynami


regimes and, in parti
ular, determination of 
onditions of stability of origin and

existan
e of nontrivial equilibrium. For one partial 
ase of model it was shown

that the 
haoti
 regimes 
an be realized under 
ertain values of parameters.

�àáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó íåïpåpûâíî-äèñêpåòíîé ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñ-

ëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ â ïîïóëÿ-

öèè íå ïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ

ãèáåëüþ ïðåäûäóùåãî. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òå÷åíèå âñåãî çèìíåãî ïå-

ðèîäà íèêàêîé æèçíåäåÿòåëüíîñòè îñîáåé íå ïðîèñõîäèò (÷òî õàðàêòåðíî, íà-

ïðèìåð, äëÿ íàñåêîìûõ â ëåñàõ áîðåàëüíîé çîíû) è ÷àñòü îñîáåé ïîãèáàåò. Ïðè

ýòîì ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à ãèáåëü îñîáåé â

òå÷åíèå çèìû çàâèñèò îò óñëîâèé ïèòàíèÿ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ â ìî-

äåëè çàâèñèò îò çíà÷åíèé èíòåãðàëà íà îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè). Äëÿ

ìîäåëè èçó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû è, â ÷àñòíîñòè, âûÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîêàçàíî,

÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ðåàëèçóþòñÿ õàîòè÷å-

ñêèå ðåæèìû.

Ââåäåíèå

Âèäèìî, ïåðâîé ìîäåëüþ, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííî-

ñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè è áàçèðóþùåéñÿ íà îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ èìïóëüñàìè, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Â.À. Êîñòèöûíà [1℄. Â

ðàìêàõ ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè τk, k = 0, 1, 2..., êîãäà ïðîèñõîäèò ðàçðûâ òðàåêòîðèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
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ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè. Ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè âðåìå-

íè ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ìîíîòîííî ñíèæàåòñÿ (ïðîöåññ ãèáåëè îñîáåé), ÷òî

îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííîãî ïîäõîäà â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ïîïóëÿ-

öèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [2�6℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûì

àíàëîãîì ìîäåëè Ôåðõþëüñòà [7℄ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ñêåëëàìà [8℄, à íå äèñêðåò-

íàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü [8℄, êàê ýòî îáû÷íî óêàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Òàêæå

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ïëîäîâèòîñòè è ñìåðòíîñòè, çàâèñÿùåé îò

òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè (è óäîâëåòâîðÿþùåé ëèøü îáùåïðè-

íÿòûì îãðàíè÷åíèÿì), â ìîäåëè íåò îñöèëëÿòîðíûõ ðåæèìîâ è ñóùåñòâóåò íå

áîëåå îäíîé ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé, è â íåé òàê-

æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðî-

âàííîé ïîïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïîñòîÿííà, à äîëÿ

ïîãèáàþùèõ îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä çàâèñèò îò óñëîâèé èõ ïèòàíèÿ â òå÷å-

íèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ â ïîïóëÿöèè íå

ïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ãèáåëüþ

ïðåäûäóùåãî. Èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ìîäåëè, îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ñëó-

÷àè ìîäåëè ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ãèáåëè îò ÷èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèè. Äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïî-

ïóëÿöèè, ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííîñòè íà íåòðèâèàëüíîì óðîâíå, à òàêæå ïîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþò îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå

õàîòè÷åñêîìó èçìåíåíèþ ÷èñëåííîñòè.

1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà êàæäîì îòðåç-

êå âðåìåíè [tk, tk+1), k = 0, 1, 2... � ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ çèìíèõ ïî-

ãîäíûõ óñëîâèé, â òå÷åíèå êîòîðûõ ÷àñòü îñîáåé ïîãèáàåò, � ìîæíî îïèñàòü ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

dx

dt
= −xR(x), (1)

ãäå èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè îñîáåé R(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì,

êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè [9�12℄:

R(0) > 0,
dR

dx
> 0, R(+∞) = +∞. (2)

Âåëè÷èíà R(0) ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè îñîáåé

(ìàëüòóçèàíñêèé ïàðàìåòð), à óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé �óíêöèè R(x) îáóñëîâëå-
íî óñèëåíèåì äåéñòâèÿ âíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ ñ

ðîñòîì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(τk − 0) êîëè÷åñòâî îñîáåé, êîòîðûå âûæèëè ê ìîìåíòó

âðåìåíè τk è êîòîðûå ìîãóò äàòü ïîòîìñòâî (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τk ëåæèò â èí-

òåðâàëå (tk, tk+1), τk ∈ (tk, tk+1)), ÷åðåç Y = const � êîý��èöèåíò ïëîäîâèòîñòè,
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ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ êàæäîé âûæèâøåé îñîáüþ.

Òîãäà ÷èñëåííîñòü îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

x(τk) = Y x(τk − 0), Y > 1. (3)

Äëÿ ìíîãèõ ïðèðîäíûõ ïîïóëÿöèé è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàñåêîìûõ, õàðàêòåð-

íî îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî æèçíåäåÿòåëüíîñòè â òå÷åíèå âñåãî çèìíåãî ïåðèîäà.

Êàæäàÿ îñîáü çà ýòîò ïåðèîä ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ � �ëóê-

òóàöèé òåìïåðàòóðû, ãëóáèíû ñíåæíîãî ïîêðîâà è äð. � ëèáî âûæèâàåò, ëèáî

ãèáíåò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè tk, tk+1 − tk = h > 0
ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè:

x(tk+1) = Qx(tk+1 − 0), (4)

ãäå ÷åðåç x(tk+1 − 0) îáîçíà÷åíà ÷èñëåííîñòü îñîáåé, äîæèâøèõ äî ìîìåíòà

âðåìåíè tk+1, ÷åðåç Q � äîëÿ âûæèâøèõ îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä (k + 1)-ãî
ãîäà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûæèâàåìîñòü îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä çàâèñèò îò

ìíîãèõ �àêòîðîâ, íî â ïåðâóþ î÷åðåäü îò óñëîâèé ïèòàíèÿ îñîáåé â òå÷åíèå

âñåãî ïåðèîäà æèçíåäåÿòåëüíîñòè [tk, tk+1). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåëè÷èíà Q = Q(u), ãäå

u =
1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt.

Ôóíêöèÿ Q(u) ìîíîòîííî óáûâàåò, è ÷åì âûøå ñðåäíÿÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè,

òåì õóæå óñëîâèÿ ïèòàíèÿ îñîáåé (â ðåçóëüòàòå óñèëåíèÿ âíóòðèïîïóëÿöèîííîé

êîíêóðåíöèè îñîáåé):

Q(u) ∈ [0, 1],
dQ

du
< 0. (5)

Îáúåäèíÿÿ âìåñòå ñîîòíîøåíèÿ (1) � (5), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ìîäåëü äèíà-

ìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëè

â (3) Y < 1, òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(tk) â ìîäåëè (1) � (5) ìîíîòîí-

íî óáûâàåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå

ñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì.

2. Ñâåäåíèå ìîäåëè ê ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

Ïóñòü �óíêöèÿ

Ψ(x) =

∫

dx

xR(x)
.

Èç îãðàíè÷åíèé (2) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Ψ(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íåîòðèöà-
òåëüíà è ¾âûïóêëà ââåðõ¿: Ψ′(x) > 0, Ψ′′(x) < 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò

îáðàòíàÿ �óíêöèÿ Ψ−1
, êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íåîòðèöàòåëüíà è ¾âû-

ïóêëà âíèç¿.

Èç (1) ïîëó÷àåì:

x(t) = Ψ−1(−t + c1), (6)
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ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ c1 = tk + Ψ(xk). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (6)

ïðèîáðåòàåò âèä: x(t) = Ψ−1(tk − t + Ψ(xk)) ∀t ∈ [tk, τk). Â ìîìåíò τk ïðîèñõî-

äèò ðàçðûâ òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1) (ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè), è,

ñëåäîâàòåëüíî,

x(τk) = Y x(τk − 0) = Y Ψ−1(Ψ(xk) − h1), (7)

ãäå h1 = τk − tk.

Påøàÿ (1) íà èíòåðâàëå [τk, tk+1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (7), îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì:

x(tk+1) = Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

)

Ψ−1(c2 − tk+1), (8)

ãäå c2 = τk + Ψ(x(τk)). Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ (8)

÷åðåç F (xk).

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîãî ðîñòà �óíêöèè F (x)

Åñëè �óíêöèÿ F â (8) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî òîãäà â ìîäåëè ðåàëèçóþòñÿ ðå-

æèìû òîëüêî ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè F (x) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

dF

dxk

=
d

dxk

(

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

))

Ψ−1(c2 − tk+1)+

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

)

d

dxk

(Ψ−1(c2 − tk+1)). (9)

Îöåíèì çíàê êàæäîãî ñëàãàåìîãî â (9) ïî îòäåëüíîñòè. �àññìîòðèì

d

dxk

(Ψ−1(c2 − tk+1)) = (Ψ−1)′(c2)
′.

Ôóíêöèÿ c2 = c2(xk) ïðåäñòàâèìà â âèäå:

c2 = τk + Ψ(Y Ψ−1(Ψ(xk) − h1)),

è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä:

(c2)
′ = Ψ′Y (Ψ−1)′Ψ′.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

d

dxk

(Ψ−1(c2 − tk+1)) = Y (Ψ′)2((Ψ−1)′)2 > 0. (10)

Äàëåå

d

dxk

(

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

))

=

Q′
1

h

{

τk
∫

tk

dΨ−1(c1 − t)

dxk

dt +

tk+1
∫

τk

dΨ−1(c2 − t)

dxk

dt

}

.
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Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d

dxk

(Ψ−1(c1 − tk+1)) = (Ψ−1)′Ψ′ > 0.

Â ñèëó îãðàíè÷åíèé ìîäåëè Q′ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (10) ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî

d

dxk

(

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

))

< 0.

Îöåíèì çíàê âûðàæåíèÿ Ψ−1(c2 − tk+1). Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, Ψ−1(x) ≥
0 ∀x ≥ 0, èëè, èíà÷å, Ψ−1(c2 − tk+1) ≥ 0, åñëè c2 − tk+1 ≥ 0. Ïðè c2 − tk+1 ≥ 0
èìååì τk + Ψ(x(τk)) ≥ tk+1, x(τk) ≥ Ψ−1(h2), ãäå h2 = tk+1 − τk. Ïðåîáðàçóÿ

ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî x(τk) = Y Ψ−1(Ψ(xk) − h1) ≥ Ψ−1(h2) - è
îêîí÷àòåëüíî

xk ≥ Ψ−1(Ψ

(

Ψ−1(h2)

Y

)

+ h1) = M.

Î÷åâèäíî, êîíñòàíòà Ì ïîëîæèòåëüíà.

Òàêèì îáðàçîì, Ψ−1(c2 − tk+1) ≥ 0 ∀x ≥ M è Ψ−1(c2 − tk+1) ≤ 0 ïðè x < M .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1. 1. Íà èíòåðâàëå 0 ≤ xk < Ψ−1(Ψ(Ψ−1(h2)
Y

) + h1) �óíêöèÿ

F (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

2. Åñëè xk ≥ Ψ−1(Ψ(Ψ−1(h2)
Y

)+h1), òî äëÿ ìîíîòîííîãî ðîñòà �óíêöèè F (x)
äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

)

d

dxk

(Ψ−1(c2 − tk+1)) ≥

−
d

dxk

(

Q

(

1

h

tk+1
∫

tk

x(t)dt

))

Ψ−1(c2 − tk+1).

4. ×àñòíûå ñëó÷àè

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïî-

ïóëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû çàâèñèìîñòåé ïîïóëÿöèîííûõ ïàðàìåò-

ðîâ îò ïîêàçàòåëåé óñëîâèé ïèòàíèÿ îñîáåé [1�10℄. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò îïðå-

äåëåííûé èíòåðåñ âûÿâëåíèå âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîäåëè (1) � (5) ïðè

ðàçëè÷íûõ âèäàõ �óíêöèé R è Q.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè R(x) = b è Q(x) = e−x
îòîáðàæåíèå (8) ïðèíèìàåò

âèä:

xk+1 = αxke
−βxk , (11)

ãäå α, β - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11) � èçâåñòíàÿ ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà, àíàëèçó

êîòîðîé ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [13�16℄).

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà ¾âûâîäèìà¿ â ðàìêàõ ìîäåëè (1) � (5),

îäíàêî â óñëîâèÿõ, êîãäà â ïîïóëÿöèè íå äåéñòâóþò ñàìîðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèç-

ìû (R = const), ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïîñòîÿííà è åäèíñòâåííûì ðåãóëÿòîðîì

÷èñëåííîñòè âûñòóïàþò çèìíèå ïîãîäíûå óñëîâèÿ. Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî, ïî ìíåíèþ íåêîòîðûõ àâòîðîâ [10,17,18℄, èìåííî çèìíèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ

ãëàâíûìè ðåãóëÿòîðàìè îòäåëüíûõ ìàññîâûõ âèäîâ ëåñíûõ íàñåêîìûõ.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè R(x) = b, Q(x) = 1
x+1

îòîáðàæåíèå xk+1 = F (xk)
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Ñêåëëàìà [8℄

xk+1 =
αxk

βxk + γ
. (12)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ñêåëëàìà (12) òàêæå ¾âûâîäèìà¿ â ðàìêàõ ìîäå-

ëè (1) � (5), êàê è ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà (11). Â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, ìî-

äåëü Ñêåëëàìà ¾âûâîäèìà¿ ïðè óñëîâèè, ÷òî äîëÿ âûæèâàþùèõ çà çèìíèé

ïåðèîä îñîáåé ïîä÷èíÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîìó çàêîíó. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìî-

äåëü ¾âûâîäèìà¿ è ïðè íåêîòîðûõ äðóãèõ çàêîíàõ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, è, â

÷àñòíîñòè, êîãäà ñàìîðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèçìû â ïîïóëÿöèè ïîä÷èíÿþòñÿ çà-

êîíó Ôåðõþëüñòà [7℄. Êàê è ïðåäûäóùàÿ ìîäåëü, ìîäåëü Ñêåëëàìà (12) øè-

ðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèé

[2,8,10,11℄.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè R(x) = ax+b, Q(x) = e−xp
, p = const ≥ 0 îòîáðàæåíèå

xk+1 = F (xk) ïðèíèìàåò âèä:

xk+1 =
K1xk

K2xk + K3

(

K4xk + K5

K6x
2
k + K7xk + K5

)
p

ha

, Ki ≥ 0 i = 1, . . . , 7. (13)

Â îòëè÷èå îò ìîäåëåé (11) è (12) óðàâíåíèå (13) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî äåéñòâèå ñàìîðåãóëÿòîðíûõ âíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ ïîä÷èíÿåò-

ñÿ çàêîíó Ôåðõþëüñòà [7℄ (R - ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëè-

ñòè÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (13) â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àåòñÿ è åå ïîñòðîåíèå

íà îñíîâå îáùåáèîëîãè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé î �óíêöèîíèðîâàíèè ïîäîáíûõ

ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè R(x) = ax + b, Q(x) = 1
x+1

, Y = const îòîáðàæåíèå

ïðèíèìàåò âèä

xk+1 =
K1xk

K2xk + K3

(

ha

ha + ln(K6x
2
k + K7xk + K5) − ln(K4xk + K5)

)

, (14)

ïðè÷åì Ki, i = 1, . . . , 7 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â óòâåðæäåíèè 4.

Êàê è ïðåäûäóùàÿ, ìîäåëü (14) òàêæå íå âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå è åå

ïîñòðîåíèå â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà áûëà ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ìîäåëè (1) � (5),

ïðîáëåìàòè÷íî.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àè �óíêöèé R(x) = a ln(x+1)+b (ìîäåëü

�îìàòàìà [19℄) è R(x) = axγ + b (ìîäåëü �îçåíöâåéãà [20,21℄), òî îòîáðàæåíèå

F (x) íå èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

5. Àíàëèç ìîäåëè (13)

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå (13). Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

F (x) = x:

x =
K1x

K2x + K3

(

K4x + K5

K6x2 + K7x + K5

)
p

ha

, (15)

è, î÷åâèäíî, òî÷êà x0 = 0 óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ïîèñêà íåòðè-

âèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâèì (15) â ñëåäóþùåì âèäå:

K2x + K3

K1

=

(

K4x + K5

K6x2 + K7x + K5

)
p

ha

. (16)

Çàìåòèì, ÷òî ó �óíêöèè

Φ(x) =

(

K4x + K5

K6x2 + K7x + K5

)
p

ha

âñå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè OX; Φ(x) ïåðåñåêàåò
îñü OY â åäèíèöå, îñü OX ïðè x = −K5

K4
< 0 è ïðè x ≥ 0 Φ(x) ïîëîæèòåëüíà

è ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (16), ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâè-

àëüíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

K3

K1
< 1. Ïðè ýòîì ñî-

îòíîøåíèå

K3

K1
= 1 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì áè�óðêàöèîííîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 6.

1. Åñëè

K3

K1
> 1, ò. å. eb(h1+h2) > Y , òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííîé ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ (13).

2. Åñëè eb(h1+h2) ≤ Y , òî ïîìèìî íóëåâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíîå ðàâíîâåñèå x′
, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (16).

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàìêàõ

ìîäåëè (13) êðîìå ðåæèìîâ ñòàáèëèçàöèè ðåàëèçóþòñÿ öèêëè÷åñêèå ðåæèìû ñ

öèêëàìè ðàçëè÷íîé äëèíû (ïðèìåð áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû ïðåäñòàâëåí

íà ðèñ. 1; ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà λ [22℄ ïîêàçàíî íà

7



ðèñ. 2). Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ðåçóëüòàòîâ, ïðè îïðåäå-

ëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äîñòàòî÷íî âûñîê

(íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé). ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà

âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû Äàéìîíäà [23℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ èìåþòñÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ òðà-

åêòîðèé ìîäåëè (ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ïðè Y = 224 ïðåäñòàâëåíî

íà ðèñ. 3).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì èññëåäîâàòåëè èñõîäÿò èç

ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ (îòíîøåíèå ÷èñëåííîñòåé äâóõ

ñìåæíûõ ãåíåðàöèé) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé îò ÷èñëåííî-

ñòè ïîïóëÿöèè. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïûòàþòñÿ âûáðàòü íàèáîëåå ïðîñòóþ

�óíêöèþ, ïàðàìåòðû êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïðîñòî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ ¾áèîëî-

ãè÷åñêèõ ïîçèöèé¿. Èìåííî òàê ïîñòðîåíû ìîäåëü Ñêåëëàìà (êîý��èöèåíò ðàç-

ìíîæåíèÿ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ �óíêöèÿ), ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà (êîý��èöè-

åíò ðàçìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåí â âèäå ìîíîòîííî óáûâàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé

�óíêöèè) è ìíîãèå äðóãèå.

Îäíàêî ïðè áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íåðåäêî âñòðå-

÷àþòñÿ ñåðüåçíûå ïðîáëåìû. Â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëè Ìîðàíà-�èêêåðà (11) ïàðà-

ìåòð β îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾ïîêàçàòåëü äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ

âíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ¿. Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñî-

îòâåòñòâóåò óñèëåíèþ äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ � ïðè òîé æå

÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ ìåíüøå. Íî ïðè ýòîì âîç-

íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: áëàãîäàðÿ êàêîìó èìåííî âíóòðèïîïóëÿöèîííîìó

ìåõàíèçìó ïðîèçîøëî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà? Ýòî ìîæåò ïðî-

èçîéòè çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ ïëîäîâèòîñòè îñîáåé, ñíèæåíèÿ âûæèâàåìîñòè îñîáåé

â òå÷åíèå çèìíåãî ïåðèîäà èëè óñèëåíèÿ äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèç-

ìîâ. Â ðàìêàõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïðèíöèïèàëüíî

íåëüçÿ.

Â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ìîäåëåé òèïà (1)�(5)

ïîçâîëÿåò äè��åðåíöèðîâàòü âñå ðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèçìû è äàòü îäíîçíà÷íûé

îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ ìîäåëè (1)�(5), êàæäûé

ïàðàìåòð êîòîðîé èìååò âïîëíå îïðåäåëåííóþ áèîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,

ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå äèñêðåòíûå ìîäåëè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðàêòè÷åñêè

íå äîïóñêàþò ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåðïðåòàöèè (è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïîêàçàòå-

ëè ñàìûõ ðàçíûõ ìåõàíèçìîâ) è ïîñòðîåíèå êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî â âèäå

ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè (1)�(5)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ìàëîâåðîÿòíûì.
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