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In present paper there is the 
onsideration of parametri
 model of isolated

population dynami
s with sex stru
ture. It's assumed that appearan
e of

individuals of new generations is realized at any fixed time moments tk and

death rate has a 
ontinuous nature. The dynami
 regimes of model are analyzed.

In parti
ular, it was obtained that 
y
li
 and 
haoti
 regimes 
an be realized

in model under 
ertain values of it's parameters.

Ââåäåíèå

Àíàëèç äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè äâóïîëîé ïîïóëÿöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðàéíå âàæ-

íîé çàäà÷åé íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêèõ ïîçèöèé, íî è ñ ïðàêòè÷åñêèõ. �àçëè÷-

íûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ÷èñëåííîñòüþ âðåäíûõ âèäîâ íàñåêîìûõ (ìåòîä âû-

ïóñêà ñòåðèëüíûõ ñàìöîâ, �åðîìîííûå ëîâóøêè è äð. [1�12℄) îðèåíòèðîâàíû

èìåííî íà ñîçäàíèå îïðåäåëåííîãî äèñáàëàíñà â ïîëîâîé ñòðóêòóðå ïîïóëÿöèè,

÷òî ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ ñêîðîñòè åå ðàçìíîæåíèÿ è íåðåäêî ïðèâîäèò ê

âûðîæäåíèþ. �àçðàáîòêà ìîäåëåé äàííîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå âåñüìà

àêòóàëüíîé è äëÿ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ ýïèäåìèîëîãèè.

Ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè äâóïîëîé ïîïóëÿöèè ðàçðàáàòûâàëèñü â îñ-

íîâíîì äëÿ ñëó÷àåâ íåïðåðûâíîãî ðàçìíîæåíèÿ [1,3,4,11℄. Îäíàêî ìîäåëè äàí-

íîãî òèïà, ïîñòðîåííûå ïðåèìóùåñòâåííî êàê ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàëîïðèãîäíûìè äëÿ îïèñàíèÿ äè-

íàìèêè áîëüøèíñòâà âèäîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ñåçîííàÿ ïðèóðî÷åííîñòü

(äèñêðåòíîñòü ïðîöåññîâ ðàçìíîæåíèÿ). Äëÿ òàêèõ âèäîâ áîëåå ïðèåìëåìûìè

ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñèñòåì îáûêíîâåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñàìè [5,13�15℄. �àññìàòðèâàåìàÿ

â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ïîñòðîåíà èìåííî â òàêîì âèäå. Â ðàìêàõ ìîäå-

ëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ íå ïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé

ãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ãèáåëüþ ïðåäûäóùèõ.
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1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Ïóñòü tk, k = 0, 1, 2..., ìîìåíòû âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâîãî ïîêîëåíèÿ,

tk+1−tk ≡ const = h > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè âðå-

ìåíè (íà èíòåðâàëàõ [tk, tk+1)) ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå ñíèæåíèå ÷èñëåííîñòåé

îñîáåé îáîèõ ïîëîâ (â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè è äåéñòâèÿ âíóòðè-

ïîïóëÿöèîííûõ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ), ÷òî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

dx

dt
= −α1x − β1x(x + γy),

dy

dt
= −α2y − β2y(x + γy), (1)

ãäå x(t) � ÷èñëåííîñòü ìóæñêèõ, y(t) � ÷èñëåííîñòü æåíñêèõ îñîáåé â ïîïó-

ëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t, αj � êîý��èöèåíòû åñòåñòâåííîé ãèáåëè îñîáåé,

βj � êîý��èöèåíòû ñàìîðåãóëÿöèè. Êîý��èöèåíò γ îòðàæàåò íåðàâíîçíà÷-

íîñòü ¾âêëàäà¿ îñîáåé ðàçëè÷íûõ ïîëîâ â ïðîöåññ ñàìîðåãóëÿöèè ÷èñëåííî-

ñòåé, αj, βj, γ > 0. Çàìåòèì, ÷òî (1) � ýòî àíàëîã èçâåñòíîé ìîäåëè Ôåðõþëüñòà,

ó÷èòûâàþùèé íàëè÷èå â ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(tk − 0), y(tk − 0) � ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîëîâ, âûæèâøèõ ê ìîìåíòó ðàçìíîæåíèÿ tk, ÷åðåç f � ÷èñëåííîñòü îïëîäî-

òâîðåííûõ ñàìîê. Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà f áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèåì:

f = min {y(tk − 0), εx(tk − 0)} ,

ãäå ε - ¾êîý��èöèåíò àêòèâíîñòè¿ ñàìöîâ, êîòîðûé îòðàæàåò íå òîëüêî èõ

ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè, íî è õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ îñîáåé ðàçëè÷íûõ

ïîëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå îñîáè ñòðîãî ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, òî ε = 1.
Ïóñòü m1, m2 � ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ ìóæñêîãî è æåíñêîãî ïîëîâ ñîîò-

âåòñòâåííî, ïîðîæäàåìûõ îäíîé îïëîäîòâîðåííîé ñàìêîé, m1,m2 = const > 0.
Òîãäà â ìîìåíòû âðåìåíè tk ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâûõ ãåíåðàöèé âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ:

x(tk) = m1f,

y(tk) = m2f. (2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷èñëåííîñòè îáîèõ ïîëîâ â

ïîïóëÿöèè ïîëîæèòåëüíû, x(t0) = x0 > 0, y(t0) = y0 > 0. Î÷åâèäíî, åñëè x0 = 0
èëè y0 = 0, çà âðåìÿ h òðàåêòîðèè ìîäåëè (1)�(2) ¾ïîïàäàþò¿ â ñòàöèîíàðíîå

ñîñòîÿíèå (0, 0) (ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî, íå óìåíüøàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ε = 1 è h = 1.

2. Ñâîéñòâà ìîäåëè (1)�(2)

1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dx

dt

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0,
dy

dt

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0
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è m1,m2 > 0, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)�(2) íåîòðèöàòåëüíû.

2. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= −α1x − β1x

2 (3)

ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè â òî÷êàõ ðàçðûâà òðàåêòîðèé

x(tk) = m1x(tk − 0) (4)

è íà÷àëüíûìè äàííûìè x(t0) = x0 > 0 îãðàíè÷èâàþò ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (1) � (2). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) � (4) ñóùåñòâóåò ïðèòÿãèâà-

þùåå ìíîæåñòâî

∆1 =

[

0,
α1(m1 − eα1)

β1(eα1 − 1)

]

,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ x ñèñòåìû (1) � (2) òàêæå áóäåò ¾ïðèòÿãèâàòüñÿ¿

ïîëîñîé ∆1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ y ñèñòåìû (1) � (2)

áóäåò ¾ïðèòÿãèâàòüñÿ¿ ïîëîñîé ∆2:

∆2 =

[

0,
α2(m2 − eα2

β2γ(eα2 − 1)

]

.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) � (2) ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ àñèìïòîòè÷åñêè ¾âõîäÿò¿ â ïðÿìîóãîëüíèê

∆ = ∆1 × ∆2 =

[

0,
α1(m1 − eα1)

β1(eα1 − 1)

]

×

[

0,
α2(m2 − eα2)

β2γ(eα2 − 1)

]

è íèêàêîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ëåæàùèìè â ∆, íå ìîæåò âûéòè çà

åãî ãðàíèöû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ∆ ñóùåñòâóåò òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ

m1 > eα1 ,m2 > eα2 . (5)

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (5) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî x → 0, y → 0 ïðè t → ∞
(ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëåííîñòåé).

3. Íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ñèñòåìû (1)�(2). Åñëè

óñëîâèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ, òî îíà íåóñòîé÷èâà, èíà÷å � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâà.

4. Èç óñëîâèé (2) ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè tk âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèå

x(tk) =
m1

m2

y(tk). (6)

Êðîìå ýòîãî, äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë

xβ2

yβ1
e(α1β2−α2β1)t = C, (7)
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ãäå C � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â (7) íà÷àëüíûå äàííûå, ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

xβ2

yβ1
= e(α2β1−α1β2)(t−tk)x

β2(tk)

yβ1(tk)
. (8)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîëó÷àåì, ÷òî íà îòðåçêàõ [tk, tk+1) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

x = y
β1
β2 e

(α2β1−α1β2)
β2

(t−tk)m1

m2

y
β2−β1

β2 (tk). (9)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6) è (9) èç ñèñòåìû (1)�(2) ìîæíî èñêëþ÷èòü

ïåðåìåííóþ x:

dy

dt
= −α2y − β2y

(

y
β1
β2

m1

m2

e
(α2β1−α1β2)

β2
(t−tk)

y
β2−β1

β2 (tk) + γy

)

, (10)

y(tk+1) = m2 min

{

y(tk+1 − 0), y
β1
β2 (tk+1 − 0)e

(α2β1−α1β2)
β2

m1

m2

y
β2−β1

β2 (tk)

}

. (11)

Äàëåå áóäåì ïpåäïîëàãàòü, ÷òî

β1

β2
< 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îápàòíîå íåpà-

âåíñòâî, òî, çàìå÷àÿ, ÷òî x è y âõîäÿò â ñèñòåìó (1)�(2) ñèììåòpè÷íî, ìîæíî

ïpèâåñòè åå ê âèäó (10)�(11) îòíîñèòåëüíî ïåpåìåííîé x. Ïóñòü

B =
β1

β2

, D =
α2β1 − α1β2

β2

, M =
m1

m2

.

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïpåäïîëîæåíèé ñèñòåìà (10)�(11) ïpèìåò âèä:

dy

dt
= −α2y − β2y

(

yBMeD(t−tk)y1−B(tk) + γy
)

, (12)

y(tk+1) = m2 min
{

y(tk+1 − 0), yB(tk+1 − 0)eDMy1−B(tk)
}

. (13)

Ñèñòåìà (12)�(13) ïpåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî íåàâòîíîìíîå ópàâíåíèå, òpàåê-

òîpèè êîòîpîãî èìåþò ïåpèîäè÷åñêèå pàçpûâû.

�àññìîòpèì îòäåëüíî ópàâíåíèå (12). Hà êàæäîì âpåìåííîì èíòåpâàëå [tk, tk+1)
påøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Êîøè:

dy

dt
= −α2y − β2y

(

yBMeD(t−tk)µ1−B + γy
)

, y(tk) = µ. (14)

Ñäåëàâ â (14) çàìåíó ïåpåìåííûõ y = µu, ïîëó÷àåì çàäà÷ó

du

dt
= −α2u − β2µ

(

u1+BMeD(t−tk) + γu2
)

, u(tk) = 1. (15)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè ïpåäïîëîæåíèÿìè 0 ≤ t − tk ≤ 1 âåëè÷è-

íó MeD(t−tk)
ìîæíî îãpàíè÷èòü ñíèçó è ñâåpõó íåêîòîpûìè ïîëîæèòåëüíûìè

êîíñòàíòàìè N1 è N2. Ñîîòâåòñòâåííî, pàññìîòpèì äâå çàäà÷è Êîøè:
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1)
dv

dt
= −α2v − β2µN1v

1+B, v(tk) = 1, (16)

2)
dw

dt
= −α2w − β2µ (N2 + γ) w1+B, w(tk) = 1. (17)

Î÷åâèäíî, påøåíèå çàäà÷è Êîøè (15) ëåæèò ìåæäó påøåíèÿìè çàäà÷ Êîøè

(16) è (17), ò. å. ∀t ∈ (tk, tk+1) w < u < v. �åøàÿ çàäà÷è (16) è (17), ïîëó÷àåì

v(t) =

(

α2

α2eα2Bt + (eα2Bt − 1)β2µN1

)
1
B

, (18)

w(t) =

(

α2

α2eα2Bt + (eα2Bt − 1)β2µ(N2 + γ)

)
1
B

. (19)

Òàêèì îáðàçîì, èç (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäåëè (1)�(2) âûïîëíÿþòñÿ

íåpàâåíñòâà:

y(tk)

(

a

C1y(tk) + 1

)
1
B

< y(tk+1 − 0) < y(tk)

(

a

C2y(tk) + 1

)
1
B

, (20)

ãäå ïàpàìåòpû èìåþò âèä:

a = e−Bα2 , C1 =
β2

α2

(N2 + γ)(1 − e−Bα2), C2 =
β2

α2

N1(1 − e−Bα2).

�àññìîòpèì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèÿ (12)�(13) ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

eDM ≥ 1. (21)

Ïpè âûïîëíåíèè íåpàâåíñòâà (21) âûpàæåíèå (13) ïpåîápàçóåòñÿ ê âèäó

y(tk+1) = m2y(tk+1 − 0). (22)

Ïóñòü yk = y(tk). Ópàâíåíèÿ (12), (22) îïpåäåëÿþò påêópñèâíóþ çàâèñèìîñòü

yk+1 = g(yk). Ïîëüçóÿñü òåîpåìîé î íåïpåpûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ

äàííûõ è íåïpåpûâíîñòüþ �óíêöèè, îïpåäåëÿþùåé ópàâíåíèÿ pàçpûâà, ìîæíî

ïîêàçàòü íåïpåpûâíîñòü �óíêöèè g(y).
Håpàâåíñòâà (20) â äàííîì ñëó÷àå ïpèíèìàþò âèä:

m2yk

(

a

C1yk + 1

)
1
B

< g(yk) < m2yk

(

a

C2yk + 1

)
1
B

. (23)

Óðàâíåíèÿ

yk+1 =
m2a

1
B yk

(Ciyk + 1)
1
B

(24)

ïpåäñòàâëÿþò ñîáîé èçâåñòíûå äèñêpåòíûå ópàâíåíèÿ Õàññåëëà, èñïîëüçóåìûå

äëÿ ìîäåëèpîâàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèpîâàííûõ ïîïóëÿöèé [2,3,13,16℄.

Ïpèâåäåì íåêîòîpûå ñâîéñòâà ópàâíåíèÿ (24).
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i). Ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

m2a
1
B ≤ 1 (25)

ópàâíåíèå (24) èìååò â íåîòpèöàòåëüíîé ÷àñòè ïpÿìîé åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíî

óñòîé÷èâîå pàâíîâåñèå y = 0.
ii). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m2a
1
B > 1,

òî y = 0 � íåóñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàpíàÿ òî÷êà; êpîìå íåå ïîÿâëÿåòñÿ íåòpèâè-

àëüíîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ópàâíåíèÿ (24)

ȳi =
amB

2 − 1

Ci

.

iii). Ïpè âûïîëíåíèè íåpàâåíñòâà

1

B
≤ 2 (26)

ȳi � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.

iv). Åñëè ñïpàâåäëèâî íåpàâåíñòâî

1

B
> 2, (27)

òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïàpàìåòpà m2 â ìîäåëè (24) âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿ

ñåpèÿ áè�ópêàöèé óäâîåíèÿ ïåpèîäà ñ pîæäåíèåì õàîòè÷åñêèõ påæèìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (25) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì âûpîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè,

êîãäà m2 ≤ eα2
. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ópàâíåíèÿ (12), (22) ýòè ñâîéñòâà òàêæå

áóäóò âåpíû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), òî (12), (22) èìååò åäèí-

ñòâåííîå íåòpèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(y), êàê è ïpåæäå, îïpåäåëÿåò påêópñèâíóþ çàâè-

ñèìîñòü yk+1 = g(yk), îïpåäåëÿåìóþ ópàâíåíèåì (12), (22). Òîãäà èç íåpàâåíñòâ

(23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ñïpàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

m2y

(

a

C1y + 1

)
1
B

− y < g(y) − y < m2y

(

a

C2y + 1

)
1
B

− y,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g(ȳ1) − ȳ1 > 0 è g(ȳ2) − ȳ2 < 0, ãäå ȳi � íåïîäâèæíûå òî÷êè

ópàâíåíèé (24) (i = 1, 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó ȳ1 è ȳ2 ñóùåñòâóåò ȳ òàêîé,

÷òî g(ȳ) − ȳ = 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ȳ � ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ópàâíåíèÿ

(12), (22).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ pàâíîâåñèÿ âîñïîëüçó-

åìñÿ òåì, ÷òî påøåíèå ópàâíåíèÿ (15) ÿâëÿåòñÿ íåïpåpûâíîé, ìîíîòîííî óáû-

âàþùåé �óíêöèåé îò µ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
g(y)

y
òàêæå ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ

�óíêöèÿ. Ïîýòîìó ópàâíåíèå

g(y)
y

= 1 ìîæåò òàêæå èìåòü îäíî påøåíèå, ÷òî è

òpåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), (21), (26), òî ȳ � ãëîáàëü-

íî óñòîé÷èâûé àòòpàêòîp ópàâíåíèÿ (12), (22).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèé óòâåpæäå-

íèÿ áóäåò âåpíî íåpàâåíñòâî

−1 < g′(ȳ) < 1.

Äëÿ ýòîãî â (12), (22) ñäåëàåì çàìåíó ïåpåìåííûõ y = ep
. Òîãäà äàííûå

âûpàæåíèÿ ïpèìóò âèä:

dp

dt
= −α2 − β2

(

eBpMeD(t−tk)e(1−B)p(tk) + γep
)

, (28)

p(tk+1) = ln m2 + p(tk+1 − 0). (29)

Ïpè ýòîì ñòàöèîíàpíûå òî÷êè è ïåpèîäè÷åñêèå òpàåêòîpèè ópàâíåíèÿ (12),

(22) ïpè òàêîé çàìåíå ïåpåìåííûõ ïåpåõîäÿò â ñòàöèîíàpíûå òî÷êè è ïåpèîäè-

÷åñêèå òpàåêòîpèè ópàâíåíèÿ (28), (29) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîîòíîøåíèÿ (28), (29) îïpåäåëÿþò påêópñèâíóþ �óíêöèþ pk+1 = q(pk), ãäå
pk = p(tk), q(p) � íåïpåpûâíàÿ �óíêöèÿ. Î÷åâèäíî, q′(ep) = g′(y). Håîáõîäèìî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè p̄ � ñòàöèîíàpíàÿ òî÷êà îòîápàæåíèÿ (28), (29), òî òîãäà

−1 < q′(p̄) < 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî pàññìîòpèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

dp

dt
= −α2 − β2

(

eBpMeDte(1−B)λ + γep
)

, (30)

p(0) = λ. (31)

Ïóñòü ρ(λ) = p(1). Òîãäà q(p) = ln m2+ρ(p), q′(p) = ρ′(p). Â (30), (31) ñäåëàåì

åùå îäíó çàìåíó ïåpåìåííûõ p = λ + r:

dr

dt
= −α2 − β2e

λ
(

eBrMeDt + γer
)

, (32)

r(0) = 0. (33)

Äëÿ

∂r
∂λ
, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

•

∂r

∂λ
= −β2e

λ
(

eBrMeDt + γer
)

− β2e
λ
(

BeBrMeDt + γer
) ∂r

∂λ
, (34)

∂r

∂λ
(0) = 0. (35)

Èç âèäà âûpàæåíèé (34), (35) ïîëó÷àåì, ÷òî

−
1

B
<

∂r

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

≤ 0. (36)

Êpîìå ýòîãî, ïpè λ → −∞ èìååì

∂r

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

→ 0.
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�àññìîòpèì ñèñòåìó

•

rm = −β2e
λeBrmMeDt,

•

∂rm

∂λ
= −β2e

λeBrmMeDt

(

1 + B
∂rm

∂λ

)

.

Èíòåãpèpóÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî

∂rm

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

→ −
1

B

ïpè λ → ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî

∂rm

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

>
∂r

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

äëÿ ëþáîãî λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåpàâåíñòâî (36), ïîëó÷àåì, ÷òî

∂r

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

→ −
1

B
.

Ïîñêîëüêó

ρ′(λ) = 1 +
∂r

∂λ

∣

∣

∣

∣

t=1

,

âåëè÷èíà ρ′(λ) ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1− 1
B
, êîãäà λ ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî∞. Ïî óñëîâèþ

óòâåpæäåíèÿ

1
B
≤ 2, ïîýòîìó q′(p) = ρ′(p) ∈ (−1, 1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −1 <

g′(ȳ) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ȳ � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. �àññìàòpèâàÿ ópàâíåíèå â âàpèàöèÿõ äëÿ

∂2r
∂λ2 , ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî

∂2r

∂λ2

∣

∣

∣

∣

t=1

< 0,

à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ∀p q′′(p) < 0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5), (21) è

1
B

> 2 ñ óâåëè÷åíè-

åì çíà÷åíèé ïàpàìåòpà m2 ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ȳ òåpÿåò óñòîé÷èâîñòü è

ïpîèñõîäèò áè�ópêàöèÿ pîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà äëèíû äâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè m2 → ∞ g′(ȳ) →
1 − 1

B
, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì m2 ïðîèçâîäíàÿ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå -1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óñëîâèå (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òåì íå ìåíåå âñå óòâåð-

æäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Äëÿ ýòîãî ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (14) è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç f(µ) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â òî÷êå t = 1. Òîãäà �óíêöèÿ

g(y) = m2 min
{

f(y), f(y)By1−BMeD
}

(37)
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îïðåäåëÿåò ðåêóðñèâíóþ çàâèñèìîñòü, îïðåäåëÿåìóþ (12) � (13). Äëÿ �óíêöèè

g(y) èìååì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (23):

min

{

m2y

(

a

C1y + 1

)
1
B

,
m2MaeDy

C1y + 1

}

< g(y) <

< min

{

m2y

(

a

C2y + 1

)
1
B

,
m2MaeDy

C2y + 1

}

. (38)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå m2MaeD = m1e
−α1

, òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé (5) îãðàíè÷èâàþùèå g(y) îòîáðàæåíèÿ (38) èìåþò íåòðèâèàëüíûå íåïî-
äâèæíûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, g(y) òàêæå èìååò íåòðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ

òî÷êó (ýòî ìîæíî ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2 è 3 íåîáõîäèìî ñäåëàòü â (14) çàìåíó

y = µu è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè (15). Ïóñòü φ(µ) = u|t=1, òîãäà

g(y) = m2y min
{

φ(y), φB(y)MeD
}

.

Ïîñêîëüêó B < 1, à φ(y) ìîíîòîííî óáûâàåò è φ(y) → 0 ïðè y → ∞, òî ïðè

eDM < 1 φ(y) > φB(y)MeD
òîëüêî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå y ∈ (0, y∗). Îòñþäà

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3 (áåç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (21)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 (òàêæå áåç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (21))

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äîêàçàíî â óòâåðæäåíèè 2. Ïîñêîëüêó ïîêàçà-

íî, ÷òî äëÿ g(y) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà −1 < g′(ȳ) < 1, òî äëÿ ëþáîãî ȳ,

òàêîãî, ÷òî φ(ȳ) = 1
m2
, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

ȳφ′(ȳ) + φ(ȳ) > −
1

m2

. (39)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ȳ, òàêîãî, ÷òî

φ(ȳ) =

(

1

m2MeD

)
1
B

,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(

m2yφB(y)MeD
)

′

> −1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäó-
åò èç B < 1 è φ′(y) < 0:

(

m2yφB(y)MeD
)

′

= m2MeDφB−1(y) (φ(y) + yBφ′(y)) >

> m2MeDφB−1(y) (φ(y) + yφ′(y)) > −1,

îòêóäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 2.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
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Òåîðåìà 1.

1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé m1 > eα1 ,m2 > eα2
çàäà÷à (10), (11) èìååò

åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ȳ.

2. Åñëè 1 ≤ 1
B

≤ 2, òî ȳ � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Íèêàêèõ öèêëîâ â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.

3. Åñëè

1
B

> 2, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè

M) ȳ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïðè óñëîâèè

1
B

> 2
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ï. Äèàìîíäà [17℄:

Òåîðåìà (Äèàìîíä). Ïóñòü I � ìíîæåñòâî â RN
è f : I → RN

� íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå êîìïàêòíîå

ìíîæåñòâî X ⊂ I, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à) X ∪ f (X) ⊂ f 2 (X) ⊂ I,

á) X ∩ f (X) = 0.
Òîãäà

I. Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, ... â I ñóùåñòâóåò k � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

II.Ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî S ⊂ I, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïåðèî-

äè÷åñêèõ òî÷åê è äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) f(S) ⊂ S,

2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p ∈ S è q ∈ S

lim
k→∞

sup
∣

∣fk(p) − fk(q)
∣

∣ > 0,

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ S è ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè q ∈ I

lim
k→∞

sup
∣

∣fk(p) − fk(q)
∣

∣ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à) è á) òåîðåìû Äèàìîíäà â ñèñòåìå

âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ y = ep
â ñèñòåìå (12),

(13) ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ðåêóðñèâíàÿ çàâèñèìîñòü

pk+1 = F (pk) + A, (40)

ãäå A � ïàðàìåòð, óâåëè÷åíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ ïàðàìåòðà

m2 â (12), (13). Äëÿ �óíêöèè F (p) ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè p îò −∞ äî

∞ ïðîèçâîäíàÿ F ′(p) ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1 − 1
B
. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà

�óíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà.

Ïóñòü ìàêñèìóì �óíêöèè F (p) äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå p1 è ïóñòü

ïàðàìåòð A äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà p1 ëåæàëà ëåâåå òî÷êè

ïîêîÿ îòîáðàæåíèÿ (40). Îáîçíà÷èì çà p0 òî÷êó, êîòîðàÿ ëåæèò ëåâåå òî÷êè p1

è êîòîðóþ îòîáðàæåíèå (40) ïåðåâîäèò â òî÷êó p1. Ïóñòü p0, p1, p2, p3 � òî÷êè

òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (40) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé p0.
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Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî lim
p→−∞

F ′(p) = 1, à lim
p→∞

F ′(p) < −1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîì ïàðàìåòðå A òî÷êà p3 áóäåò ëåæàòü ëåâåå òî÷êè p0. Çàìåòèì,

÷òî îòðåçîê [p0, p1 − ε1] îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê [p1, p2 − ε2], ïðè÷åì ýòè îòðåç-

êè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî îòðåçîê [p1, p2 − ε2] îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê [p2, p3 − ε3],
êîòîðûé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 ñîäåðæèò â ñåáå îáà ïðåäûäóùèõ îòðåçêà.

Óñëîâèÿ òåîðåìû Äèàìîíäà âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

1
B

> 2 ñ óâåëè-

÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 â çàäà÷å (10), (11) ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.

Òåîðåìà 2. Åñëè

1
B

> 2, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåííîì

çíà÷åíèè M) â çàäà÷å (10), (11) ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.

Îáîáùàÿ òåîðåìû 1 è 2 íà ñèñòåìó (1), (2), ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.

1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé m1 > eα1 ,m2 > eα2
ñèñòåìà (1), (2) èìååò

åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x̄, ȳ).
2. Åñëè

1
2
≤ 1

B
≤ 2, òî (x̄, ȳ) � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Íèêàêèõ öèêëîâ â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.

3. Åñëè

1
B

> 2 èëè

1
B

< 1
2
, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåí-

íîì ñîîòíîøåíèè

m1

m2
) òî÷êà (x̄, ȳ) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è ñ äàëüíåéøèì

óâåëè÷åíèåì â ñèñòåìå âîçíèêàþò áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñ ïîÿâëåíè-

åì õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ.

3. Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèç ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè ñ ïîëîâîé

ñòðóêòóðîé ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñìåðòíîñòü

îñîáåé â ïîïóëÿöèè ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ôåðõþëüñòà, à ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïî-

ñòîÿííà, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ

â ñèñòåìå âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî öèêëè÷åñêèå è

õàîòè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

ðàçëè÷èÿ â âîçäåéñòâèè ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ íà îñîáåé ðàçíûõ ïîëîâ

äîñòèãàþò îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè æå ïîäîáíûõ ðàçëè÷èé

íåò, òî â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.
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