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We study a 
ontrol dinami
 system in IR3
that is symmetri
 with respe
t to

Lie group G whi
h a
ts simple transitivelly and affinely in IR3
and linear with

respe
t to 
ontrol parameters. The purpose is dis
ription of all 
onvex 
ones

in whi
h lies the system traje
tory.
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Ïóñòü äàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
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








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ẋ = f(x, u),
x(0) = a,

x(T ) = b

x ∈ IRn, u ∈ U ⊂ IRr.

(1)

Â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè s, f ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî u, ò.å. s(x, u) = S(x) +
Au+ a, f(x, u) = F (x)+Bu+ b, è ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàí-

íèêîì (èëè âûïóêëûì êîìïàêòîì), òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé [1�3℄:

J [x(·)] =

∫

x(·)

ω → inf (2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

ẋ ∈ Kx(t), t ∈ [0, 1], (3)

x(0) = a, x(1) = b, (4)

ãäå ω � äè��åðåíöèàëüíàÿ 1-�îðìà íà n-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèX ≈ IRn
,

Kx âûïóêëûé êîíóñ â êàæäîé òî÷êå x ∈ X è ëåæàùèé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-

ñòâå TxX.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå u ∈ U â âèäå (1) ñâîäèòñÿ ê óïðàâëåíèþ â �îðìå

çàäàíèÿ ñåìåéñòâà âûïóêëûõ êîíóñîâ K = {Kx ⊂ TxX : x ∈ X}.
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1. Ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå

�ðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè X, åñëè êàæäîìó g ∈ G ñîîòâåòñòâóåò

äè��åîìîð�èçì α(g) : X → X òàêîé, ÷òî ïðîèçâåäåíèþ gh îòâå÷àåò êîìïî-

çèöèÿ α(g) ◦ α(h) äè��åîìîð�èçìîâ, à åäèíèöå e ∈ G � òîæäåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå idX : X → X. Èíà÷å ãîâîðÿ, äåéñòâèå G íà X � ýòî ãîìîìîð�èçì

α : G → Diff(X).

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (2)�(4) íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G

dα(g)x[Kx] = K[α(g)](x) (5)

è

α∗(g)[ω[α(g)](x)] = ωx. (6)

Çäåñü dα(g)x � äè��åðåíöèàë äè��åîìîð�èçìà α(g) â òî÷êå x ∈ X, à α∗(g)x :
T ∗

[α(g)](x)X → T ∗

xX ñîîòâåòñòâóþùèé êîäè��åðåíöèàë.

2. Óïîðÿäî÷åííîå ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå

Ïóñòü X è ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ P = {Px ⊂ X : x ∈ X} çàäàåò ïîðÿäîê â X,

ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) x ∈ Px;

2) åñëè y ∈ Px, òî Py ⊂ Px;

3) åñëè y 6= x, òî Py 6= Px.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî X = IRn
è ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò ïðîñòî

òðàíçèòèâíî íà X. Çà�èêñèðóåì òî÷êó a ∈ X. Òîãäà èìååì äè��åîìîð�èçì

ϕ : G ∼= IRn, (7)

ϕ(g) = [α(g)](a), ϕ(e) = [α(e)](a) = a.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G

(G-èíâàðèàíòíûé ïîðÿäîê), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîãî g ∈ G

α(g)[Px] = P[α(g)](x). (8)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè P G-èíâàðèàíòíûé ïîðÿäîê íà X, òî S =
ϕ−1(Pa) � ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû G.

Êàñàòåëüíûé îáúåêò ê S � ýòî ìíîæåñòâî âèäà L(S) = {ξ ∈ g : ξ =
lim

n→∞

nξn, exp ξn ∈ S}, ãäå g àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G.

Êîíòèíãåíöèÿ ìíîæåñòâà Px â òî÷êå x � ýòî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ, êàñà-

òåëüíûõ â òî÷êå x ê ãëàäêèì êðèâûì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè x è ëåæàùèì â

Px. Äëÿ êîíòèíãåíöèè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå: cont(P , x). Èçâåñòíî, ÷òî Kx =
cont(P , x) � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ, ëåæàùèé â TxX.

ßñíî,

dϕe[L(S)] = Ka è dϕg[d(lg)e[L(S)]] = dα(g)a[Ka] = Kx, (9)

x = α(g)(a),

ãäå lg : G → G ëåâûé ñäâèã íà g.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ïîäïîëóãðóïïà S ïîðîæäàåò G. Òîãäà L(S) = {ξ ∈
g : exp(IR+)ξ ⊂ S}, ò.å. exp[L(S)] ⊂ S.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñåìåéñòâî K(P) = {Kx : x ∈ X}, Kx = cont(P , x) â
êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3)�(4).

Îïðåäåëåíèå 2. Óïðàâëåíèå K(P) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè P çàäà-

åò ïîðÿäîê íà X.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G, òî

î÷åâèäíî, ÷òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó èç (9) âûòåêàåò (5).

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïîðÿäîê P , Pa 6= ∅, èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû G, òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3)�(4) íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ìíîæå-

ñòâà Pa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 2) â îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà, îïðåäåëåíèÿ

êîíòèíãåíöèè, �îðìóë (9) è ïðåäëîæåíèÿ 1.

3. Óïîðÿäî÷åííîå à��èííîå óïðàâëåíèå

Ïóñòü äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà X = IR3
ÿâëÿåòñÿ à��èííûì, ò.å. α : G →

Aff(R3). Ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå α ïîðîæäàåò ïîëíóþ ëåâî-

èíâàðèàíòíóþ à��èííóþ ñòðóêòóðó A íà ñàìîé ãðóïïå Ëè G. Äåéñòâèòåëüíî,

äè��åîìîð�èçì

φ : G ∼= IR3, ϕ(g) = [α(g)](0, 0, 0) = (x1, x2, x3) = x ∈ IR3,

φ(e) = a = (0, 0, 0)
(10)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäàíèÿ ãëîáàëüíîé à��èííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà

G, â êîòîðûõ ëåâûå ñäâèãè lh : G → G, lh(g) = hg èìååò âèä

[lh]
k(g) = [lh]

k(φ−1(x1, x2, x3)) =
3

∑

i=1

Lk
i x

i + Li (k = 1, 2, 3). (11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê P â IR3
ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì, ò.å. ñîñòîèò èç

çàìêíóòûõ âûïóêëûõ êîíóñîâ. Òîãäà ìîæíî îòîæäåñòâèòü Px = Kx.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòî òðàí-

çèòèâíîãî à��èííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G, òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

(3)�(4) íå âûõîäèò çà ïðåäåëû êîíóñà Ka.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïèñàòü âñå êîíóñû Ka â IR3
, çà êîòîðûå íå âûõîäèò K(P)-

óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ýâîëþöèîíèðóþùàÿ â IR3
. Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-

äà÷å êëàññè�èêàöèè è îïèñàíèÿ âñåõ G-èíâàðèàíòíûõ êîíè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ â
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ïðîñòðàíñòâå IR3
îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìûõ

1

îäíîñâÿçíûõ 3-ìåðíûõ ãðóïï Ëè,

äåéñòâóþùèõ à��èííî è ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà IR3
. Òàêîå îïèñàíèå ñîäåðæèò-

ñÿ â ðàáîòå [5℄, à êðàòêàÿ �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé

òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 1. Åñëè G3 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé �åéçåíáåðãà, òîãäà G3 äîïóñêàåò

ëåâîèíâàðèàíòíûé ýëëèïòè÷åñêèé êîíè÷åñêèé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî ïîëíîé

ëåâîèíâàðèàíòíîé à��èííîé ñòðóêòóðû A, ñîäåðæàùåé êàíîíè÷åñêèå êîîð-

äèíàòû 2-ãî ðîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, X = IR3
äîïóñêàåò G3-èíâàðèàíòíûé ýë-

ëèïòè÷åñêèé êîíè÷åñêèé ïîðÿäîê. Ïðè ýòîì à��èííîå ïðîñòî òðàíçèòèâíîå

äåéñòâèå α, ñîîòâåòñòâóþùåå à��èííîé ñòðóêòóðå A, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-

íûì

2

è ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ßìàãó÷è [6℄.

4. Óïîðÿäî÷åííîå îäíîðîäíîå à��èííîå óïðàâëåíèå

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óïîðÿäî÷åííîå à��èííîå óïðàâëåíèå áûëî íå òîëü-

êî ñèììåòðè÷íûì, íî è îäíîðîäíûì, ò.å. ëèáî âíóòðè (Int-îäíîðîäíîñòü), ëè-

áî íà ãðàíèöå, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèíû (∂-îäíîðîäíîñòü) êîíóñà Ka, ëèáî

âíå Ka ∪ K−

a (ext-îäíîðîäíîñòü) 3

äåéñòâîâàëà òðàíçèòèâíî à��èííàÿ ãðóïïà

Aut(P)a ⊂ Aff(IR3), ñîñòîÿùàÿ èç ïîðÿäêîâûõ àâòîìîð�èçìîâ

4

, òî íåîáõîäèìî

íàéòè îïèñàíèå âñåõ îäíîðîäíûõ à��èííûõ ïðè÷èííûõ ïîðÿäêîâ íà 3-ìåðíûõ

ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â ñòàòüå [8℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü Aγ � ïîëíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ à��èííàÿ ñòðóêòóðà íà ðàçðåøèìîé

ãðóïïå Ëè G3, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ñ.Ï.�àâðèëîâà [7℄. Ýòà

ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå

αγ â IR3
. Â ñòàòüå [7℄ Ñ.Ï.�àâðèëîâ îïèñûâàåò αγ(G3)-èíâàðèàíòíûå ëîðåíöåâû

ìåòðèêè â IR3
. Ïóñòü 〈·, ·〉 � òàêàÿ ìåòðèêà. Êîíóñ Px ⊂ IR3

íàçîâåì ïðè÷èííûì,

åñëè ëó÷ èç Px èñõîäèò â íàïðàâëåíèè ξ, ëåæàùåì â �èêñèðîâàííîé ïîëîâèíå

êàñàòåëüíîãî êîíóñà Kx = {ζ : 〈ζ, ζ〉x ≥ 0}. Ïîðÿäîê P â IR3
íàçûâàåòñÿ à�-

�èííî ïðè÷èííûì, åñëè îí ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ïðè÷èííûõ

êîíóñîâ {Px : x ∈ IR3}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P à��èííî ïðè÷èííûé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî à��èííîé

ñòðóêòóðû �àâðèëîâà Aγ. Òîãäà äëÿ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï

Ëè G3 òèïà I, VI0, VII0 êëàññà I (ñì. [7℄) ïîðÿäîê P ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî

Int−, ∂− è ext−îäíîðîäíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëîðåíöåâû ìåòðèêè ïëîñ-

êèå. Äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ ãðóïï Ëè ïîðÿäîê P íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì íè â

îäíîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî â ñòàòüå [8℄.

1

�àçðåøèìîñòü åñòü ñëåäñòâèå äè��åîìîð�íîñòè (7).

2

Ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå α íà IR3
è ñîîòâåòñòâóþùàÿ à��èííàÿ ñòðóê-

òóðà íà G3 íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè, åñëè α(g) � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äëÿ ëþáîãî g ∈ T ,

ãäå T � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G3.
3

Çäåñü K−

a � êîíóñ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé Ka îòíîñèòåëüíî òî÷êè a.
4

À��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå A : IR3 → IR3
ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì àâòîìîð�èçìîì, åñëè

A(Px) = PA(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ IR3
.
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