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In the paper we 
onsider heuristi
 algorithm for solving graph isomorphism

problem. The algorithm based on a su

essive splitting of the eigenvalues of

the matri
es whi
h are modifi
ations (to positive defined) of graphs' adja
en
y

matri
es. Modifi
ation of the algorithm allows to find a solution for Frobenius

problem. Formulation of the Frobenius problem is following one. Given a pair

of two matri
es with the same number of rows and 
olumns. We must find

out whether one of the matrix 
an be a
quired from another by permutation

of it's rows and strings or not. Solution of Frobenius problem 
an give to us

effi
ient way for de
rypting of double permutation 
yphers problem for high

dimension matri
es.

1. Èçîìîð�èçì ãðà�îâ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ

èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàñùåïëåíèè ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë, âèäîèçìåíåííûõ (äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ) ìàòðèö ñìåæíî-

ñòè, è ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ îáðàòíûå ìàòðèöû.

Ñðàâíåíèå íîðì ñòîëáöîâ îáðàòíûõ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøàþùóþ ïå-

ðåñòàíîâêó.

Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ ïðèíàäëåæèò ê çàäà÷àì, îòíîñè-

òåëüíî êîòîðûõ íåò ÿñíîñòè: ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè

èëè íåò [1℄. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�íîñòè

ãðà�à ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðà�îâ, â

÷àñòíîñòè äëÿ ïëàíàðíûõ, ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñòðîåíû

ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è [2℄, [3℄, [4℄. Ïðåäëàãàåìûé

íàìè àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì äëÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íî-

ñòè ãðà�îâ.

Â çàäà÷å äàíû äâà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àGA = 〈VA, EA〉 èGB = 〈VB, EB〉,
ãäå VA, VB � ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�îâ, EA, EB � ìíîæåñòâà ðåáåð. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî |VA| = |VB|, |EA| = |EB|. Çàäà÷à èçîìîð�èçìà ãðà�îâ �îðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : VA → VB,

òàêîå, ÷òî åñëè (i, j) ∈ EA, òî (ϕ(i), ϕ(j)) ∈ EB?

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�íîñòè

ãðà�îâ ðàáîòàåò ñ âèäîèçìåíåííûìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ãðà�îâ.
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Ïóñòü A0 � ìàòðèöà ñìåæíîñòè GA, òî åñòü A0 = (a0
ij), ãäå

a0

ij =

{
1, åñëè(i, j) ∈ EA,

0, èíà÷å.

B0 � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à GB.

Ïî ìàòðèöå A0 ñòðîèì ìàòðèöó DA0
:
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DA0
� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

di =
n∑

j=1

a0

ij + 1.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìàòðèöà DB0
ïî ìàòðèöå ñìåæíîñòè ãðà�à GB.

�àññìàòðèâàåìûå äàëåå ìàòðèöû

A = A0 + DA0
, B = B0 + DB0

(1)

� ìàòðèöû, ñ êîòîðûìè áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì, ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè.

Åñëè ãðà�û GA = 〈VA, EA〉 è GB = 〈VB, EB〉 èçîìîð�íû, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ìàòðèöû îïèñàííîãî òèïà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îäíà èç äðóãîé ïåðå-

ñòàíîâêîé ñòðîê ñ îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ñ òåìè æå íîìåðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè äâóõ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ñ�îð-

ìóëèðîâàíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Ôðîáåíèóñà: ìîæåò ëè áûòü ïîëó÷åíà

ìàòðèöà B èç ìàòðèöû A ïîñëåäîâàòåëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ñ îäíîâðåìåí-

íîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ?

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ñ íîìåðàìè i è j ýêâèâàëåíò-
íà åå óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè Pij. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû

ýêâèâàëåíòíà åå óìíîæåíèþ ñïðàâà íà òó æå ìàòðèöó. Ïðè óìíîæåíèè âåêòî-

ðà íà ìàòðèöó Pij êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíò

âåêòîðà ñ íîìåðàìè i è j.
�àññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

Ax = ej, By = ek, (2)

ãäå âåêòîðû ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) � áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå Rn
,

ìàòðèöû A è B � îïèñàííîãî âûøå âèäà. Îáå ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò ðåøå-

íèå, è ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê A è B � ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîá-

ëàäàíèåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ îïðåäåëèòåëè íå ðàâíû íóëþ. Ïóñòü äàëåå xj
�

ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = ej, y
k
� ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé By = ek.
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Îòìåòèì, ÷òî, ðåøèâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ïîëó÷èì îáðàòíûå ìàòðèöû

äëÿ A è B. Òàê, äëÿ i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà xj
âåðíî: xj

i = (−1)i+jAij/ det(A),
ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A. Òî åñòü âåêòîðû
ðåøåíèé xj, j = 1, . . . , n ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè îáðàòíîé ê A ìàòðèöû.

Åñëè B = PjkAPjk, òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (2) äîëæíû âûïîë-

íÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

xi = yi, i 6= j, i 6= k;

xj = yk, xk = yj.

Äåéñòâèòåëüíî: (Ax = ej) ∼ (PjkAx = Pjkej) ∼ (PjkAxPjk = PjkejPjk) ∼
(PjkAPjkx = ej) ∼ (PjkAPjkxPjk = ejPjk) ∼ (BxPjk = ek). Òî åñòü xPjk = y.

Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ìíîãîêðàòíîé îäíîâðåìåííîé ïå-

ðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî:

B = Pjlkl
. . . Pj1k1

APj1k1
. . . Pjlkl

,

è, ñîîòâåòñòâåííî, xPj1k1
. . . Pjlkl

= y.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû áóäåì ìåíÿòü âåêòîð ek â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2)

ïðè �èêñèðîâàííîì j, òî åñòü èíäåêñ k áóäåò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ 1, . . . , n, òî
âåêòîðû xj

è yk
� ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñèñòåì (2)

áóäóò ñîâïàäàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè ñòðîêå j ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà k ìàòðèöû B. Òî åñòü ýëåìåíòû
ñòðîêè k ìàòðèöû B åñòü ïåðåñòàâëåííûå ýëåìåíòû ñòðîêè i ìàòðèöû A. Òî æå
âåðíî è äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèö.

Ïðè íàõîæäåíèè â ìàòðèöå B ñòðîêè è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêå

è ñòîëáöó ñ íîìåðîì i ìàòðèöû A, íà êàæäîé i-é èòåðàöèè àëãîðèòìà áóäåì

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäèòü âîçìóùåíèÿ åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Àëãî-

ðèòì ðàáîòàåò ñ ñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê

äèàãîíàëüíîé �îðìå ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òî åñòü

Ã = UAAUT
A ,

B̃ = UBBUT
A ,

ãäå Ã, B̃ � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëè,

à UA, UB � ìàòðèöû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

Ã, B̃ � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A è B.
Ñïåêòðû ìàòðèö ñìåæíîñòè èçîìîð�íûõ ãðà�îâ ñîâïàäàþò [5℄. Òî æå ìîæ-

íî ñêàçàòü è î ñïåêòðàõ ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, òàê êàê îïèñàí-

íàÿ âûøå ïðîöåäóðà çàìåíû íóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñìåæ-

íîñòè ïðèâîäèò ëèøü ê ñäâèãó ñïåêòðà ìàòðèöû. Ïðè÷åì, åñëè ìàòðèöû ñîîò-

âåòñòâóþò èçîìîð�íûì ãðà�àì, òî ñïåêòðû ìàòðèö áóäóò ñîâïàäàòü è ïîñëå

ñäâèãà.

Î÷åâèäíî, åñëè ñïåêòð êàæäîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü ñðåäè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íåò êðàòíûõ, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�-

íîñòè ãðà�îâ ðàçðåøèìà îäíîçíà÷íî ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ìàòðèö Ã, B̃, UA

è UB.
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Îñíîâíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè ãðà�îâ, ñïåêòðû êîòîðûõ

ñîäåðæàò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âîçìóùàÿ ìàòðèöû â õîäå èòåðàöèé

àëãîðèòìà, ìû áóäåì ïîëó÷àòü âîçìóùåíèå ñïåêòðà ìàòðèö, ïðè êîòîðîì ïðî-

èñõîäèò ðàñùåïëåíèå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèö.

Â èòîãå, åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö A è B åñòü êðàòíûå, òî â

õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà îíè áóäóò ðàñùåïëåíû, è áóäåò âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïå-

ðåñòàíîâêè, çàäàþùåé èñêîìîå îòîáðàæåíèå ϕ, óñòàíàâëèâàþùåå èçîìîð�èçì
ãðà�îâ GA = 〈VA, EA〉 è GB = 〈VB, EB〉. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,

÷òî ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà ìàòðèö, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ äðóã äðóãó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö, ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî ðàíüøå

çàêëþ÷èòåëüíîé èòåðàöèè.

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì ðàáîòàòü íå ñ èñõîä-

íûìè, íî 
 óæå âîçìóùåííûìè â õîäå ïðåäûäóùèõ èòåðàöèé àëãîðèòìà ìàò-

ðèöàìè. Òàê, ïîëó÷èâ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðîêîé j ìàòðèöû Aj
è ñòðîêîé k

ìàòðèöû Bj
íà èòåðàöèè j, à òàêæå ñòîëáöàìè ñ òåìè æå íîìåðàìè, ðàññìàò-

ðèâàåì äàëåå âîçìóùåííûå ìàòðèöû Aj+1
è Bj+1

:

Aj+1 = Aj + εCj, Bj+1 = Bj + εCk.

Âîçìóùåíèÿ ïðîèçâîäèì ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Ck
ñ äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè

ci =

{
1, åñëè i = j = k,

0, èíà÷å.

Â ðåçóëüòàòå, åñëè ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïîñëåäî-

âàòåëüíûìè îäíîâðåìåííûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî ïîêà j ïðî-
áåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n, áóäåò ïîëó÷åíà, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíà èç âîçìîæíûõ
ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A:

(
1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)
,

ãäå kj � íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû B, ïîëó÷åííûé íà j-é èòåðàöèè ðàáîòû àëãî-

ðèòìà.

Ïåðåñòàíîâêà çàäàåò òàêóþ ïåðåíóìåðàöèþ âåðøèí ãðà�à GA, òî åñòü îòîá-

ðàæåíèå ϕ : VA → VB, ïðè êîòîðîé ìàòðèöû A è B, ïðåäñòàâëÿþùèå ãðà�û,
ñîâïàëè áû, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ.

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ

Øàã 0. A0 := A, j := 1.
Øàã 1. Åñëè j < n, òî Aj := Aj−1 + εCj

, èíà÷å ðàáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü.

Øàã 2. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = ej. xj
� ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.

Øàã 3. k := 1. Åñëè k < n, òî � Øàã 3.1, èíà÷å ïåðåéòè íà Øàã 4.

Øàã 3.1. Bk := Bk−1 + εCk
.

Øàã 3.2. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Bky = ek. yk
� ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.
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Øàã 3.3. k := k + 1. Ïåðåéòè íà Øàã 3.

Øàã 4. Ñðàâíåíèå íîðì xj
è yk

, k = 1, . . . , n.
Åñëè ∀k ||xj|| 6= ||yk||, òî ãðà�û GA è GB íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìà

çàâåðøèòü.

Åñëè ∃k : ||xj|| = ||yk|| è xj
j = yk

k , òî âåðøèíå j ãðà�à GA ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

âåðøèíó k ãðà�à GB. Èíà÷å ãðà�û GA è GB íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìà

çàâåðøèòü.

Øàã 5. j := j + 1. Ïåðåéòè íà Øàã 1.

Òðóäîåìêîñòü ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû àëãîðèòìà ðàâíà O(n4), ãäå n � ÷èñëî

ñòðîê â êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ A è B, ïîäàþùèõñÿ íà âõîä àëãîðèòìà. Ñëåäó-

åò îòìåòèòü, ÷òî ñ äîáàâëåíèåì ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ñïåêòðà ìàòðèö A è B
íà ðàñùåïëåííîñòü ñõåìà àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðîâàíà äî ñõåìû ñ

òðóäîåìêîñòüþ O(n3.5).

2. �åøåíèå çàäà÷è Ôðîáåíèóñà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîëíîãî ðàíãà

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè íåîðèåíòèðî-

âàííûõ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí áåç êàêèõ-ëèáî ìîäè�èêàöèé äëÿ ïðî-

âåðêè èçîìîð�íîñòè âçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. Ñõåìà àëãîðèòìà

îñòàåòñÿ â òî÷íîñòè òîé æå, ìîäè�èöèðóþòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâëÿþùèå ãðà�û

ìàòðèöû, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì.

Â çàäà÷å äàíû äâà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àGA = 〈VA, EA〉 èGB = 〈VB, EB〉,
ãäå VA, VB � ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�îâ, EA, EB � ìíîæåñòâà ðåáåð. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî |VA| = |VB|, |EA| = |EB|. Íà ìíîæåñòâàõ ðåáåð ãðà�îâ GA è GB

îïðåäåëåíû �óíêöèè HA : EA → R è HB : EB → R, çàäàþùèå âåñà ðåáåð. Çàäà-
÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�èçìà âçâåøåííûõ ãðà�îâ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : VA → VB, òàêîå, ÷òî åñëè

(i, j) ∈ EA, òî (ϕ(i), ϕ(j)) ∈ EB è HA(i, j) = HB(ϕ(i), ϕ(j))?

Ìàòðèöû ñìåæíîñòè âçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ òàêæå ïðåîá-

ðàçóþòñÿ äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäà-

íèåì, íî ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ÷èñëà îáó-

ñëîâëåííîñòè ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, áûëè îãðàíè÷åíû.

Ïóñòü A0 = (a0
ij) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè âçâåøåííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-

�à GA. DA0
� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè di:

di = d +
n∑

j=1

a0

ij,

ãäå d = max
1≤i≤n

n∑
j=1

a0
ij. Òàêèì æå îáðàçîì ñòðîèòñÿ ìàòðèöà DB0

äëÿ âçâåøåííîãî

íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à GB ïî åãî ìàòðèöå ñìåæíîñòè B0.
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Äëÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè µ(A) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ îöåíêà [6℄:

µ(A) ≤
η(A)

χ(A)
,

ãäå η(A) = max
1≤i≤n

(aii +
∑
j 6=i

|aij|), χ(A) = min
1≤i≤n

(aii −
∑
j 6=i

|aij|).

Ïðè íàøåì âûáîðå d

η(A) = max
1≤i≤n

(aii +
n∑

j=1

|a0
ij|) = ai1i1 +

n∑
j=1

|a0
i1j| = di1 +

n∑
j=1

|a0
i1j| = d + 2

n∑
j=1

|a0
i1j| =

= 3
n∑

j=1

|a0
i1j|,

χ(A) = min
1≤i≤n

(aii −
n∑

j=1

|a0
ij|) = ai2i2 −

n∑
j=1

|a0
i2j| = di2 −

n∑
j=1

|a0
i2j| =

n∑
j=1

|a0
i2j| + d−

−
n∑

j=1

|a0
i2j| =

n∑
j=1

|a0
i2j| +

n∑
j=1

|a0
i1j| −

n∑
j=1

|a0
i2j| =

n∑
j=1

|a0
i1j|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(A) =
η(A)

χ(A)
≤

3
n∑

j=1

|a0
i1j|

n∑
j=1

|a0
i1j|

= 3.

Â çàäà÷å Ôðîáåíèóñà äàíû äâå ìàòðèöû FA è FB ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê

è ñòîëáöîâ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ìîæåò ëè îäíà èç ìàòðèö áûòü ïîëó÷åíà èç

äðóãîé ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè åå ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû FA è FB � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà

ñ ÷èñëîì ñòðîê, ðàâíûì n. Ìàòðèöà A0 âèäà

(
0 FA

F T
A 0

)

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòðèöà ñìåæíîñòè íåêîòîðîãî âçâåøåííîãî íåîðè-

åíòèðîâàííîãî ãðà�à. Ïîñòðîèâ äëÿ ìàòðèöû A0 ìàòðèöó DA0
îïèñàííîãî âûøå

âèäà, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé ìàòðèöå FA ìàòðèöó A:

A = A0 + DA0
.

Òî åñòü

A =

(
D1

A0
FA

F T
A D2

A0

)

è

DA0
=

(
D1

A0
0

0 D2
A0

)
,

ãäå

D1

A0
=




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . dn


 , D2

A0
=




dn+1 0 . . . 0
0 dn+2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . d2n


 .
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Èòàê, A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëü-

íûì ïðåîáëàäàíèåì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó äâóäîëüíîìó âçâåøåííîìó

íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðà�ó. Ìàòðèöà FB � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ òåì æå ÷èñ-

ëîì ñòðîê, ÷òî è ìàòðèöà FA. Àíàëîãè÷íî ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå FB

ìàòðèöó B. Ïðèìåíÿÿ ê ìàòðèöàì A è B îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì, �îðìè-

ðóåì ðåøàþùóþ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B.
Ïî ïåðåñòàíîâêàì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B �îðìèðóåì ïåðåñòàíîâêè

ñòðîê è ñòîëáöîâ èñõîäíûõ ìàòðèö FA è FB ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü àëãî-

ðèòìîì ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâèå ñòðîêè è ñòîëáöà íîìåð i ìàòðèöû A ñòîëáöó

è ñòðîêå íîìåð j ìàòðèöû B. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, òî
ïåðåñòàíîâêà ïàðû ñòðîê {i, j} è ñòîëáöîâ {i, j} ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-

ñòàíîâêå ñòðîê i è j èñõîäíîé ìàòðèöû FA. Åñëè n+1 ≤ i ≤ 2n, n+1 ≤ j ≤ 2n,
òî ïåðåñòàíîâêà ïàðû ñòðîê {i, j} è ñòîëáöîâ {i, j} ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ i è j èñõîäíîé ìàòðèöû FA. Òàê êàê ìàòðèöû A è B, ñ
êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, èìåþò âèä:




∗ 0 . . . 0 ∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . 0 ∗ ∗ . . . ∗
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ ∗ 0 . . . 0
∗ ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . 0
.

.

.

.

.

. ∗
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ . . . ∗ 0 0 . . . ∗




,

ãäå ∗ îáîçíà÷åíû ïîçèöèè, äîïóñòèìûå äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ñèòóàöèÿ,

êîãäà àëãîðèòì ïîñòàâèë áû â ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó ïàðó ñòðîê è ñòîëáöîâ

ìàòðèö A è B ñ íîìåðàìè {i, j} è 1 ≤ i ≤ n, n+1 ≤ j ≤ 2n íåâîçìîæíà, òàê êàê

ïîñëå òàêîé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, åñëè èñõîäíûå ìàòðèöû FA è FB íå

ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, â ëåâîé âåðõíåé ÷àñòè ìàòðèöû A (â ìàòðèöå D1
A0

)
è ïðàâîé íèæíåé ÷àñòè (â ìàòðèöå D2

A0
) ïîÿâèëèñü áû êðîìå äèàãîíàëüíûõ äî-

ïîëíèòåëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèö

A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíèå òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà

íåâîçìîæíî.

3. Äåøè�ðîâàíèå øè�ðà äâîéíîé ïåðåñòàíîâêè

ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ

Ïóñòü èñõîäíûé òåêñò ïðåäñòàâëåí íåêîòîðîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ñèìâîëîâ.

Ôîðìèðóåì ìàòðèöó øè�ðà, ãäå êàæäîìó ñèìâîëó òåêñòà ïîñòàâëåí â ñîîòâåò-

ñòâèå åãî íåêîòîðûé ÷èñëîâîé êîä. Âòîðàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå

íåêîòîðûé êîäèðîâàííûé òàêèì æå îáðàçîì òåêñò. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ÿâ-

ëÿåòñÿ ëè òåêñò, ïðåäñòàâëåííûé âòîðîé ìàòðèöåé, øè�ðîì äâîéíîé ïåðåñòà-

íîâêè òåêñòà, ïðåäñòàâëåííîãî ïåðâîé ìàòðèöåé. Òî åñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,

7



ÿâëÿåòñÿ ëè îí òåêñòîì, ïîëó÷åííûì èç ïåðâîé òåêñòîâîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè

ïåðåñòàíîâîê åå ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà

êàê çàäà÷à Ôðîáåíèóñà äëÿ ïàð ÷èñëîâûõ ìàòðèö, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åå ðå-

øåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè

èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ.

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè íåîðèåíòèðîâàííûõ íåâçâåøåííûõ è âçâå-

øåííûõ ãðà�îâ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî 60-òè èòå-
ðàöèé ìåòîäà Çåéäåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïðè òîì, ÷òî ðàñ-

ùåïëåíèå ñïåêòðà ïðîèñõîäèò çà ÷èñëî èòåðàöèé, íå ïðåâûøàþùåå ÷èñëà ãðóïï

êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö A è B, ïîäàâàåìûõ íà âõîä àëãîðèòìà.

Äëÿ çàäà÷ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ ñ ÷èñëîì âåðøèí äî 2500. Äëÿ
çàäà÷ äåøè�ðîâàíèÿ øè�ðà äâîéíîé ïåðåñòàíîâêè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå

ýêñïåðèìåíòû ñ òåêñòàìè ñ ÷èñëîì ñèìâîëîâ äî 5000.
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