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In this arti
le, we 
onsider the Fåjår's methods of solving the intrinsi
 (having

a solution) and non-intrinsi
 (having no solution) linear optimization problems

of 1-st, 2-nd and 3-rd types. The method is based on the redu
tion of mentioned

problems to 
onsistent and in
onsistent systems of linear inequalities. For

these systems, we 
onstru
t the various variants of Fejerian pro
esses whi
h

are 
onverging to a solution or quasi-solution of the linear inequalities system.

We dis
uss some aspe
ts 
on
erned to 
onstru
ting of the iterative Fejerian

mappings and the iterative sequen
es generated by them.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ÿâëÿ-

åòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä. Îí ïîêàçàë ñâîþ ý��åêòèâíîñòü äëÿ çàäà÷ ËÏ ñðåäíåé

ðàçìåðíîñòè (íåñêîëüêî ñîòåí è äàæå òûñÿ÷ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé), ðåøàå-

ìûõ íà k-ïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ ïðè íåáîëüøèõ k, íàïðèìåð
ïðè k ≤ 10, è äîñòàòî÷íî ìîùíûõ ïðîöåññîðàõ. Ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ

çàäà÷ ËÏ (äåñÿòêè è áîëåå òûñÿ÷ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé) âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü èõ ðåøåíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ìàøèíàõ (ïðè çíà÷åíèÿõ äëÿ k �
ñîòíè è òûñÿ÷è ïðîöåññîðîâ) íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Îäíàêî

îïûò ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò (ýòî ïîäêðåïëÿåòñÿ è òåîðåòè÷åñêèì

àíàëèçîì [2℄), ÷òî ý��åêòèâíîñòü êîíå÷íûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè ñèìïëåêñ-

ìåòîäà, ïàäàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà çàäåéñòâîâàííûõ ïðîöåññîðîâ â ñèëó íàðàñòàíèÿ

÷èñëà îáìåííûõ îïåðàöèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîðîæäàåò îãðàíè÷åíèÿ íà èñ-

ïîëüçîâàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ. Îïðåäåëåííûé

îïòèìèçì ìîæíî ñâÿçûâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, äàþùèõ

ðåøåíèå êàê ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãåíåðèðóåìîé òåì èëè

èíûì èòåðàöèîííûì îïåðàòîðîì. Èçâåñòåí øèðîêèé êëàññ ðåëàêñàöèîííûõ ìå-

òîäîâ �åéåðîâñêîãî òèïà [1, 3℄, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè êàíäèäàòàìè äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ â óêàçàííûõ öåëÿõ. Ôåéåðîâñêèå ìåòîäû îòëè÷àþòñÿ ïðîñòîòîé

èòåðàöèè, çàäàâàåìîé �îðìóëüíî, óäîáíû äëÿ ìàññîâîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
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âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, äàþò âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñ÷åòà ïðè ýâîëþöè-

îííîì ñîñòîÿíèè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, ò.å. åå èí�îðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé. Íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë íà ýòîò ñ÷åò èìååòñÿ â [4℄.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ �åéåðîâñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ ñ

àêöåíòîì íà íåñîáñòâåííûå çàäà÷è, ïðèìåíèòåëüíî ê êîòîðûì ìåòîä ïðåâðà-

ùàåòñÿ â àïïðîêñèìàöèîííî-îïòèìèçàöèîííûé.

Â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

R

n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;

R

n
+ := {x ∈ R

n |xT = [x1, . . . , xn ] ≥ 0};
α+ = max {α, 0}, α ∈ R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

x+ = [x+
1 , . . . , x

+
n ]T � ïîëîæèòåëüíàÿ ñðåçêà âåêòîðà x;

Arg. . . � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî âûïèñàííîé âñëåä Arg îïòèìèçàöèîííîé

çàäà÷è èëè åå íîìåðà; åñëè ". . ." � ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, òî Arg. . . � ìíîæåñòâî

åå ðåøåíèé;

arg. . . � êîíêðåòíûé ýëåìåíò èç Arg. . .;
opt. . . � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è;

|x| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x ∈ R

n
;

F
M
� êëàññ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé;

F̄
M
� êëàññ íåïðåðûâíûõ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé;

rankA � ðàíã ìàòðèöû A;
{ϕk(x0)}k � ïðîöåññ (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), ïîðîæäàåìûé îòîáðàæåíèåì

ϕ(x) ∈ {R

n → R

n} ñîãëàñíî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ: xk+1 = ϕ(xk), x0 �

íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïðîöåññà.

2. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î �åéåðîâñêèõ è ñëàáî �åéåðîâñêèõ

îòîáðàæåíèÿõ ( [1℄, ãë. II)

Ïóñòü ϕ ∈ {Rn → R

n}, M ⊂ R. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ M -�åéåðîâñêèì,

åñëè

ϕ(y) = y, |ϕ(x) − y| < |x− y|, ∀ y ∈M, ∀x 6∈M.

Êëàññ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç F
M
. Îòîáðàæåíèå ϕ(·) ∈

{Rn → R

n} íàçûâàåòñÿ ñëàáî M-�åéåðîâñêèì, åñëè â âûøå ïðèâåäåííîì îïðå-

äåëåíèè íåðàâåíñòâî "<" çàìåíèòü íà "≤". Íåêîòîðûå ñâîéñòâà �åéåðîâñêèõ

îòîáðàæåíèé:

1. Åñëè ϕ(·) ∈ F
M
è îïåðàòîð ϕ(x) íåïðåðûâåí, ò.å. ϕ(·) ∈ F̄

M
, òî

{ϕk(x0) =: xk}k → x̄ ∈M (1)

ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì x0 ∈ R

n
.

2. Åñëè ϕj(·) ∈ F
Mj
, j = 1, . . . ,m è M0 =

m⋂

j=1

Mj 6= ∅, òî

ϕ(x) :=
m∑

j=1

αjϕj(x) ∈ F
M0
, αj > 0,

m∑

j=1

αj = 1. (2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∀ j: Mj = M , òî ϕ(x) ∈ F
M
.

3. Åñëè ϕj(·) ∈ F
Mj
, j = 1, . . . ,m, òî

ϕj1ϕj2 · · ·ϕjm(x) ∈ F
M0
, M0 =

m⋂

j=1

Mj 6= ∅; (3)

(j1, . . . , jm) � ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ {1, . . . ,m}.
4. Åñëè F

M
6= ∅, òî M àâòîìàòè÷åñêè âûïóêëî è çàìêíóòî.

5. Åñëè ϕ(·) � ñëàáî �åéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíîñòè

M 6= ∅, òî ϕα(x) := αx + (1 − α)ϕ(x) ∈ F
M
, α ∈ (0, 1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè îòîá-

ðàæåíèå ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì, ò.å. |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ |x− y|, ∀x, y ∈ R

n
,

è M � ìíîæåñòâî åãî òî÷åê íåïîäâèæíîñòè, òî αx+ (1− α)ϕ(x) ∈ F̄
M
. Ïðèìå-

ðîì íåðàñøèðÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ⊂ R

n
.

Ïðèìåðû M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé:

10
. Ïóñòü M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç R

n
è Pr

M
(x) � îïåðàòîð

ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íàM . Òîãäà ϕ(x) := Pr
M

(x) ∈ F̄
M
. Êàê óæå áûëî

îòìå÷åíî, ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì.

20
. Ïóñòü H = {x | l(x) := (a, x) − α = 0}, a 6= 0 è ϕ(x) = x− λ

l+(x)

‖a‖2
· a,

λ ∈ (0, 2). Òîãäà ϕ(·) ∈ F̄
H
. Îïåðàòîð ϕ(x) ðåàëèçóåò ïðîåêòèðîâàíèå íà H ñ

ðåëàêñàöèåé λ.
30
. Ïóñòü P = {x ≥ 0 | l(x) := (a, x) − α ≤ 0}, òîãäà ϕ(x) :=[

x− λ
l+(x)

‖a‖2
a

]+

∈ F̄
P
.

40
. Ïóñòü M = {x | l(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j = 1, . . . ,m}, ∀ j : aj 6= 0;

ϕ(x) = x− (λ / δ)
m∑

j=1

l+j (x)aj, δ :=
m∑

j=1

‖aj‖
2
, λ ∈ (0, 2). Òîãäà:

åñëè M 6= ∅, òî ϕ(·) ∈ F̄
M
;

åñëè M = ∅, òî ϕ(·) ∈ F
M̃
, M̃ = {x | ▽ d(x) = 0}, ãäå d(x) =

m∑

j=1

l+
2

j (x).

50
. Ïóñòü H := {x |Ax = b} è ñòðî÷êè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òîãäà

ϕ(x) := Pr
H
(x) = x− AT (AAT )−1(b− Ax) (4)

è ϕ(·) ∈ F̄
H
. Ôîðìóëà (4) õîðîøî èçâåñòíà èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

3. Áàçîâûé �åéåðîâñêèé ïðîöåññ

Åñëè M � ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, òî

îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû �îðìàëüíî ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü îòîáðàæåíèÿ

ϕ(·) ∈ F
M
, íî ñõîäèìîñòü ïðîöåññà {ϕk(x0)}k ãàðàíòèðóåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè

M 6= ∅. Ìû õîòèì âûäåëèòü èç âñåõ ñïîñîáîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ ϕ(·) áàçîâûé
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ñïîñîá, íàöåëåííûé íà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ åãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿ-

ùèõñÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ñèòóàöèè íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, ò.å. êîãäà

M = ∅. Ïðåäåë æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäåííîé áàçîâûì îòîáðàæåíèåì,

äîëæåí äàâàòü êâàçèðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Ýòîò æå ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðè-

ñïîñîáëåí ê íàõîæäåíèþ êâàçèðåøåíèé íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ (ïîñðåäñòâîì

ñâåäåíèÿ çàäà÷è ËÏ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ).

Áóäåì èñõîäèòü èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé, à òàêæå îä-

íîãî âêëþ÷åíèÿ:

lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j ∈ J≤;

li(x) := (ai, x) − bi = 0, i ∈ J=;

x ∈M0.





(5)

Ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàê ñîâìåñòíîé, òàê è íåñîâìåñòíîé. Ìíîæåñòâî M0 ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì. Ïîëîæèì

ϕ(x) = x− (λ / δ)


∑

j∈J≤

Rjl
+
j (x)aj +

∑

i∈J=

Rili(x)ai


 , (6)

λ ∈ (0, 2), lk(x) = (ak, x) − bk, k ∈ J := J≤ ∪ J=, δ =
∑

k∈J

Rk|ak|
2
, {Rk > 0}k∈J

� ïàðàìåòðû. Ïóñòü

ψ(x) := Pr
M0
ϕ(x), ψα(x) := (1 − α)ψ(x) + αx, (7)

α ∈ (0, 1). Ïîä áàçîâîé êîíñòðóêöèåé �åéåðîâñêîãî îïåðàòîðà è áàçîâûì �åéå-

ðîâñêèì ïðîöåññîì áóäåì ïîíèìàòü ψα(x) è

{ψk
α(x0)}k, (8)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâñþäó íèæå x0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïðîöåññà.

Ïðîöåññ (8), ïîðîæäàåìûé îïåðàòîðîì ψα(x) ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì

x0 ∈ R

n
, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̄, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5) â

ñëó÷àå åå ñîâìåñòíîñòè; â ñëó÷àå æå íåñîâìåñòíîñòè x̄ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àï-

ïðîêñèìàöèîííûì êâàçèðåøåíèåì. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (8) è ñîäåð-

æàòåëüíîãî ñìûñëà ïðåäåëüíîé òî÷êè ýòîãî ïðîöåññà áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Ïóñòü d(x) =
∑

J≤

Rjl
+2

j (x) +
∑

J=

Ril
2
i (x), M̃ := Arg min

x∈M0

d(x) 6= ∅, ϕ(x) �

ñîãëàñíî (6).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ψα(x) çàäàíî ñîãëàñíî (7) è M̃ 6= ∅. Òîãäà
ψα(·) ∈ F̄

M̃
.

Ñëåäñòâèå 1. Òàê êàê ψα(x) íåïðåðûâíî, òî ñîãëàñíî ï. 1 ðàçäåëà 2 ïðî-

öåññ (8) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̄ ∈ M̃ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè M = R
n
è

ñèñòåìà (5) ñîâìåñòíà, òî ïðîöåññ (8) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç åå ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïðåäïîøëåì ðÿä ëåìì.
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Ëåììà 1. (Îíà õîðîøî èçâåñòíà; ñì., íàïðèìåð, [3℄, ñòð. 188). Ïóñòü M
� âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç R

n
, p 6∈ M è p̄ := Pr

M
(p). Òîãäà

(p− p̄, x− p̄) ≤ 0, ∀x ∈M . Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ x è y èç R
n
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Pr
M

(x) − Pr
M

(y)| ≤ |x− y|, (9)

ò.å. Pr
M

(x) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåðàñòÿæåíèÿ

(ñì., íàïðèìåð, [1℄, ãë. II ).

Ëåììà 3. Ïóñòü Pj := {x | lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0}, aj 6= 0, ϕj(x) =

x− λj

l+j (x)

|aj|2
· aj, λj ∈ (0, 2). Òîãäà ϕj(·) ∈ F

Pj
(ñì. ï. 30

ðàçäåëà 2) è

|ϕj(x) − ϕj(y)| ≤ |x− y| (10)

äëÿ ëþáûõ x è y èç R
n
. Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Åñëè Pi = {x | li(x) = 0} è ϕ̄i(x) = x − λ
li(x)

|ai|2
aj, òî ñâîéñòâî

íåðàñòÿæåíèÿ äëÿ ϕ̄i òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç R

n
.

Ëåììà 4. Îòîáðàæåíèå ψ(x), çàäàííîå ñîãëàñíî ψ(x) := Pr
M
ϕ(x), ϕ(x) �

ñîãëàñíî (6), ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåðàñòÿæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(x) =
∑

j∈J≤

αj

(
x− λ

l+j (x)

|aj|2
· aj

)
+
∑

i∈J=

αi

(
x− λ

li(x)

|ai|2
· ai

)
,

ãäå αk =
Rk|ak|

2

δ
, δ =

∑

j∈J≤

Rj|aj|
2 +

∑

i∈J=

Ri|ai|
2
, k ∈ J≤ ∪ J= . Ñëåäîâàòåëüíî,

∑

k∈J≤∪J=

αk = 1. Îïèðàÿñü ïîñëåäîâàòåëüíî íà ëåììû 2 è 3, áóäåì èìåòü:

|Pr
M
ϕ(x) − Pr

M
ϕ(y)| ≤ |ϕ(x) − ϕ(y)| =

= |
∑

j∈J≤

αj(ϕj(x) − ϕj(y)) +
∑

i∈J=

αi(ϕ̄i(x) − ϕ̄i(y))| ≤

≤
∑

j∈J≤

αj |ϕj(x) − ϕj(y)| +
∑

i∈J=

αi |ϕ̄i(x) − ϕ̄i(y)| ≤

≤
∑

j∈J≤

αj|x− y| +
∑

i∈J=

αi|x− y| =


∑

j∈J≤

αj +
∑

i∈J=

αi


 |x− y| = |x− y|,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Îòîáðàæåíèå (7) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåé �îðìå

ϕ(x) = x− (λ / 2δ) ▽ d(x), (11)

ãäå d(x) è δ óæå áûëè ââåäåíû, ▽ � ñèìâîë ãðàäèåíòà.

Ëåììà 5. Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ è ▽f(x̄) 6= 0.
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α > 0: f(x̄− α▽ f(x̄)) < f(x̄) (èçâåñòíûé �àêò

èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà).

Ëåììà 6. Ïóñòü x̄ ∈M0 è M̃ = Arg min
x∈M0

f(x) 6= ∅. Òîãäà

x̄ ∈ M̃ ⇐⇒ Pr
M

(x̄− γ ▽ f(x̄)) = x̄, γ > 0. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì "⇐=", ò.å. äîñòàòî÷íîñòü ïðàâîãî ñîîòíîøåíèÿ

â (12). Åñëè ▽d(x̄) = 0, òî x̄ ∈ Arg min
(x)

d(x). Íî òàê êàê x̄ ∈ M0, òî x̄ ∈

Arg min
x∈M0

d(x), ò.å. x̄ ∈ M̃ . Ïóñòü òåïåðü ▽d(x̄) 6= 0. Îáîçíà÷èì p := x̄−γ▽f(x̄)).

Ïî ëåììå 1: (p−Pr
M

(p), x−Pr
M

(p)) ≤ 0, ∀x ∈M0, èëè (x̄−γ▽f(x̄)− x̄, x− x̄) =
−γ(▽f(x̄), x − x̄) ≤ 0, ∀x ∈ M0. Òàê êàê f(x) âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, òî èç ïîëó-

÷åííîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò 0 ≤ (▽f(x̄), x − x̄) ≤ f(x) − (x̄), ∀x ∈ M0, èëè

f(x) ≥ f(x̄), ∀x ∈M0, ò.å. x̄ ∈ Arg min
x∈M0

f(x).

Äîêàæåì "=⇒", ò.å. íåîáõîäèìîñòü ïðàâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (12). Åñëè

▽d(x̄) = 0, òî äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì,

èáî x̄ ∈ M0. Ïóñòü ▽f(x̄) 6= 0. Òîãäà p := x̄ − γ ▽ f(x̄) 6∈ M0. Åñëè ýòî íå òàê,

òî ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1): pα := (1 − x)x̄ + αp = x̄ − αγ ▽ f(x̄) ∈ M0. Íî òîãäà

â ñèëó ëåììû 5 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α: f(pα) < f(x̄). Òàê êàê pα ∈ M0, òî

ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̄ ∈ Arg min
x∈M0

f(x). Èòàê, p 6∈M0.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî N := {x | f(x) ≤ f(x̄)}. Òàê êàê M0 ∩ N 0 = ∅
(N 0 := {x | f(x) < f(x̄)), òî ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü
H := {x | (h, x− x̄) = 0} ñ h 6= 0, ðàçäåëÿþùàÿM è N , ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî h � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê N â òî÷êå x̄, ïîýòîìó (h, x− x̄) ≥ 0, ∀x ∈M0. Òàê

êàê f(x) � âûïóêëàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, òî h = γ0 ▽ f(x̄), γ0 > 0. Ïðåäûäóùåå
íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: ((x̄− γ0 ▽ f(x̄)︸ ︷︷ ︸

p

)− x̄, x− x̄) ≤ 0, ∀x ∈M0.

Ïî ëåììå 1: x̄ � ïðîåêöèÿ òî÷êè p íà M0, ò.å. Pr
M0

(x̄ − γ0 ▽ f(x̄)) = x̄. Çàìå-
òèì, ÷òî âûïîëíèìîñòü èëè íåâûïîëíèìîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò

çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû γ0 > 0.
Ëåììà 6 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ïî ñóùåñòâó, îíî âûòåêàåò èç ëåììû

6 è ï. 5 ðàçäåëà 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̄ ∈ M̃ è x 6∈ M . Ñîãëàñíî ëåììå 6:

ψ(x̄) = x̄, à ïîòîìó è ψα(x̄) = x̄ (íàïîìíèì: ψ(x) = Pr
M
ϕ(x), ϕ(x) � ñîãëàñíî (6)).

Äàëåå, |ψ(x) − x̄| = |ψ(x) − ψ(x̄)|
ëåììà 4

≤ |x− x̄|. Îòñþäà âûòåêàåò (ñîãëàñíî ï. 5
ðàçäåëà 2): |ψα(x) − x̄| < |x− x̄|.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. ÅñëèM0 := R

n
, òî, î÷åâèäíî, ψα(x) = ϕα(x) := (1−α)ϕ(x)+αx,

ïðè÷åì ψα(·) ∈ F
M̃
. Íà ñàìîì äåëå óæå ñàìî îòîáðàæåíèå ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ M̃ -

�åéåðîâñêèì, ò.å. ϕ(·) ∈ F
M̃
. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ λ′ = λ / 1−α, áóäåì èìåòü:

ϕ(x) = (1 − α) [x− (λ′ / δ) ▽ d(x)]︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x)

+αx, ïðè ýòîì λ′ ∈ (0, 2) ïðè α < 1 − λ / 2.

Òàê êàê îïåðàòîð ϕ0(x) � íåðàñòÿãèâàþùèé, òî îïÿòü-òàêè â ñèëó ï. 5 ðàçäåëà 2:
ϕ(x) = (1 − α)ϕ0(·) + αx ∈ F

M̃
.

4. Ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü

L : max {(c, x) |Ax ≤ b, x ≥ 0} (13)

� ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à ËÏ;

L∗ : min {(b, u) |ATu ≥ c, u ≥ 0} (14)

� äâîéñòâåííàÿ ê L.

Çàäà÷àì L è L∗
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ax ≤ b, x ≥ 0 ; (15)1

S : ATu ≥ c, u ≥ 0 ; (15)2

(c, x) = (b, u) , (15)3





(15)

íàçûâàåìóþ ñèììåòðè÷åñêîé.

Â òåîðèè ËÏ õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé �àêò:

ArgS = ArgL× ArgL∗. (16)

Â (16): ArgS � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S.

Åñëè

ϕ1(x) ∈ F
M1
, M1 := Arg (15)1;

ϕ2(u) ∈ F
M2
, M2 := Arg (15)2;

ϕ3(x, u) := Pr
H
(x, u), H = Arg (15)3

è

ϕ(x, u) := Pr
H
(ϕ+

1 (x), ϕ+
2 (u)), (17)

òî ϕ(x, u) ∈ F̄
M̃
, ãäå M̃ = ArgS, ò.å. ϕ(x, u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì �åéåðîâñêèì

îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ArgL× ArgL∗
. Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó

ï. 1 ðàçäåëà 3):

{ϕk(x0, u0)}k → [ x̄, ū ] ∈ ArgS. (18)

7



×òî êàñàåòñÿ âûáîðà îòîáðàæåíèé ϕ1(x) è ϕ2(x), òî ýòî ìîæíî äåëàòü ðàç-

íûìè ñïîñîáàìè, â ÷àñòíîñòè áàçîâûì ñïîñîáîì, èçëîæåííûìè â ðàçäåëå 3, à

èìåííî:

ϕ1(x) = x− (λ / δ1)
m∑

j=1

l+j (x)aj,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
m∑

i=1

h+
i (u)hi,

ϕ3(x, u) = [x, u ]T −
(c, x) − (b, u)

|c|2 + |b|2
[ c,−b ]T ;





(19)

âûøå {hi} � ñòîëáöû ìàòðèöû A, hi(u) = ci−(hi, u), δ1 =
m∑

j=1

|aj|
2
, δ2 =

n∑

i=1

|hi|
2
,

λ ∈ (0, 2), [x, u]T =

[
x
u

]
, [c,−b]T =

[
c

−b

]
.

Çàìåòèì, ÷òî âèä îòîáðàæåíèé ϕ1(·) è ϕ2(·) áóäåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, â êàêîé �îðìå çàïèñàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Åñëè, íàïðèìåð, çàäà÷à L çàäàíà â êàíîíè÷åñêîé �îðìå

min {(c, x) |Ax = b, x ≥ 0}, (20)

òî äâîéñòâåííàÿ ê íåé áóäåò èìåòü âèä

max {(b, u) |ATu ≥ 0}, (21)

à îòîáðàæåíèÿ ϕ1(·), ϕ2(·) è ϕ(x, u) ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä:

ϕ1(x) = x− (λ / δ1)
m∑

j=1

lj(x)aj,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
∑

[ (hi, u) − ci ]
+hi,

ϕ3(x, u) = Pr
H
(ϕ1(x), ϕ

+
2 (u)).





(22)

Âèä ϕ3(x, u) �îðìóëû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H ñîõðàíÿåòñÿ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ â (20) çàïèñàíû â �îðìå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ïóñòü ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé H1, òî ϕ1(·) ìîæíî
ñêîíñòðóèðîâàòü, èñõîäÿ èç îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H1, àíàëîãè÷íî (4):

Pr
H1

(x) = x− AT (AAT ) (b− Ax) (23)

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî rankA = n). Ïîëàãàÿ ϕ1(x) = Pr
H1

(x), çàêëþ÷èòåëüíûé
èòåðàöèîííûé îïåðàòîð ϕ(x, u) áóäåò èìåòü òó æå �îðìó, ÷òî è â (22).

Ñëó÷àé çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ(x, u) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (20) â �îðìå

ϕ(x, u, v) := Pr
H0

(x, u+, v+), (24)

ãäå H0 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

Ax = b, ATu+ v = c, (c, x) = (b, u), (25)
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ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [4℄, ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì ðåøåíèÿ

çàäà÷ ËÏ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøè-

íàõ.

5. Áàçîâûé àïïðîêñèìàöèîííî-�åéåðîâñêèé ïðîöåññ

äëÿ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ 1-ãî ðîäà

Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à ËÏ íåðàçðåøèìà, ò.å. ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ÿâëÿåò-

ñÿ íåñîáñòâåííîé, òî åå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿ

íåñîâìåñòíîé (âåðíî è îáðàòíîå). Äëÿ ýòîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè

ïîíÿòèå êâàçèðåøåíèÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ ñèñòåìû S. Ïîÿñíèì
ýòî äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ çàäà÷è ËÏ â �îðìå

L : max {(c, x) |Ax ≤ b}. (26)

Äâîéñòâåííîé ê íåé áóäåò

L∗ : min {(b, u) |ATu = c, u ≥ 0}. (27)

Ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé S ÿâëÿåòñÿ

Ax ≤ b, ATu = c, u ≥ 0,

(c, x) = (b, u).
(28)

Åñëè L � íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ 1-ãî ðîäà, ò.å.

M := {x |Ax ≤ b} = ∅, M∗ := {u |ATu = c, u ≥ 0} 6= ∅,

òî, ââåäÿ

H =

{[
x
u

]
|ATu = c, (c, x) = (b, u)

}
, d(x, u) = |(Ax− b)+|2 + |(−u)+|2,

ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü çàäà÷ó

min {d(x, u) |u ∈ H} (29)

� êàê àïïðîêñèìàöèîííóþ äëÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (28).

Åñëè

[
x̄
ū

]
∈ Arg (29), òî x̄ è áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåøåíèåì ñèñòåìû (28),

à âìåñòå ñ òåì è êâàçèðåøåíèåì çàäà÷è (26). Åñëè ïîñëåäíÿÿ ðàçðåøèìà, òî

x̄ � îáû÷íîå åå ðåøåíèå. Äëÿ (29) ìîæíî çàïèñàòü �åéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Arg (29) ïî ñòàíäàðòó èç ðàçäåëà 3, íî ïðèìåíèòåëüíî
ê ñèñòåìå (28):

ϕ(x, u) =

[
x
u

]
− (λ / 2 δ) ▽x,u d(x, u),

ψ(x, u) = Pr
H
ϕ(x, u),
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ψα(x, u) = (1 − α) Ψ(x, u) + α

[
x
u

]
, (30)

ãäå λ ∈ (0, 2), δ =
m∑

j=1

|aj|
2 +m, α ∈ (0, 1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ψα(x, u) ÿâëÿåòñÿ M̃ -�åéåðîâñêèì íåïðåðûâ-

íûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî M̃ = Arg (5.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ

{ψk
α(x0, u0)}k

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó

[
x̄
ū

]
, ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ

x̄ � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (26),

ū � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (27).

Îïåðàöèÿ Pr
H
(·), �èãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ψ(x, u) è âõîäÿùàÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, â �îðìóëó (30), ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (23) ñ

çàìåíîé ìàòðèöû A íà ìàòðèöó

Ā :=

[
0 AT

cT −bT

]
,

à âåêòîð b (èç (23)) � íà

[
c
0

]
.

6. Àïïðîêñèìàöèîííî-�åéåðîâñêèé ïðîöåññ

äëÿ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ 2-ãî ðîäà

�àññìîòðåíèå âîïðîñà ñîîòíåñåì ê çàäà÷àì (26)�(28). Ñèòóàöèÿ íåñîáñòâåííî-

ñòè 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî M 6= ∅, M∗ = ∅, ãäå ñìûñë ñèìâîëîâ M è

M∗
òîò æå, ÷òî è â ðàçäåëå 5. Ñèñòåìó (28) ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè:

ATu = c, u ≥ 0; (31)

Ax+ v = b, v ≥ 0, (c, x) = (b, u); (32)

âûøå ñèñòåìà Ax ≤ b çàìåíåíà íà Ax + v = b, v ≥ 0 � îáû÷íàÿ ïåðåçàïèñü

ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü. Ïîëîæèì, d(x, u, v) =
|ATu− c|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, H0 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (32). Â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïóñòîòå M èìååì: H0 6= ∅. Â ñîãëàñèè ñ áàçîâîé êîíñòðóê-

öèåé �åéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ ψα(·) èç ðàçäåëà 3, ðåàëèçîâàííîãî äëÿ ÍÇ ËÏ

1-ãî ðîäà â ðàçäåëå 5, ñîîòâåòñòâóþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ ÍÇ ËÏ 2-ãî ðîäà áóäåò îòîáðàæåíèå

ψα(x, u, v) = Pr
H0

([
x
u
v

]
− (λ / 2δ) ▽x,u,v d(x, u, v)

)
; (33)

çäåñü λ ∈ (0, 2), δ =
n∑

i=1

|hi|
2 + 2m.
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Ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé îòîáðàæåíèåì (33), áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåêîòîðîìó

âåêòîðó [ x̄, ū, v̄ ]T , ïðè ýòîì x̄ � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (26), ū � êâàçèðåøåíèå

çàäà÷è (27).

7. Ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ äëÿ ÍÇ ËÏ 3-ãî ðîäà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ 5 è 6 ìû àïåëëèðîâàëè ê íåñîâìåñòíîñòè ñèììåòðè-

÷åñêîé ñèñòåìû S, ïîñòàâëåííîé â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé çàäà÷å ËÏ, êîòîðàÿ

ïðåäïîëàãàëàñü ëèáî ÍÇ ËÏ 1-ãî ðîäà, ëèáî 2-ãî. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñóòü,

ñîîòíåñåííàÿ ñèñòåìå S, çàêëþ÷àëàñü â �îðìèðîâàíèè åå ñîâìåñòíîé ïîäñè-

ñòåìû èç óðàâíåíèé è êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íåâÿçêè d(x) äëÿ îñòàâøèõñÿ

îãðàíè÷åíèé ýòîé ñèñòåìû. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ íåîäíîçíà÷íà, ÷òî ÿâ-

ëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, èáî âî âñÿêîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå,

ò.å. â ñëó÷àå êîíêðåòíîãî �îðìàòà çàäà÷è (íàïðèìåð, �îðìàòà òðàíñïîðòíîé

çàäà÷è, áëî÷íîãî �îðìàòà è ò.ä.), óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåìû

ìîæåò áûòü óâÿçàíà ñ ïîòðåáíîñòüþ ïðîñòîé è ý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëè-

çàöèè èòåðàöèîííîãî øàãà, ïîðîæäàåìîãî èòåðàöèîííûì îïåðàòîðîì. Ê ýòîìó

ñëåäóåò åùå äîáàâèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå èòîãîâîãî �åéåðîâñêîãî èòåðàöèîííîãî

îïåðàòîðà áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà èñõîäíîé çàäà÷è ËÏ. Âñÿêèé ðàç

ïðè ïîñòðîåíèè íóæíîãî �åéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî âñå ýòî ó÷èòû-

âàòü.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ÍÇ ËÏ 3-ãî ðîäà âîçüìåì çàäà÷ó ËÏ, åé äâîéñòâåííóþ,

è ñèñòåìó S â �îðìàòå (13)�(15).

Òàê êàê èòîãîâîå èòåðàöèîííîå îòîáðàæåíèå ψα(·) �îðìèðóåòñÿ èç �ðàãìåí-
òîâ ϕ(x), ψ(x) = Pr

M
ϕ(x), à îíè â ñâîþ î÷åðåäü � èç M , d(·) è δ, òî, �îðìèðóÿ

àíàëîãè îòîáðàæåíèé ψα(·) ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (15), ìû â ðàññìàòðèâàå-

ìûõ íèæå âàðèàíòàõ áóäåì ïðèâîäèòü ëèøü âèä ìíîæåñòâàM , �óíêöèè íåâÿç-

êè d(·) è ÷èñëà δ.

Âàðèàíò 1. M1 :=

{[
x
u

]
| (c, x) = (b, u)

}
, d1(x, u) = |(Ax − b)+|2 + |(c −

ATu)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2, δ1 =
m∑

j=1

|aj|
2 +

n∑

i=1

|hi|
2 +m+ n.

Âàðèàíò 2. M2 :=

{[
x
u
v

]
|ATu− v = c, (c, x) = (b, u)

}
, d2(x, u, v) = |(Ax −

b)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, δ2 =
m∑

j=1

|aj|
2 +m+ 2n.

Âàðèàíò 3. M3 :=

{[
x
u
v

]
|Ax− w = b, (c, x) = (b, u)

}
, d3(x, u, w) = |(c −

ATu)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−w)+|2, δ3 =
n∑

i=1

|hi|
2 + 2m+ n.
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Âàðèàíò 4.M4 := R

n
, d4(x, u) = |(Ax−b)+|2+|(c−ATu)+|2+|(−x)+|2+|(−u)+|2,

δ4 =
m∑

j=1

|aj|
2 +

n∑

i=1

|hi|
2 +m+ n.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò ãîäèòñÿ êàê äëÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷è, òàê è äëÿ íåðàçðåøè-

ìîé ëþáîãî ðîäà íåðàçðåøèìîñòè (1-ãî, 2-ãî èëè 3-ãî).

8. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷è

ËÏ, îñíîâàííûé íà åå ðåäóêöèè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè

êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé âûïóêëîé �óíêöèè

Íàì áåçðàçëè÷íî, â êàêîé �îðìå ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ËÏ, íî äëÿ

ïðîñòîòû ïîñëåäóþùåãî �îðìóëüíîãî òåêñòà çàïèøåì åå â âèäå

L : min {(c, x) |Ax ≤ b}. (34)

Èçâåñòåí ðåçóëüòàò ïî ìåòîäàì øòðà�íûõ �óíêöèé [3, òåîðåìà 20.2℄: Çàäà-

÷à (34) àñèìïòîòè÷åñêè ïî R = [R1, . . . , Rm ] > 0 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min

{
(c, x) +

m∑

j=1

Rjl
+2

j (x)

}
, (35)

ò.å. çàäà÷à (35) ïðèáëèæàåò (êàê ïî àðãóìåíòó, òàê è ïî çíà÷åíèþ) çàäà÷ó (34),

ïðè ýòîì òåì òî÷íåé, ÷åì áîëüøå ÷èñëî min
(j)

Rj. Íà ñàìîì äåëå èìåþòñÿ îöåíêè

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óêëîíåíèé, íî ïðèâîäèòü èõ íå áóäåì. �åçóëüòàò âåðåí è

äëÿ íåëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèè â çàäà÷å (34).

Ïóñòü γ0 � íåêîòîðàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ opt (8.1), ò.å. (c, x) ≥ γ0, ∀x ∈
M := {x |Ax ≤ b}. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ òàêóþ îöåíêó ïîëó÷èòü íå ñîñòàâëÿåò

òðóäà. Èìåííî â ñèëó òîãî, ÷òî (c, x)−γ0 ≥ 0 äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x, çàäà÷ó (34)
ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

min {[ (c, x) − γ0 ]2 | x ∈M}. (36)

Ïðèìåíèâ ê íåé ïðèâåäåííûé âûøå ìåòîä êâàäðàòè÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé,

ïîëó÷èì çàäà÷ó

min
(x)

{l20(x) +
m∑

j=1

Rjl
+2

j (x)}, (37)

ãäå l0(x) = (c, x)−γ0. Òàê ÷òî çàäà÷à (37) ïðèáëèæåííî ðåøàåò èñõîäíóþ çàäà-

÷ó (34). Íî ìèíèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ â çàäà÷å (37) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

äëÿ �óíêöèè d(x) èç ðàçäåëà 3, òàê ÷òî äëÿ ïîèñêà òî÷êè èç Arg min
(x)

d(x) ìîæíî

ïðèìåíèòü �åéåðîâñêèé ïðîöåññ

{ϕk(x0)}k, (38)
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â êîòîðîì

ϕ(x) = x− (λ / δ) ▽ d(x), λ ∈ (0, 2), δ = |c|2 +
m∑

j=1

|aj|
2,

d(x) = [ (c, x) − γ0 ]2 +
m∑

j=1

Rjl
+2

j (x),

▽d(x) = 2

{
[(c, x) − γ0]c+

m∑

j=1

Rjl
+
j (x)aj

}
.

Åñëè x̄ � ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäàåìîé ïðîöåññîì (37)

ïðè ïðîèçâîëüíîì x0 ∈ R

n
, òî x̄ ðåøàåò ïðèáëèæåííî çàäà÷ó (34), è òåì òî÷-

íåé, ÷åì áîëüøå ÷èñëà Rj > 0, j = 1, . . . ,m. Ïîñêîëüêó x̄ ∈ Arg min
(x)

d(x),

òî ▽d(x̄) = 0, à ïîòîìó ïðèçíàêîì îñòàíîâà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ìîæåò

ñëóæèòü âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà | ▽ d(xk)| ≤ ε, ε � íàïåðåä çàäàííîå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî.

9. Äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ �åéåðîâñêèõ

îòîáðàæåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íå-

ðàâåíñòâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü (ñì. ðàçäåë 4), ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ S ñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ, èìåþùåé áëî÷íóþ

ñòðóêòóðó. Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé çàäà÷è çàäà÷ó (13), òî ñèñòåìîé S
ÿâëÿåòñÿ (15) ñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ ïåðåä ïåðåìåííûìè xi è yj:

Ā :=




A

−AT

cT − bT


 .

Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ (17) áûëî îñíîâàíî íà äåêîìïîçèöèîííîì ïðèíöè-

ïå, ó÷èòûâàþùåì áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû Ā. Íèæå ýòîò âîïðîñ ðàññìîò-

ðèì ïîäðîáíåå ïðèìåíèòåëüíî ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è

íåðàâåíñòâ

Ax = b, x ≥ 0 (39)

ïðè ðàçíûõ âàðèàíòàõ áëî÷íîñòè ìàòðèöû A (â ñêîáêàõ çàìåòèì, ÷òî ñèìâîë A
â äàííîì êîíòåêñòå íå ñëåäóåò ñâÿçûâàòü ñ ñèìâîëîì A â ïðåäûäóùèõ çàïèñÿõ).

Âàðèàíò 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçáèòà íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîäìàòðèöû Ai:
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


A1

.

.

.

An


 , (40)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû

Aix = bi, x ≥ 0, i = 1, . . . , n. (41)

Ïóñòü Hi = {x |Aix = bi}. Òîãäà

ϕ(x) =

[
n∑

i=1

αPr
Hi

(x)

]+

∈ F
M
,

ãäå M = {x ≥ 0 |Ax ≤ b} (ñì. ï. 2 è 5

0
èç ðàçäåëà 2). Íà ñàìîì äåëå ϕ(x)

íåïðåðûâíî, ïîýòîìó ϕ(·) ∈ F̄
M
, ÷òî äàåò

{ϕk(x0)}k → x̄ ∈M.

Öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïðî-

áëåìîé ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îáðàùåíèåì ìàòðèöû AAT
(ñì.

�îðìóëó ïðîåêòèðîâàíèÿ (4) íà H = {x |Ax = b}). Ïðè ðàçáèåíèè ñèñòåìû (39)

íà ïîäñèñòåìû (41) íóæíî áóäåò îáðàùàòü ìàòðèöû AiA
T
i ìåíüøèõ ðàçìåðîâ.

Ê òîìó æå ñàìî ðàçáèåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñòðóêòóðó ìàòðèöû A, ìîæåò áûòü

íàöåëåíî èìåííî íà ý��åêòèâíîñòü óêàçàííûõ îáðàùåíèé.

Âàðèàíò 2. Ïóñòü

A :=




A1

.

.

. An

A0


 ,

òîãäà ñèñòåìà (39) èìååò âèä

Aix
i = bi, i = 1, . . . , n,

A0x = b0, xT = [x1, . . . , xn] ≥ 0

}
(42)

è Hi := {xi |Aix
i = bi} ⊂ R

ni
, H0 = {x |A0x = b0}.

Åñëè ïîäñèñòåìàì Aix
i = bi, i = 1, . . . , n, A0x = b0 ñîîòíåñòè ϕi(·) ∈ F̄

Hi

è ϕ0(x) ∈ F̄
H0
, òî

ϕ(x) := ϕ+
0 (ϕ1(x

1), . . . , ϕn(xn)) ∈ F̄
M
,

ïðè÷åì âûáîð îòîáðàæåíèé {ϕi}
n
i=0 ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè,

íàïðèìåð, ϕi(x
i) = Pr

Hi
(xi), i = 1, . . . , n; ϕ0(x) = Pr

H0
(x).
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Âàðèàíò 3. �àññìîòðèì ìàòðèöó




A1
.

.

.

An

B1
.

.

.

Bn




è åé ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó

Aix
i +Bix

0 = bi, i = 1, . . . , n,

xT = [x1, . . . , xn, x0 ] ≥ 0.

}
(43)

Ïîäñèñòåìå Aix
i + Bix

0 = bi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ϕi(x
i, x0) ∈ F̄

Hi
(xi, x0),

ãäå Hi = {[xi, x0 ] |Aix
i + Bix

0 = bi}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i
àëãåáðàè÷åñêèé ñëåä

âåêòîðà ϕi(x
i, x0) â R

ni
� êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (

n∏

i=1

R

ni) × R

n0

èñõîäíîé ïåðåìåííîé xT = [x1, . . . , xn, x0 ], (x̄0)i � àíàëîãè÷íûé ñëåä â R

n0
.

Îáðàçóåì îòîáðàæåíèå

ϕ(x) =

[
x̄1, . . . , x̄n,

1

n

n∑

i=1

(x̄0)i

]+

.

Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì M -�åéåðîâñêèì [5℄.

10. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ �åéåðîâñêèõ

îòîáðàæåíèé

Îáñóäèì íåêîòîðûå âîïðîñû ý��åêòèâíûõ ðåàëèçàöèé �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ,

ñîîòíåñåííûõ çàäà÷àì ïîèñêà ðåøåíèÿ, ëèáî ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ëè-

áî çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ ïðîñòî íà ñèñòåìå ëèíåé-

íûõ íåðàâåíñòâ

Ax ≤ b ∼ lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j = 1, . . . ,m, (44)

ïîñêîëüêó çàäà÷è ËÏ ñâîäÿòñÿ ê òàêèì ñèñòåìàì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü

M := {Ax ≤ b} 6= ∅. Â ðàçäåëå 9 ìû óæå îáñóæäàëè âîïðîñ îá ó÷åòå ñòðóê-

òóðû ìàòðèöû A ïðè ïîñòðîåíèè �åéåðîâñêîãî èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ

ϕ(·) ∈ F̄M . Íåñîìíåííî, ý��åêòèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäà-

åìîãî îòîáðàæåíèåì ϕ(·), çàâèñèò îò ðàçóìíîãî ó÷åòà îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû

ìàòðèöû A. Íî ýòî òîëüêî îäíà ñòîðîíà äåëà. Ñàìî ãåíåðèðîâàíèå èòåðàöèîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñêàåò áîëüøîå ÷èñëî ìîäè�èêàöèé, îñíîâàííûõ íà

èíûõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ïóñòü âûáðàíî äëÿ ñèñòåìû (44) áàçîâîå îòîáðàæåíèå

ϕ(x) = x− (λ / δ)
m∑

j=1

l+j (x)aj ∈ F̄
M
.
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Äëÿ k < m ââåäåì

ϕk(x) = x− (λ / δk)
k∑

j=1

l+j (x)aj, δk =
k∑

j=1

|aj|
k

� ýòî îòîáðàæåíèå, ñîîòíåñåííîå ïîäñèñòåìå lj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , k. Ïðè áîëü-

øèõ çíà÷åíèÿõ m (òûñÿ÷è è äåñÿòêè òûñÿ÷) öåëåñîîáðàçíåé ñ÷åò âåñòè ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèþ

xk+1 = ϕ
tk
k (xk), (45)

ïðè ýòîì ϕk(x) = ϕ(x) è tk = 1 ïðè k ≥ m.
Â ïðîöåññå (45) ïðåäóñìîòðåíû ïî êðàéíåé ìåðå äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

1) íà øàãå ñ íîìåðîì k (ïðè k < m) èòåðàöèÿ ϕk(xk) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîä-

ñèñòåìû èç k íåðàâåíñòâ, ÷òî ñîêðàùàåò ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ

îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîäñ÷åòà ϕk (xk);
2) òàê âû÷èñëÿåìûå ϕk(·) ìîæíî ïîâòîðèòü íåñêîëüêî, ïóñòü tk, ðàç, äî îáåñ-

ïå÷åíèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèÿ

k∑
j=1

l+j (xk) ≤ ε. Ïîñëå ýòîãî ñðàáàòûâàåò èíòåãðèðî-

âàííàÿ èòåðàöèÿ (45).

Ïðè òàêîé òàêòèêå ïåðåõîäà îò xk ê xk+1 ïîäñ÷åò δk+1 âåäåòñÿ ðåêóððåíòíî:

δk+1 = δk + |ak+2|
2
.

Ïðè îïèñàííîé îðãàíèçàöèè ñ÷åòà �àêò ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xk} ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (44) ñîõðàíÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (45) ïðèãîäíî è äëÿ ðåøåíèÿ áåñ-

êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ( [1℄, ñòð. 106).

×òî êàñàåòñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàññìîòðåííûõ �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ

ïðèìåíèòåëüíî ê ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ïóñòü ýòî áó-

äåò (44), òî åå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòüþ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè, ïîíèìàåìîé â ñìûñëå

|xk+1 −M | ≤ θ |xk −M |, ∀ k, θ ∈ (0, 1);

çäåñü |x−M | := inf
y∈M

|x−y|. Îöåíêè äëÿ θ áûëè äàíû â ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ

( [1℄, ñòð. 68).

Ïî �åéåðîâñêèì ìåòîäàì ïðîâîäèëèñü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà

ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ÌÂÑ�100/1000 ñ ïðèìåíåíèåì ìå-

òîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ñì. [2�4℄). �åøàëèñü çàäà÷è ËÏ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ

n ≤ 4000 è ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé m ≤ 1000. Â îñíîâó ìåòîäà áûë ïîëîæåí èòå-

ðàöèîííûé ïðîöåññ zk+1 = Pr+
M

(zk) äëÿ ñèñòåìû Az = b, z ≥ 0, ê êîòîðîé

ðåäóöèðîâàëàñü çàäà÷à ËÏ. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ áûëè óäîâëåòâîðèòåëü-

íûìè. Ýêñïåðèìåíòû ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü.
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