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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è òî÷íûå àëãîðèòìû

�àññìîòðèì çàäà÷ó Øòåéíåðà î ïîñòðîåíèè êðàò÷àéøåé ñâÿçûâàþùåé ñåòè íà

ïëîñêîñòè è ñïîñîáû åå ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåõà-

íè÷åñêèõ àíàëîãèé. Äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðè

ðåøåíèè òðàíñïîðòíûõ çàäà÷, â òåîðèè ãðà�îâ, ïðè êîíñòðóèðîâàíèè èíòå-

ãðàëüíûõ ýëåêòðîííûõ ñõåì, ïðè ïëàíèðîâàíèè òîïîëîãèè òåëå�îííûõ ñåòåé,

òðóáîïðîâîäîâ, øîññåéíûõ äîðîã è ò.ä. [1, 5℄.

Ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé. Êðàò÷àéøåé ñâÿçûâàþùåé ñåòüþ (ÊÑÑ) äëÿ òî÷åê

a1, a2, . . . , an, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî M , íàçûâàåòñÿ äåðåâî ñ âåðøèíàìè â ýòèõ

òî÷êàõ, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ äëèíó, òî åñòü íàèìåíüøóþ ñóììó äëèí ðåáåð.

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè.

Èçâåñòíû ïðîñòûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî äåðåâà (îñòîâà ìèíèìàëüíîãî

âåñà), íàïðèìåð àëãîðèòì Êðàñêàëà [4, ñ.60�61℄, àëãîðèòì Ïðèìà [4, ñ.61�62℄. Íî

èíîãäà âîçìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå êîðîòêîå äåðåâî, ñâÿçûâàþùåå èñõîäíûå òî÷-

êè ïóòåì äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåðøèí, êîòîðûå â äàëüíåéøåì, ñîãëàñíî îáùåïðè-

íÿòîé òåðìèíîëîãèè, áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè Øòåéíåðà. Â îáùåì ñëó÷àå ïîä

çàäà÷åé Øòåéíåðà ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà [5℄: Ïóñòü M � �èêñèðî-

âàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Íåîáõîäèìî îïèñàòü âñå ÊÑÑ,

¾çàòÿãèâàþùèå¿ ìíîæåñòâî M , òî åñòü âûáðàòü èç âñåõ ïëîñêèõ ãðà�îâ,

ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ñîäåðæèò M , ñåòè íàèìåíüøåé äëèíû. Ôîðìó-

ëèðóÿ çàäà÷ó â òåðìèíàõ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøóþ

ñåòü ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé çàäàííîå ìíîæåñòâî

òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòåéíåðà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

ÊÑÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ óçëîâ � òî÷åê Øòåéíåðà. Äåðåâî, èìåþùåå ìèíè-

ìàëüíóþ äëèíó ñðåäè äåðåâüåâ ñ ëþáûì äîïóñòèìûì ÷èñëîì òî÷åê Øòåéíåðà,

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà (ÌÄØ). Ïîä òîïîëîãèåé äåðåâà

ïîíèìàåòñÿ åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòåé [4, ñ.27℄. Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûì äå-

ðåâîìØòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ äåðåâî, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñðåäè äåðåâüåâ

ñ òîé æå òîïîëîãèåé.
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�èñ. 1. Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà

Â îáùåé �îðìå çàäà÷à Øòåéíåðà áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíà â 1934 ãîäó

Ì. Ê�åññëåðîì è Â. ßðíèêîì. Îäíàêî ñàìà ýòà ïðîáëåìà íå ïðèîáðåëà øèðîêîé

èçâåñòíîñòè âïëîòü äî 1941 ã., êîãäà �. Êóðàíò è Å. �îááèíñ âêëþ÷èëè åå â

ñâîþ êíèãó [6℄, ñâÿçàâ ñ èìåíåì ß. Øòåéíåðà, ðàáîòàâøåãî íàä çàäà÷åé ïîèñêà

îäíîé òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî âñåõ òî÷åê çàäàííîãî ìíîæåñòâà

M áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîù-

íîñòü ìíîæåñòâà M ðàâíà 3 [1℄. Ñóùåñòâóþùèå òî÷íûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ

êðàò÷àéøåãî äåðåâà Øòåéíåðà [2℄ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èñõîäíûõ âåðøèí

è òî÷åê Øòåéíåðà ãðîìîçäêè è, êàê ñëåäñòâèå, ìàëî ý��åêòèâíû íà ïðàêòèêå.

Êðîìå òîãî, âûÿâëåíèå íàèáîëåå ïðèåìëåìîé òîïîëîãèè äëÿ çàäàííûõ âåðøèí

è îïðåäåëåíèå ÷èñëà òî÷åê Øòåéíåðà çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé.

Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, îòâå÷àþùåå çàäàííîé òîïî-

ëîãèè, ìîæåò íå áûòü ìèíèìàëüíûì (ïðèìåð äâóõ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé è ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñóììû äëèí ðåáåð óêàçàíû íà ðèñ. 1).

Äåéñòâóÿ ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà, íàéòè ìèíèìàëüíîå äåðåâî âîçìîæíî

ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âñåõ îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà (äëÿ çà-

äàííîé òîïîëîãèè è çàäàííûõ âåðøèí ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îòíîñèòåëü-

íî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà [2℄). Àëãîðèòì Ìåëçàêà [1℄ òåîðåòè÷åñêè

ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, íî íà ïðàêòèêå îí íåðåàëèçóåì äàæå äëÿ íåáîëü-

øèõ çàäà÷ â ñëåäñòâèå îãðîìíîãî ÷èñëà ïåðåáîðîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãî

àëãîðèòìà ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, íî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè è ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò

îò êîëè÷åñòâà òî÷åê. Áîëåå òîãî, çàäà÷à Øòåéíåðà îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-

ïîëíûõ çàäà÷ [4, ñ.62�63℄, à ýòî äàåò ïîâîä îòêàçàòüñÿ îò ïîèñêà ý��åêòèâíîãî

è òî÷íîãî àëãîðèòìà è íàïðàâèòü óñèëèÿ íà ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.

Â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå ìíîãèå ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðå-

âüåâ Øòåéíåðà è òî÷åê Øòåéíåðà õîðîøî èçó÷åíû [2℄. Äàëåå ïðèâåäåíû íåêî-

òîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ.

1. Êàæäûé óãîë ≥ 120◦, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà ñîåäèíÿåòñÿ ñ îñòàëü-

íûìè âåðøèíàìè äåðåâà íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ðåáðàìè.

2. ×èñëî ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè Øòåéíåðà, ðàâíî òðåì, îáðàçóÿ óãëû ïî

120◦.
3. ×èñëî ðåáåð äåðåâà íà åäèíèöó ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà èñõîäíûõ âåð-

øèí è òî÷åê Øòåéíåðà.

4. Âñå òî÷êè Øòåéíåðà ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå èñõîäíûõ âåðøèí
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a1, a2, . . . , an.

5. ×èñëî òî÷åê Øòåéíåðà s ≤ (n− 2) (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäàÿ èñõîäíàÿ âåðøèíà ai èìååò ðîâíî îäíî ðåáðî).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èñõîäíûì äàííûì

ñëèøêîì âûñîêà: íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ãåîìåòðèè çàäà÷è ìîæåò êîðåííûì

îáðàçîì èçìåíèòü êðàò÷àéøóþ ñåòü, ÿâëÿþùóþñÿ åå ðåøåíèåì.

2. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íåðåäêî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü óñëîâíî ìèíè-

ìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, òî åñòü äåðåâî, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå ÊÑÑ, íî ìè-

íèìàëüíîñòü êîòîðîãî íå ãàðàíòèðîâàíà, ëèáî ëîêàëüíî ìèíèìàëüíóþ ñåòü [5℄,

õàðàêòåðèçóþùóþñÿ òåì, ÷òî ëþáàÿ åå ìàëàÿ äå�îðìàöèÿ óâåëè÷èâàåò äëèíó

ñåòè.

Èñïîëüçóÿ ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè [2℄, äåðåâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîé ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé

ìåæäó ñìåæíûìè âåðøèíàìè. Ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîé ìåõà-

íè÷åñêîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò äåðåâó, èìåþùåìó îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíóþ

äëèíó. Â òàêîé ìîäåëè ðåáðà äåðåâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðóãèå íèòè, íàòÿ-

æåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî îíè ðàñòÿíóòû. Èñõîäíûå âåð-

øèíû a1, a2, . . . , an çàêðåïëåíû, à òî÷êè Øòåéíåðà ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòü-

ñÿ. Óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê è åñòü îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî

Øòåéíåðà.

Ïðåäëîæåííûå ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè è òåîðåìà Ìàêñâåëëà [5, ñ.75℄ ïîçâî-

ëÿþò äîêàçàòü íåêîòîðûå �àêòû, ñâÿçàííûå ñ ÌÄØ. Íàïðèìåð, êàê îòìå÷àëîñü

ðàíåå, â îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîì äåðåâå Øòåéíåðà óãëû ìåæäó ðåáðàìè â

òî÷êåØòåéíåðà ðàâíû 120◦, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ ðåçóëüòèðóþùåé òðåõ

åäèíè÷íûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó Øòåéíåðà.

Êóðàíò è �îááèíñ [1℄ èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ñîçäàíèÿ òàêîé

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìûëüíóþ ïëåíêó, íàòÿíóòóþ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíû-

ìè ïëîñêîñòÿìè, ñîåäèíåííûìè ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè â òî÷êàõ a1, a2, . . . , an.

Òàê êàê ìûëüíàÿ ïëåíêà âñåãäà ñòðåìèòñÿ çàíÿòü òàêîå ïîëîæåíèå, â êîòîðîì åå

ïëîùàäü îêàçàëàñü áû íàèìåíüøåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîùàäÿìè âñåõ äîñòàòî÷íî

áëèçêèõ ïîâåðõíîñòåé, è ìîæåò ìåíÿòü ¾ñâîþ òîïîëîãèþ¿, ðàñùåïëÿÿ âåðøèíó

íà äâå è òåì ñàìûì îáðàçóÿ íîâóþ òî÷êó Øòåéíåðà, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè [5℄.

Äðóãîé ýêñïåðèìåíò òàêæå èñïîëüçóåò ìåõàíè÷åñêóþ àíàëîãèþ, ïðè ýòîì

ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè îòâå÷àåò ¾ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ìåõà-

íè÷åñêîé ñèñòåìû òî÷åê, äëÿ êîòîðîé ïîòåíöèàë � ýòî ñóììà íåêîòîðûõ ïî-

ïàðíûõ ðàññòîÿíèé¿ [5, ñ.56℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ âåðøèíû, â êîòîðûõ

âñòðå÷àþòñÿ ïî ÷åòûðå ðåáðà è áîëüøå. Íî ¾ïîñêîëüêó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, à åå ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ñåòè, ïîëó÷åííûå

ñåòè òàêæå ìèíèìàëüíû â íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå¿ [5, ñ.57℄.
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3. Êîìïüþòåðíûé àíàëîã äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Çàìåíèì ýòè ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè êîìïüþòåðíûì àíàëîãîì äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ÷àñòü èç êîòîðûõ æåñòêî çàêðåïëåíà, à ÷àñòü ñâî-

áîäíî ïåðåìåùàåòñÿ. Ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû ñîîò-

âåòñòâóåò ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íà áàçå ýòîé ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿ

ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ óñëîâíî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà, òî åñòü äåðåâüÿ, â êîòî-

ðûõ ÷èñëî òî÷åê Øòåéíåðà s = n− 2 (òàê êàê ëþáîå äåðåâî Øòåéíåðà, êîòîðîå

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîëíûõ äå-

ðåâüåâ Øòåéíåðà [2℄).

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæàò ñâîéñòâà 2), 4), 5). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè èñõîäíûõ èëè ãðàíè÷íûõ âåðøèí a1, a2, . . . , an, êî-

òîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðóåòñÿ s = (n − 2)
òî÷åê Øòåéíåðà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáî-

ëî÷êè ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçðà-

áîòêè àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îãðàíè÷èòü îáëàñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ òî÷åê Øòåéíåðà ïðÿìîóãîëüíèêîì, îáúåìëþùèì èñõîäíûå âåðøèíû. Åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè îáðàçóþò âûïóêëóþ îáîëî÷êó èëè âûäå-

ëåíî íåîáõîäèìîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí, òî ìîãóò áûòü ïðèåìëåìû ñëå-

äóþùèå ñòðàòåãèè.

1. Äîáàâî÷íûå âåðøèíû ãåíåðèðóþòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â öåí-

òðå ìàññ ñèñòåìû èñõîäíûõ âåðøèí è ðàäèóñà, ðàâíîãî ìèíèìàëüíîìó ðàññòî-

ÿíèþ îò öåíòðà äî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

2. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ðàçáèâàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîé

âî âíîâü ñãåíåðèðîâàííîé òî÷êå. Ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ äîëæíà áûòü

ðàâíà ïëîùàäè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.

Íà êàæäîé èòåðàöèè èçìåíåíèå êîîðäèíàò òî÷åê Øòåéíåðà ïðîèñõîäèò ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ òåêóùåé âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ òðè áëèæàéøèõ ¾ñî-

ñåäà¿, èç êîòîðûõ ãðàíè÷íûìè ìîãóò áûòü ìàêñèìóì äâå òî÷êè (ïðè ýòîì êàæ-

äàÿ ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ¾áëèæàéøåé¿ íå áîëåå îäíîãî

ðàçà). Äàëåå êîîðäèíàòû òî÷êè Øòåéíåðà èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëàì:

xsht =
m1x1 + m2x2 + m3x3

m1 + m2 + m3

, ysht =
m1y1 + m2y2 + m3y3

m1 + m2 + m3

, (1)

ãäå m1, m2, m3 � ¾ìàññû¿, à (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) � êîîðäèíàòû òî÷åê, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà Øòåéíåðà ïå-

ðåìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òðåõ áëèæàéøèõ âåðøèí. Ñî-

åäèíåíèÿ òî÷êè Øòåéíåðà ñ ýòèìè âåðøèíàìè îáðàçóþò ðåáðà ãðà�à, êîòîðûé

ñòðîèòñÿ íà äàííîé èòåðàöèè. Êðèòåðèåì îñòàíîâà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ñè-

ñòåìû, òî åñòü åå ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

÷àñòèöû ñìåùàþòñÿ â íàïðàâëåíèè öåíòðà ìàññ ëèáî ñèñòåìû â öåëîì, ëèáî

ïîäìíîæåñòâà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ìàêñè-

ìèçèðîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Ñèñòåìà ÷àñòèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

4



�èñ. 2. Îøèáî÷íûå êîí�èãóðàöèè

âåðøèíû äåðåâà Øòåéíåðà, òàêæå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

ãèåé, íî ïðè óñëîâèè íåïîäâèæíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, àëãîðèòì íàèáîëåå ý��åêòèâåí

â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûå âåðøèíû ¾òÿæåëåå¿ òî÷åê Øòåéíåðà. Âåëè÷èíà ðàç-

íîñòè ¾ìàññ¿ íåïîäâèæíûõ è ñâîáîäíî ïåðåìåùàþùèõñÿ òî÷åê, ïðè êîòîðîé

óäàåòñÿ íàéòè óñëîâíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, ÿâëÿåòñÿ íàñòðàèâàå-

ìûì ïàðàìåòðîì è çàâèñèò êàê îò îáùåãî ÷èñëà âåðøèí, òàê è îò íà÷àëüíîé

êîí�èãóðàöèè èñõîäíûõ òî÷åê.

Èçëîæåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ñâÿçíîñòè ïîëó-

÷àåìîãî ãðà�à. Îäíà èç ïðè÷èí � ¾ñêëåéêà¿ òî÷åê Øòåéíåðà. Êðîìå òîãî, ïî-

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû, èìåþùèå áîëåå òðåõ ðåáåð. �åøèòü ïîñëåäíþþ ïðîáëåìó

âîçìîæíî ïóòåì �îðìèðîâàíèÿ ãðà�à íå ïîñëåäîâàòåëüíî (¾îò òðåóãîëüíèêà

ê òðåóãîëüíèêó¿), à ñòðîÿ ÊÑÑ (äåðåâî ìèíèìàëüíîé äëèíû) íà ïîëó÷åííûõ

2(n−1) âåðøèíàõ. ×òî êàñàåòñÿ âîïðîñà ñâÿçíîñòè, òî îäèí èç âàðèàíòîâ ðåøå-
íèÿ � ýòî îáÿçàòåëüíàÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè Øòåéíåðà íàéäåííîìó òðåóãîëü-

íèêó. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñàìàÿ äàëüíÿÿ òî÷êà ¾áëîêèðóåòñÿ¿ è âíîâü èùóòñÿ

òðè áëèæàéøèõ; åñëè ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ òî÷åê äîïóñòèìûé òðåóãîëüíèê íå

íàéäåí, òî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå êîîðäèíàò òåêóùåé òî÷êè Øòåéíåðà ñîãëàñíî

íåêîòîðîìó ïðàâèëó. Íî, êàê ïîêàçûâàåò âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, íàèáî-

ëåå ý��åêòèâíà ñëó÷àéíàÿ ñìåíà êîîðäèíàò.) Ê ñîæàëåíèþ, ýòà èíòåðïðåòàöèÿ

àëãîðèòìà òàêæå íå çàùèùåíà îò ïîÿâëåíèÿ ¾âèñÿ÷èõ¿ âåðøèí èëè íåïðèåì-

ëåìûõ êîí�èãóðàöèé (ñì. ðèñ. 2).

Îòñëåæèâàíèå âñåõ íåäîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ïðèâîäèò ê îáû÷íûì êîìáèíà-

òîðíûì ïðîáëåìàì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîãäà òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ âåðøèí, ïðèåìëåì èñõîäíûé âàðèàíò àëãîðèòìà, òðóäî-

åìêîñòü êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîñòðàí-

ñòâà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëüøå äâóõ, òàê êàê ðåáðà èñêîìîãî äåðåâà ïî-

ïðåæíåìó ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò

òðåõ [5, ñ.57℄.

Â ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè è ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðè-

ñòèêè àëãîðèòìà, à òàêæå íå çàòðàãèâàþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè. Öåëüþ ÿâ-

ëÿëîñü îïèñàíèå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé ïðî-

áëåìû. Óñïåøíîå ðåøåíèå îòäåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà

äàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Íà ðèñóíêàõ 3, 4
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�èñ. 3. Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 8

�èñ. 4. Ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà äëÿ n = 14
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�èñ. 5. Óñëîâíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 7, 5

�èñ. 6. Óñëîâíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 7, 8

Òàáëèöà 1.

Èñõîäíûå âåðøèíû

�èñ. n m S Ssht

5 7 2,5

5 5 1,5 14,46 13,97

6 7 2,0 38,01 37,47

6 8 1,2 39,03 38,95

7



ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïî ïîèñêó òîïîëîãèè, îòâå÷àþùåé

ÌÄØ (èñõîäíûå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà èç n âèñÿ÷èõ

âåðøèí ðåçóëüòèðóþùèõ äåðåâüåâ, n = 8 è 14). Äàííûå ãðà�û ñîâïàäàþò ñ

äåðåâüÿìè, ïîñòðîåííûìè ïðè ïîìîùè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ [2℄. �èñóíêè 5, 6

äåìîíñòðèðóþò ðàáîòó àëãîðèòìà ïî ïîñòðîåíèþ óñëîâíî ìèíèìàëüíîãî äåðå-

âà (èñõîäíûå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà âèñÿ÷èõ âåðøèí

ðåçóëüòèðóþùèõ äåðåâüåâ). Ïóñòü S � äëèíà ÊÑÑ, íàéäåííîé ïðèáëèæåííûì

àëãîðèòìîì: ïåðâîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå áëèæàéøèå âåðøèíû, çàòåì íà êàæäîé

èòåðàöèè äîáàâëÿåòñÿ áëèæàéøàÿ, åùå íå ïðèñîåäèíåííàÿ âåðøèíà è ñòðîèòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî, èç ðåçóëüòèðóþùåé çàìêíóòîé öåïè óäàëÿåòñÿ ðåáðî

ìàêñèìàëüíîé äëèíû; Ssht � äëèíà äåðåâà Øòåéíåðà, ïîëó÷åííîãî ïðè ðàáîòå

ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ; n � ÷èñëî

èñõîäíûõ âåðøèí; m � ¾ìàññà¿ èñõîäíûõ âåðøèí (¾ìàññà¿ òî÷êè Øòåéíåðà

ðàâíà 1).

Â çàêëþ÷åíèè åùå ðàç âåðíåìñÿ ê âîïðîñó íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî-

÷åê Øòåéíåðà. Âîçìîæíî, ÷òî íàèáîëåå ¾áëàãîïðèÿòíûì¿ ÿâëÿåòñÿ òàêîå ðàñ-

ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè èñõîäíûõ âåðøèí, ÷òî ïðî-

âåäåííàÿ ÷åðåç íèõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (íàïðèìåð, ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ) ¾äîñòàòî÷íî¿ ãëàäêàÿ [3℄.
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