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Аннотация. Статья посвящена исследованию одного класса многомерных
обобщённых систем Коши–Римана с сингулярными при сопряжении искомой
вектор-функции коэффициентами вида 𝑧−𝛼𝑧−𝛽𝐴, здесь 𝛼, 𝛽 – вещественные
числа, такие что 𝛼+ 𝛽 > 0 и 𝛼− 𝛽 – целое, 𝐴 – комплексная матрица порядка
𝑚. Переходом в полярные координаты решения системы ищутся в виде триго-
нометрического ряда по 𝜙 = 𝑎𝑟𝑔𝑧 с неизвестными коэффициентами 𝑤𝑛(𝑟),
зависящими от 𝑟 = |𝑧| . Для этих неизвестных коэффициентов получаются
родственные уравнения Бесселя, в которых коэффициент при искомой вектор-
функции имеет вид: 𝑛 (2𝛼+ 𝑛)𝐸𝑚 + 4𝑟2(1−𝛼−𝛽)𝐴𝐴, 𝐸𝑚− единичная матри-
ца порядка 𝑚. В зависимости от 𝛼, 𝛽 и собственных значений 𝜆𝑗 матрицы 𝐴𝐴

найдены общие решения последних уравнений, затем выписано общее решение
исходной системы. Следует отметить, что в случае, когда у матрицы 𝐴𝐴 есть
собственные значения, не являющиеся полупростыми, т. е. имеющие неодина-
ковые алгебраические и геометрические кратности, приходится решать неод-
нородные родственные уравнения Бесселя методом вариации произвольных по-
стоянных. Из найденного общего решения системы можно выделить регуляр-
ные, т. е. не имеющие в конечной части плоскости особенностей, а также ре-
шения граничных задач.
Ключевые слова: многомерная обобщённая система Коши–Римана, сингуляр-
ные коэффициенты, общее решение, собственные значения.

Введение
Теория обобщённых систем Коши–Римана

𝑤𝑧 + 𝑎 (𝑧)𝑤 + 𝑏 (𝑧)𝑤 = 0, (1)

где 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 2𝜕𝑧 = 𝜕𝑥+ 𝑖𝜕𝑦, в регулярном случае, т. е. когда коэффициенты 𝑎(𝑧) и
𝑏(𝑧) принадлежат пространству 𝐿𝑝,2(𝐶), 𝑝 > 2, разработана И.Н. Векуа [1], Л. Бер-
сом [2] и их последователями. Системы вида (1) с сингулярными коэффициентами
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исследованы в работах И.Н. Векуа [3], Л.Г. Михайлова [4], З.Д. Усманова [5] и др.
(см., например, [6]). Случай коэффициентов, определённых и ограниченных во всей
плоскости𝐶, рассмотрен в ряде работ С. Байзаева и Э.Мухамадиева (см., например,
[7–9]).

Построение общего решения
В настоящей статье излагается схема построения общего решения для много-

мерной обобщённой системы Коши–Римана вида

𝑤𝑧 +
1

𝑧𝛼𝑧𝛽
𝐴𝑤 = 0, (2)

где 𝑤 ∈ C𝑚− комплексное 𝑚-мерное пространство, 𝛼, 𝛽 – вещественные числа,
такие что 𝛼 + 𝛽 > 0 и 𝛼− 𝛽 – целое, 𝐴 – комплексная матрица порядка𝑚.

В полярных координатах система (2) имеет вид:

𝑤𝑟 +
𝑖

𝑟
𝑤𝜙 +

2

𝑟𝛼+𝛽
𝑒𝑖(𝛽−𝛼−1)𝜙𝐴𝑤 = 0. (3)

Решения системы (3) будем искать в виде ряда

𝑤 (𝑟, 𝜙) =
∞∑︁

𝑛=−∞

𝑤𝑛 (𝑟) 𝑒
𝑖𝑛𝜙, (4)

где 𝑤𝑛 (𝑟) – неизвестные вектор-функции. Подставляя в систему (3), имеем
∞∑︁

𝑛=−∞

[︂(︁
𝑤′

𝑛 −
𝑛

𝑟
𝑤𝑛

)︁
𝑒𝑖𝑛𝜙 +

2

𝑟𝛾
𝑒𝑖(𝑠−𝑛)𝜙𝐴𝑤𝑛

]︂
= 0,

здесь 𝛾 = 𝛼 + 𝛽, 𝑠 = 𝛽 − 𝛼 − 1. Заменяя в ряде
∑︀∞

𝑛=−∞ 𝐴𝑤𝑛𝑒
𝑖(𝑠−𝑛)𝜙 индекс 𝑛 на

𝑠− 𝑛, для коэффициентов 𝑤𝑛 (𝑟) получим систему уравнений вида

𝑤′
𝑛 −

𝑛

𝑟
𝑤𝑛 +

2

𝑟𝛾
𝐴𝑤𝑠−𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑍. (5)

Отсюда получаем ещё одну систему уравнений

𝑤′
𝑠−𝑛 +

2

𝑟𝛾
𝐴𝑤𝑛 −

𝑠− 𝑛

𝑟
𝑤𝑠−𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑍. (6)

В начале рассмотрим случай, когда 𝑠− нечётное. Тогда 𝑛 ̸= 𝑠−𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝑍
и соотношения (5) и (6) образуют систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений с неизвестными вектор-функциями 𝑤𝑛(𝑟) и 𝜔𝑛 (𝑟) = 𝑤𝑠−𝑛 (𝑟) . Так как при
изменении 𝑛 от 𝑝 = 𝑠+1

2
до+∞ выражение 𝑠−𝑛 меняется от 𝑝−1 до−∞, то доста-

точно считать, что 𝑛 ⩾ 𝑝.Поэтому из (5) и (6) получим систему дифференциальных
уравнений первого порядка{︃

𝑤′
𝑛 − 𝑛

𝑟
𝑤𝑛 +

2
𝑟𝛾
𝐴𝜔𝑛 = 0,

𝜔′
𝑛 +

2
𝑟𝛾
𝐴𝑤𝑛 − 𝑠−𝑛

𝑟
𝜔𝑛 = 0,

𝑛 ⩾ 𝑝. (7)



18 С. Байзаев, М.М. Шокирова. О построении решений...

Стандартным образом из системы (7) переходим к дифференциальному уравне-
нию второго порядка:

𝑤
′′

𝑛 +
𝛾 − 𝑠

𝑟
𝑤′

𝑛 −
(︂
𝑛 (𝑛− 𝑠+ 𝛾 − 1)

𝑟2
𝐸𝑚 +

4

𝑟2𝛾
𝐴𝐴

)︂
𝑤𝑛 = 0,

здесь 𝐸𝑚− единичная матрица порядка𝑚. Это уравнение перепишем в виде

𝑟2𝑤
′′

𝑛 + (2𝛼 + 1) 𝑟𝑤′
𝑛 −

(︀
𝑛 (2𝛼 + 𝑛)𝐸𝑚 + 4𝑟2(1−𝛾)𝐴𝐴

)︀
𝑤𝑛 = 0. (8)

Из уравнения (8) определим 𝑤𝑛 (𝑟) для индексов 𝑛 ⩾ 𝑝, а остальные 𝑤𝑠−𝑛 (𝑟)
находим из системы

𝐴𝑤𝑠−𝑛 (𝑟) =
𝑟𝛾

2

[︁
−𝑤′

𝑛 (𝑟) +
𝑛

𝑟
𝑤𝑛 (𝑟)

]︁
, (9)

которая следует из первого уравнения системы (7).
Пусть 𝑆− матрица, приводящая матрицу 𝐴𝐴 к квазидиагональному жорданово-

му виду [10]
Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [Λ1, . . . ,Λ𝑞] ,

где Λ𝑗− клетки Жордана порядка 𝜇𝑗 :

Λ𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆𝑗 1 0 0 . . . 0

0 𝜆𝑗 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . 𝜆𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝜆𝑗− собственные значения матрицы 𝐴𝐴, 𝜇1 + · · ·+ 𝜇𝑞 = 𝑚. Тогда 𝐴𝐴 = 𝑆Λ 𝑆−1 и
систему уравнений (8) можно записать в виде

𝑟2
(︀
𝑆−1𝑤𝑛

)︀
” + (2𝛼 + 1) 𝑟

(︀
𝑆−1𝑤𝑛

)︀′ −
−
(︀
𝑛 (2𝛼 + 𝑛)𝐸𝑚 + 4𝑟2(1−𝛾)𝐴𝐴

)︀
𝑆−1𝑤𝑛 = 0. (10)

В начале рассмотрим случай, когда все собственные значения 𝜆𝑗 матрицы 𝐴𝐴
полупростые [10], т. е. все клеткиЖордана Λ𝑗 диагональные. В таком случае систе-
ма (10) разбивается на 𝑞 системы меньшего размера:

𝑟2𝑢
′′

𝑗𝑛 + (2𝛼 + 1) 𝑟𝑢′
𝑗𝑛 −

(︀
𝑛 (2𝛼 + 𝑛)𝐸𝜇𝑗

+ 4𝑟2(1−𝛾)Λ𝑗

)︀
𝑢𝑗𝑛 = 0, 𝑗 = 1, 𝑞, (11)

здесь 𝐸𝜇𝑗
− единичная матрица порядка 𝜇𝑗 , [𝑢1𝑛, . . . , 𝑢𝑞𝑛] = 𝑆−1𝑤𝑛, 𝑢𝑗𝑛− вектор

размера 𝜇𝑗. Так как Λ𝑗 диагональные, то все координаты вектора 𝑢𝑗𝑛 удовлетворяют
одному и тому же уравнению вида

𝑟2𝑣
′′
+ (2𝛼 + 1) 𝑟𝑣′ −

(︀
𝑛 (2𝛼 + 𝑛) + 4𝑟2(1−𝛾)𝜆𝑗

)︀
𝑣 = 0, (12)

𝑣− скалярная функция.
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Уравнение (12) является родственным уравнению Бесселя и частным случаем
уравнения

𝑟2𝑣
′′
+ 𝑎𝑟𝑣′ + (𝑏𝑟𝑚 + 𝑐) 𝑣 = 0, 𝑚 ̸= 0 (13)

из [11, с. 401]. Общее решение уравнения (13) определяется так:

при 𝑏 ̸= 0 : 𝑣 (𝑟) = 𝑟
1−𝑎
2 𝑍𝜈

(︁
2
𝑚

√
𝑏𝑟

𝑚
2

)︁
, 𝜈 = 1

𝑚

√︁
(1− 𝑎)2 − 4𝑐,

при 𝑏 = 0 : 𝑣 (𝑟) =

⎧⎨⎩ 𝐶1𝑟
1−𝑎+𝜇

2 + 𝐶2𝑟
1−𝑎−𝜇

2 , если 𝜇 =
√︁

(1− 𝑎)2 − 4𝑐 ̸= 0,

𝑟
1−𝑎
2 (𝐶1 + 𝐶2 ln 𝑟) , если (1− 𝑎)2 − 4𝑐 = 0.

𝑍𝜈− цилиндрические функции, 𝐶1, 𝐶2− произвольные комплексные постоянные.
В случае уравнения (12) имеем:

𝑎 = 2𝛼 + 1, 𝑏 = −4𝜆𝑗, 𝑐 = −𝑛 (2𝛼 + 𝑛) , 𝑚 = 2 (1− 𝛾) .

При 𝛾 ̸= 1 находим 𝜈 = |𝛼+𝑛|
1−𝛾

, и если 𝜆𝑗 ̸= 0, то общее решение уравнения (12)
имеет вид

𝑣 (𝑟) = 𝑟−𝛼𝑍𝜈

(︃
2𝑖
√︀
𝜆𝑗

1− 𝛾
𝑟1−𝛾

)︃
. (14)

При 𝛾 = 1 (соответственно, 𝜆𝑗 = 0) в уравнении (12) коэффициент при 𝑣 будет
постоянным, и нужно взять 𝑏 = 0, 𝑐 = − [𝑛 (2𝛼 + 𝑛) + 4𝜆𝑗] (соответственно, 𝑐 =
−𝑛 (2𝛼 + 𝑛)) и найти 𝜇 :

𝜇 =
√︁

4𝛼2 + 4 [𝑛 (2𝛼 + 𝑛) + 4𝜆𝑗] = 2

√︁
(𝛼 + 𝑛)2 + 4𝜆𝑗

(соответственно, 𝜇 = 2 |𝛼 + 𝑛|). Тогда общее решение уравнения (12) записывается
в виде

𝑣 (𝑟) =

{︃
𝐶1𝑟

−𝛼+𝜇
2 + 𝐶2𝑟

−𝛼−𝜇
2 при 𝜇 ̸= 0,

𝑟−𝛼 (𝐶1 + 𝐶2 ln 𝑟) при 𝜇 = 0,
(15)

𝐶1, 𝐶2− произвольные комплексные постоянные.
Итак, справедлива следующая

Теорема 1. Пусть число 𝑠 = 𝛽 − 𝛼 − 1 нечётное и все собственные значения
𝜆𝑗 матрицы 𝐴𝐴 полупростые. Тогда общее решение системы (2) имеет вид

𝑤 =
∞∑︁
𝑛⩾𝑝

{︁
𝑤𝑛 (𝑟) 𝑒

𝑖𝑛𝜙 + 𝑤𝑠−𝑛𝑒
𝑖(𝑠−𝑛)𝜙

}︁
, (16)

здесь 𝑝 = 𝑠+1
2
, 𝑤𝑛 (𝑟) = 𝑆 [𝑢1𝑛, . . . , 𝑢𝑞𝑛] , 𝑆− матрица, столбцы которой состоят

из собственных векторов матрицы 𝐴𝐴, отвечающих собственным значениям 𝜆𝑗,

координаты вектор-функций 𝑢𝑗𝑛 в зависимости от значений 𝛼, 𝛽 и 𝜆𝑗 определя-
ются по формулам (14) или (15), а вектор-функции𝑤𝑠−𝑛 определяются из системы
(9).
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Замечание 1. Для𝑚 = 2, 3 в работах [12,13] исследованы вопросы о собствен-
ных значениях матрицы 𝐴𝐴 и их расположении на плоскости.

Теперь рассмотрим общий случай матрицы 𝐴𝐴. Тогда среди жордановых кле-
ток Λ𝑗 есть недиагональные и система (10) распадается на диагональные и недиаго-
нальные подсистемы. Достаточно рассмотреть случай одной недиагональной клет-
ки Λ𝑠 размера 𝜇𝑠 ⩾ 2. Для 𝑗 = 𝑠, обозначая координаты вектор-функции 𝑢𝑠𝑛 через
𝑣𝑠1, . . . , 𝑣𝑠𝜇𝑠 , систему (11) запишем в развёрнутом виде⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑟2𝑣
′′
𝑠1 + 𝜀𝑟𝑣′𝑠1 − 𝛿𝑣𝑠1 + 𝑣𝑠2 = 0,

. . .

𝑟2𝑣
′′
𝑠,𝜇𝑠−1 + 𝜀𝑟𝑣′𝑠,𝜇𝑠−1 − 𝛿𝑣𝑠,𝜇𝑠−1 + 𝑣𝑠𝜇𝑠 = 0,

𝑟2𝑣
′′
𝑠,𝜇𝑠

+ 𝜀𝑟𝑣′𝑠,𝜇𝑠
− 𝛿𝑣𝑠,𝜇𝑠 = 0,

(17)

где 𝜀 = 2𝛼 + 1, 𝛿 = 𝑛 (2𝛼 + 𝑛) + 4𝑟2(1−𝛾)𝜆𝑠. Последнее уравнение этой системы
имеет вид (12) и его общее решение запишется формулой вида (14) или (15). Пред-
последнее уравнение системы (17) является неоднородным, которое можно решить
методом вариации произвольных постоянных (см. лемму). Далее, двигаясь вверх по
системе (17), можно найти общее решение этой системы.

Рассмотрим неоднородное уравнение

𝐿𝑣 ≡ 𝑟2𝑣
′′
+ (2𝛼 + 1) 𝑟𝑣′ −

(︀
𝑛 (2𝛼 + 𝑛) + 4𝑟2(1−𝛾)𝜆𝑗

)︀
𝑣 = 𝑓 (𝑟) . (18)

Цилиндрическую функцию 𝑍𝜈 представим в виде

𝑍𝜈 = 𝐶1𝐽𝜈 + 𝐶2𝑌 𝜈 ,

𝐽𝜈 , 𝑌𝜈− бесселевы функции первого и второго рода, 𝐶1, 𝐶2− комплексные посто-
янные.

Справедлива следующая лемма об общем решении уравнения (18).

Лемма 1. Пусть 𝛾 ̸= 1 и 𝜆𝑗 ̸= 0. Тогда общее решение неоднородного уравнения
(18) имеет вид

𝑣 (𝑟) =
𝑟−𝛼

2𝑖
√︀

𝜆𝑗

{︂
𝐽𝜈

[︂
𝐶1 +

∫︁
𝑟3+𝛼𝑌𝜈𝑓 (𝑟) 𝑑𝑟

]︂
− 𝑌𝜈

[︂
𝐶2 +

∫︁
𝑟3+𝛼𝐽𝜈𝑓 (𝑟) 𝑑𝑟

]︂}︂
,

здесь всюду бесселевы функции зависят от аргумента
2𝑖
√

𝜆𝑗

1−𝛾
𝑟1−𝛾, 𝐶1, 𝐶2− произ-

вольные комплексные постоянные.

Доказательство проводится методом вариации произвольных постоянных с ис-
пользованием формулы (14). Привлекая формулу (15), можно получить формулу
общего решения неоднородного уравнения (18) и при других 𝛾 и 𝜆𝑗 .

Таким образом, мы получили схему построения общего решения системы (2),
когда число 𝑠 = 𝛽 − 𝛼− 1 является нечётным.
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Теперь рассмотрим случай 𝑠 – чётное. Тогда 𝑛 = 𝑠 − 𝑛 при 𝑛 = 𝑠
2
. При этом

значении 𝑛 в систему (5) входит одна неизвестная вектор-функция 𝑤𝑠/2 :

𝑤′
𝑠/2 −

𝑠

2𝑟
𝑤𝑠/2 +

2

𝑟2
𝐴𝑤𝑠/2 = 0.

Отсюда для 𝑤𝑠/2 получаем уравнение вида (8) с 𝑛 = 𝑠
2
, из которого определяем

𝑤𝑠/2.
Далее будем считать, что 𝑛 > 𝑠

2
, и повторяем схему, изложенную для случая

нечётного 𝑠.

Пример 1. Пусть в системе (2) матрица коэффициентов 𝐴 антидиагональная,
т. е. все элементы, расположенные вне второй (неглавной) диагонали, равны ну-
лю. Для удобства элементы, расположенные на второй диагонали, обозначим через
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚. Тогда матрица 𝐴𝐴 будет диагональной, а именно:

𝐴𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝑎1𝑎𝑚, 𝑎2𝑎𝑚−1, . . . , 𝑎𝑚𝑎1] .

Поэтому собственные значения матрицы 𝐴𝐴 будут полупростыми и равны 𝜆𝑗 =
𝑎𝑗𝑎𝑚−𝑗+1.Следовательно, в этом случае справедливо утверждение типа предложен-
ной теоремы 1.

При 𝑎𝑗 ̸= 0 ∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 все 𝜆𝑗 будут ненулевыми и все вектор-функции 𝑢𝑗𝑛

определяются по формуле (14). Если среди чисел 𝑎𝑗 есть нулевое, например 𝑎𝑘 = 0,
то 𝜆𝑘 = 𝜆𝑚−𝑘+1 = 0 и вектор-функции 𝑢𝑘𝑛 и 𝑢𝑚−𝑘+1, 𝑛 определяются по формуле
(15).

Пример 2. Рассмотрим случай, когда матрица𝐴 является треугольной с элемен-
тами 𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑚𝑚 на главной диагонали. Тогда матрица 𝐴𝐴 будет треугольной
и её собственные значения равны 𝜆𝑗 = | 𝑎𝑗𝑗|2. Если эти собственные значения явля-
ются полупростыми, то в этом случае верны аналогичные заключения из примера 1.
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Abstract. The article is devoted to the study of one class of multidimensional general-
ized Cauchy–Riemann systems with singular coefficients of the form 𝑧−𝛼𝑧−𝛽𝐴, here 𝛼,
𝛽 – real numbers such that 𝛼 + 𝛽 > 0 and 𝛼 − 𝛽 – an integer, 𝐴 – a complex ma-
trix of the order 𝑚. By moving to the polar coordinates, the solutions of the system are
searched for in the form of a trigonometric series of 𝜙 = 𝑎𝑟𝑔𝑧 with unknown coefficients
𝑤𝑛(𝑟), depending on from 𝑟 = |𝑧| . For these unknown coefficients, the related Bessel equa-
tions are obtained, in which the coefficient for the desired vector function has the form:
𝑛 (2𝛼+ 𝑛)𝐸𝑚 + 4𝑟2(1−𝛼−𝛽)𝐴𝐴,𝐸𝑚𝑖𝑠 a unit matrix of the order of 𝑚. Depending on 𝛼, 𝛽
and the eigenvalues of 𝜆𝑗 of the matrix 𝐴𝐴, general solutions of the last equations are found,
then the general solution of the original system is written out. It should be noted that in
the case when the matrix 𝐴𝐴 has eigenvalues that are not semisimple, i.e. having unequal
algebraic and geometric multiplicities, it is necessary to solve inhomogeneous related Bessel
equations by the method of variation of arbitrary constants. From the found general solution
of the system, it is possible to distinguish regular, i.e. having no singularities in the finite part
of the plane, as well as solutions to boundary value problems.
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