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Аннотация. В работе для системы линейных дифференциальных уравнений
вида 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) изучается задача существования скалярной функции вида
𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ такой, что 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡) – все компоненты вектора реше-
ния системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 ·𝑥(𝑡) для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 принад-
лежат линейной оболочке 𝑆𝑝

(︀
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′, ..., ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

)︀
.

Сформулирован и доказан критерий существования, дополняющий ранее опуб-
ликованные результаты о представимости всех компонентов системы 𝑥′(𝑡) =

𝐴 · 𝑥(𝑡) в виде линейных комбинаций производных одной скалярной функции.
Также аргументировано, что при выполнении критерия представимости перио-
дичность, почти периодичность и ограниченность вектора решения 𝑥(𝑡) систе-
мы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) следуют лишь из периодичности, почти периодичности и
ограниченности одной функции 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ соответственно.

Ключевые слова: однородная система линейных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами, метод приведения системы дифференци-
альных уравнений к одному уравнению высокого порядка, динамическая си-
стема.

Введение
Задача решения системы линейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний с постоянными коэффициентами является одной из основных задач как теории
обыкновенных дифференциальных уравнений, так и линейной алгебры [1,2]. К наи-
более известным методам решения системы линейных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами можно отнести следующие: метод приведения
системы линейных уравнений к одному уравнению высшего порядка [3, 4], метод
сведения решения системы к задаче отыскания собственных значений и собствен-
ных векторов матрицы системы [5,6], метод неопределённых коэффициентов и ме-
тод матрично-алгебраических преобразований [7–9]. В работах [10–15] рассмотре-
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ны ещё некоторые аналогичные подходы решения систем линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами.

В данной работе рассматривается задача, аналогичная задачам, приведённым
в работах [2, 4, 10–16], а именно изучается проблема существования скаляр-
ной функции вида 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ такой, что 𝑥𝑘(𝑡) ∈ {𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡)} –
любой компонент вектора решения системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) для любого на-
чального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 представляет собой линейную комбинацию про-
изводных только функции 𝑦(𝑡). Доказывается, что существует скалярный вектор
𝑐 ∈ R𝑛 такой, что все компоненты вектора решения системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡)
для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 принадлежат линейной оболочке
𝑆𝑝
(︀
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′, ..., ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

)︀
тогда и только тогда, когда для лю-

бого собственного значения 𝜆 матрицы 𝐴 выполнено равенство 𝑟𝑎𝑛𝑔 (𝐴− 𝜆𝐸) =
𝑛 − 1. Аргументируется также, что если существует скалярный вектор 𝑐 ∈ R𝑛 та-
кой, что 𝑥𝑘(𝑡) ∈ {𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡)} – любой компонент вектора решения систе-
мы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 представляет собой
линейную комбинацию производных лишь функции ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, то ∀𝛼 ∈ R∖{0} вектор
𝛼·𝑐 также обладает таким свойством, т. е. что 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡) – все компоненты
вектора решения системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 ·𝑥(𝑡) для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0

являются линейными комбинациями производных лишь функции ⟨𝛼 · 𝑐, 𝑥(𝑡)⟩.

1. Используемые обозначения
Пусть

𝐸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 ... 0

0 1 ... 0

...

0 0 ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
– единичная матрица 𝑛-го порядка.

Пусть
⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1 · 𝑦1 + 𝑥2 · 𝑦2 + ...+ 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛

– скалярное произведение векторов 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) и 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛).
Пусть

𝑥(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

...

𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
и

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 ... 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ... 𝑎2𝑛

...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ... 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ 𝑀𝑛(R)
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– вещественная квадратная матрица 𝑛-го порядка.
Пусть det(𝐴−𝜆 ·𝐸) = (−1)𝑛(𝜆−𝜆1)

𝑘1 · (𝜆−𝜆2)
𝑘2 · ... · (𝜆−𝜆𝑚)

𝑘𝑚 = (−1)𝑛(𝜆𝑛+
𝑎𝑛−1𝜆

𝑛−1+𝑎𝑛−2𝜆
𝑛−2+...+𝑎1𝜆+𝑎0) такой, что |{𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑚}| = 𝑚 и 𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑚 ∈

N.

Пусть Λ = {𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑚} и𝐵(𝜆) = 𝐴−𝜆𝐸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 − 𝜆 𝑎12 ... 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 ... 𝑎2𝑛

...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ... 𝑎𝑛𝑛 − 𝜆

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
Пусть

𝑆𝑝 (𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑛) = {𝛼1 · 𝑓1 + 𝛼2 · 𝑓2 + ...+ 𝛼𝑛 · 𝑓𝑛 : 𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 ∈ R}

– линейная оболочка функций 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑛.

2. Формулировка результатов
Рассмотрим однородную систему линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′
1(𝑡) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + · · ·+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛(𝑡),

𝑥′
2(𝑡) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡) + · · ·+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛(𝑡),

· · ·
𝑥′
𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1𝑥1(𝑡) + 𝑎𝑛2𝑥2(𝑡) + · · ·+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛(𝑡).

(1)

В силу введённых обозначений систему (1) можно записать в матричной форме
𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡).

В этой статье исследуем такую задачу: для какой матрицы𝐴 существует скаляр-
ный вектор 𝑐 ∈ R𝑛 такой, что систему (1) относительно одной скалярной функции
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ можно привести к эквивалентной системе дифференциальных уравнений
вида: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥1(𝑡) = 𝑑11⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩+ 𝑑12⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′ + · · ·+ 𝑑1𝑛⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1),

𝑥2(𝑡) = 𝑑21⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩+ 𝑑22⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′ + · · ·+ 𝑑2𝑛⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1),

· · ·
𝑥𝑛(𝑡) = 𝑑𝑛1⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩+ 𝑑𝑛2⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′ + · · ·+ 𝑑𝑛𝑛⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1),

(2)

т. е. для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 можно выразить значения всех
функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡), входящих в заданную систему (1) в виде линейных
комбинаций производных только одной функции ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩.

Систему (2) запишем в матричной форме

𝑥(𝑡) = 𝐷 · 𝑥𝑐(𝑡),
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где

𝐷 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑑11 𝑑12 ... 𝑑1𝑛

𝑑21 𝑑22 ... 𝑑2𝑛

...

𝑑𝑛1 𝑑𝑛2 ... 𝑑𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
и

𝑥𝑐(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′

...

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Теорема 1. Существует скалярный вектор 𝑐 ∈ R𝑛 такой, что систему (1) от-
носительно ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ можно привести к эквивалентной системе (2)тогда и только
тогда, когда 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆)) = 𝑛− 1 ∀𝜆 ∈ Λ.

Доказательство. В одну сторону: пусть 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆)) = 𝑛 − 1 ∀𝜆 ∈ Λ. Из
𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆)) = 𝑛 − 1 ∀𝜆 ∈ Λ следует, что геометрическая кратность всех собствен-
ных значений равна 1, следовательно, для любого собственного значения 𝜆𝑖 суще-
ствует ровно один соответствующий линейно независимый собственный вектор 𝑣𝑖
[7].

В этом случае мы конструктивно докажем, что существует скалярный вектор
𝑐 ∈ R𝑛 такой, что система (1) относительно ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ может сводиться к эквивалент-
ной системе (2), и в качестве такого искомого вектора можно взять произвольное
решение следующей системы уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⟨𝑐, 𝑣1⟩ = 1,

⟨𝑐, 𝑣2⟩ = 1,

· · ·
⟨𝑐, 𝑣𝑚⟩ = 1.

(3)

Согласно теореме Кронекера–Капелли [7] система (3) совместна. Из системы (1) и
теоремы Гамильтона–Кэли [7] следует, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛) + 𝑎𝑛−1⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎1⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′ + 𝑎0⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ = 0,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′

...

⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐 · 𝐸
𝑐 · 𝐴
𝑐 · 𝐴2

...

𝑐 · 𝐴𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

...

𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4)
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Докажем, что det(𝒪) ̸= 0, где

𝒪 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐 · 𝐸
𝑐 · 𝐴
𝑐 · 𝐴2

...

𝑐 · 𝐴𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Пусть 𝑣𝑖(𝑗) – это присоединённый вектор высоты 𝑗, соответствующий собствен-
ному значению 𝜆𝑖. Собственные векторы – это присоединённые векторы высоты 1,
т. е. 𝑣𝑖(1) = 𝑣𝑖. Другими словами, векторы 𝑣𝑖(𝑗) определяются из следующих ра-
венств:

𝐴·𝑣1(1) = 𝜆1 ·𝑣1(1), 𝐴·𝑣1(2) = 𝜆1 ·𝑣1(2)+𝑣1(1), ..., 𝐴·𝑣1(𝑘1) = 𝜆1 ·𝑣1(𝑘1)+𝑣1(𝑘1−1),

𝐴·𝑣2(1) = 𝜆2 ·𝑣2(1), 𝐴·𝑣2(2) = 𝜆2 ·𝑣2(2)+𝑣2(1), ..., 𝐴·𝑣2(𝑘2) = 𝜆2 ·𝑣2(𝑘2)+𝑣2(𝑘2−1),

...

𝐴 · 𝑣𝑚(1) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(1), 𝐴 · 𝑣𝑚(2) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(2) + 𝑣𝑚(1), ...,

𝐴 · 𝑣𝑚(𝑘𝑚) = 𝜆𝑚 · 𝑣𝑚(𝑘𝑚) + 𝑣𝑚(𝑘𝑚 − 1).

Пусть

𝑉 = [𝑣1(1), 𝑣1(2), ..., 𝑣1(𝑘1), 𝑣2(1), 𝑣2(2), ..., 𝑣2(𝑘2), ..., 𝑣𝑚(1), 𝑣𝑚(2), ..., 𝑣𝑚(𝑘𝑚)]

– матрица, составленная из координат присоединенных векторов-столбцов матрицы
𝐴.

Для доказательства det(𝒪) ̸= 0 достаточно и удобно показать, что det(𝒪·𝑉 ) ̸= 0.
Прямым перемножением матриц и с учётом присоединённости векторов показыва-
ем, что 𝒪 · 𝑉 = 𝑊 , где𝑊 = [𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, ..., 𝑤𝑛] такая, что

𝑤1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 · 𝑐11
𝜆1 · 𝑐11
𝜆2
1 · 𝑐11

𝜆3
1 · 𝑐11
...

𝜆𝑛−3
1 · 𝑐11

𝜆𝑛−2
1 · 𝑐11

𝜆𝑛−1
1 · 𝑐11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐12

𝑐12𝜆1 + 1 · 𝑐11
𝑐12𝜆

2
1 + 2𝜆1 · 𝑐11

𝑐12𝜆
3
1 + 3𝜆2

1 · 𝑐11
...

𝑐12𝜆
𝑛−3
1 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
1 · 𝑐11

𝑐12𝜆
𝑛−2
1 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
1 · 𝑐11

𝑐12𝜆
𝑛−1
1 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
1 · 𝑐11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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𝑤3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐13

𝑐13𝜆1 + 𝑐12

𝑐13𝜆
2
1 + 𝑐122𝜆1 + 1 · 𝑐11

𝑐13𝜆
3
1 + 𝑐123𝜆

2
1 + 3𝜆1 · 𝑐11

...

𝑐13𝜆
𝑛−3
1 + 𝑐12𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
1 · 𝑐11

𝑐13𝜆
𝑛−2
1 + 𝑐12𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
1 · 𝑐11

𝑐13𝜆
𝑛−1
1 + 𝑐12𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
1 · 𝑐11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐14

𝑐14𝜆1 + 𝑐13

𝑐14𝜆
2
1 + 𝑐132𝜆1 + 𝑐12

𝑐14𝜆
3
1 + 𝑐133𝜆

2
1 + 𝑐123𝜆1 + 1 · 𝑐11
...

𝑐14𝜆
𝑛−3
1 + 𝑐13𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1 + 𝑐12𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
1 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
1 · 𝑐11

𝑐14𝜆
𝑛−2
1 + 𝑐13𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1 + 𝑐12𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
1 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
1 · 𝑐11

𝑐14𝜆
𝑛−1
1 + 𝑐13𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1 + 𝑐12𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
1 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
1 · 𝑐11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

...

𝑤𝑘1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐1𝑘1

𝑐1𝑘1𝜆1 + 𝑐1𝑘1−1

𝑐1𝑘1𝜆
2
1 + 𝑐1𝑘1−12𝜆1 + 𝑐1𝑘1−2

𝑐1𝑘1𝜆
3
1 + 𝑐1𝑘1−13𝜆

2
1 + 𝑐1𝑘1−23𝜆1 + 𝑐1𝑘1−3

...

𝑐1𝑘1𝜆
𝑛−3
1 + 𝑐1𝑘1−1𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
1 + 𝑐1𝑘1−2𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
1 + · · ·+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘1
1 · 𝑐11

𝑐1𝑘1𝜆
𝑛−2
1 + 𝑐1𝑘1−1𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
1 + 𝑐1𝑘1−2𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
1 + · · ·+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘1
1 · 𝑐11

𝑐1𝑘1𝜆
𝑛−1
1 + 𝑐1𝑘1−1𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
1 + 𝑐1𝑘1−2𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
1 + · · ·+ 𝐶𝑘1−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘1
1 · 𝑐11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 · 𝑐21
𝜆2 · 𝑐21
𝜆2
2 · 𝑐21

𝜆3
2 · 𝑐21
...

𝜆𝑛−3
2 · 𝑐21

𝜆𝑛−2
2 · 𝑐21

𝜆𝑛−1
2 · 𝑐21

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤𝑘1+2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐22

𝑐22𝜆2 + 1 · 𝑐21
𝑐22𝜆

2
2 + 2𝜆2 · 𝑐21

𝑐22𝜆
3
2 + 3𝜆2

2 · 𝑐21
...

𝑐22𝜆
𝑛−3
2 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
2 · 𝑐21

𝑐22𝜆
𝑛−2
2 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
2 · 𝑐21

𝑐22𝜆
𝑛−1
2 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
2 · 𝑐21

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,



Математические структуры и моделирование. 2025. №1 (73) 29

𝑤𝑘1+3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐23

𝑐23𝜆2 + 𝑐22

𝑐23𝜆
2
2 + 𝑐222𝜆2 + 1 · 𝑐21

𝑐23𝜆
3
2 + 𝑐223𝜆

2
2 + 3𝜆2 · 𝑐21

...

𝑐23𝜆
𝑛−3
2 + 𝑐22𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
2 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
2 · 𝑐21

𝑐23𝜆
𝑛−2
2 + 𝑐22𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
2 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
2 · 𝑐21

𝑐23𝜆
𝑛−1
2 + 𝑐22𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
2 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
2 · 𝑐21

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐24

𝑐24𝜆2 + 𝑐23

𝑐24𝜆
2
2 + 𝑐232𝜆2 + 𝑐22

𝑐24𝜆
3
2 + 𝑐233𝜆

2
2 + 𝑐223𝜆2 + 1 · 𝑐21
...

𝑐24𝜆
𝑛−3
2 + 𝑐23𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
2 + 𝑐22𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
2 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
2 · 𝑐21

𝑐24𝜆
𝑛−2
2 + 𝑐23𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
2 + 𝑐22𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
2 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
2 · 𝑐21

𝑐24𝜆
𝑛−1
2 + 𝑐23𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
2 + 𝑐22𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
2 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
2 · 𝑐21

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

...

𝑤𝑘1+𝑘2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐2𝑘2

𝑐2𝑘2𝜆2 + 𝑐2𝑘2−1

𝑐2𝑘2𝜆
2
2 + 𝑐2𝑘2−12𝜆2 + 𝑐2𝑘2−2

𝑐2𝑘2𝜆
3
2 + 𝑐2𝑘2−13𝜆

2
2 + 𝑐2𝑘2−23𝜆2 + 𝑐2𝑘2−3

...

𝑐2𝑘2𝜆
𝑛−3
2 + 𝑐2𝑘2−1𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
2 + 𝑐2𝑘2−2𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
2 + · · ·+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘2
2 · 𝑐21

𝑐2𝑘2𝜆
𝑛−2
2 + 𝑐2𝑘2−1𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
2 + 𝑐2𝑘2−2𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
2 + · · ·+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘2
2 · 𝑐21

𝑐2𝑘2𝜆
𝑛−1
2 + 𝑐2𝑘2−1𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
2 + 𝑐2𝑘2−2𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
2 + · · ·+ 𝐶𝑘2−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘2
2 · 𝑐21

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

...
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𝑤𝑘1+𝑘1+...+𝑘𝑚−1+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 · 𝑐𝑚1

𝜆𝑚 · 𝑐𝑚1

𝜆2
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝜆3
𝑚 · 𝑐𝑚1

...

𝜆𝑛−3
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝜆𝑛−2
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝜆𝑛−1
𝑚 · 𝑐𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝑤𝑘1+𝑘1+...+𝑘𝑚−1+2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑚2

𝑐𝑚2𝜆𝑚 + 1 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚2𝜆
2
𝑚 + 2𝜆𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚2𝜆
3
𝑚 + 3𝜆2

𝑚 · 𝑐𝑚1

...

𝑐𝑚2𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚2𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚2𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
𝑚 · 𝑐𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+𝑘1+...+𝑘𝑚−1+3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑚3

𝑐𝑚3𝜆𝑚 + 𝑐𝑚2

𝑐𝑚3𝜆
2
𝑚 + 𝑐𝑚22𝜆𝑚 + 1 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚3𝜆
3
𝑚 + 𝑐𝑚23𝜆

2
𝑚 + 3𝜆𝑚 · 𝑐𝑚1

...

𝑐𝑚3𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚3𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚3𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
𝑚 + 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
𝑚 · 𝑐𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑤𝑘1+𝑘1+...+𝑘𝑚−1+4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑚4

𝑐𝑚4𝜆𝑚 + 𝑐𝑚3

𝑐𝑚4𝜆
2
𝑚 + 𝑐𝑚32𝜆𝑚 + 𝑐𝑚2

𝑐𝑚4𝜆
3
𝑚 + 𝑐𝑚33𝜆

2
𝑚 + 𝑐𝑚23𝜆𝑚 + 1 · 𝑐𝑚1

...

𝑐𝑚4𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑐𝑚3𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
𝑚 + 𝐶3

𝑛−3𝜆
𝑛−6
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚4𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑐𝑚3𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚4𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝑐𝑚3𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
𝑚 + 𝑐𝑚2𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
𝑚 · 𝑐𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

...

𝑤𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑚𝑘𝑚

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−1

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆
2
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−12𝜆𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−2

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆
3
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−13𝜆

2
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−23𝜆𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−3

...

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆
𝑛−3
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−1𝐶

1
𝑛−3𝜆

𝑛−4
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−2𝐶

2
𝑛−3𝜆

𝑛−5
𝑚 + · · ·+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘𝑚
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆
𝑛−2
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−1𝐶

1
𝑛−2𝜆

𝑛−3
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−2𝐶

2
𝑛−2𝜆

𝑛−4
𝑚 + · · ·+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘𝑚
𝑚 · 𝑐𝑚1

𝑐𝑚𝑘𝑚𝜆
𝑛−1
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−1𝐶

1
𝑛−1𝜆

𝑛−2
𝑚 + 𝑐𝑚𝑘𝑚−2𝐶

2
𝑛−1𝜆

𝑛−3
𝑚 + · · ·+ 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘𝑚
𝑚 · 𝑐𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где 𝑐𝑖𝑗 = ⟨𝑐, 𝑣𝑖(𝑗)⟩ – скалярное произведение векторов 𝑐 и 𝑣𝑖(𝑗). Действительно, для
этого методом математической индукции достаточно доказать, что

∀𝑝 ∈ N,∀𝑖 ∈ {1, 2, ...,𝑚} и ∀𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑘𝑖}

верно следующее равенство:

𝐴𝑝 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝜆𝑝
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝐶1

𝑝𝜆
𝑝−1
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝐶2

𝑝𝜆
𝑝−2
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 2) + · · ·

· · ·+ 𝐶𝑗−2
𝑝 𝜆𝑝−𝑗+2

𝑖 · 𝑣𝑖(2) + 𝐶𝑗−1
𝑝 𝜆𝑝−𝑗+1

𝑖 · 𝑣𝑖(1) =
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑝𝜆

𝑝−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞). (5)

Пусть 𝑝 = 1. Тогда

𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
1𝜆

1−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).

Пусть 𝑝 = 2. Тогда

𝐴2 · 𝑣𝑖(𝑗) = 𝐴 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) = 𝜆𝑖 · 𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝐴 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) =

= 𝜆𝑖(𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) + 𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝑣𝑖(𝑗 − 2) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
2𝜆

2−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).

Пусть 𝑝 = 𝑠. Тогда предположим, что

𝐴𝑠 · 𝑣𝑖(𝑗) =
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞).

Умножим это последнее равенство слева на 𝐴:

𝐴 ·(𝐴𝑠 ·𝑣𝑖(𝑗)) = 𝐴𝑠+1 ·𝑣𝑖(𝑗) = 𝐴 ·

[︃
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 ·𝑣𝑖(𝑗−𝑞)

]︃
=

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠𝜆

𝑠−𝑞
𝑖 ·𝐴 ·𝑣𝑖(𝑗−𝑞) =

= 𝐶0
𝑠𝜆

𝑠−0
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗) + 𝑣𝑖(𝑗 − 1)) + 𝐶1

𝑠𝜆
𝑠−1
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 1) + 𝑣𝑖(𝑗 − 2))+

+𝐶2
𝑠𝜆

𝑠−2
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 2) + 𝑣𝑖(𝑗 − 3)) + · · ·+ 𝐶𝑗−1

𝑠 𝜆𝑠−𝑗+1
𝑖 · (𝜆𝑖 · 𝑣𝑖(1)) =

= 𝜆𝑠+1
𝑖 𝑣𝑖(𝑗)+(𝐶0

𝑠+𝐶1
𝑠 )·𝜆𝑠

𝑖𝑣𝑖(𝑗−1)+(𝐶1
𝑠+𝐶2

𝑠 )·𝜆𝑠−1
𝑖 𝑣𝑖(𝑗−2)+(𝐶2

𝑠+𝐶3
𝑠 )·𝜆𝑠−2

𝑖 𝑣𝑖(𝑗−3)+

+ · · ·+ (𝐶𝑗−2
𝑠 + 𝐶𝑗−1

𝑠 ) · 𝜆𝑠−𝑗+2
𝑖 𝑣𝑖(1) =

𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑠+1𝜆

𝑠+1−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞) =⇒

𝐴𝑝 · 𝑣𝑖(𝑗) =
𝑗−1∑︁
𝑞=0

𝐶𝑞
𝑝𝜆

𝑝−𝑞
𝑖 · 𝑣𝑖(𝑗 − 𝑞), ∀𝑝 ∈ N,∀𝑖 ∈ {1, 2, ...,𝑚} и ∀𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑘𝑖}.
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Используя предложенный в [2] подход упрощения коэффициентов лямбд в опреде-
лителе det(𝒪 · 𝑉 ), имеем det(𝒪 · 𝑉 ) = 𝑐𝑘111 · 𝑐𝑘221 · ... · 𝑐𝑘𝑚𝑚1 · det(𝑉𝑐), где

𝑉𝑐 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝜆1 𝜆2
1 𝜆3

1 ... 𝜆𝑛−3
1 𝜆𝑛−2

1 𝜆𝑛−1
1

0 1 𝐶1
2𝜆1 𝐶1

3𝜆
2
1 ... 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
1 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
1 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
1

0 0 1 𝐶2
3𝜆1 ... 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
1 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
1 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
1

0 0 0 1 ... 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
1 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
1 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
1

...
0 0 0 0 ... 𝐶𝑘1−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘1
1 𝐶𝑘1−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘1
1 𝐶𝑘1−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘1
1

1 𝜆2 𝜆2
2 𝜆3

2 ... 𝜆𝑛−3
2 𝜆𝑛−2

2 𝜆𝑛−1
2

0 1 𝐶1
2𝜆2 𝐶1

3𝜆
2
2 ... 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
2 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
2 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
2

0 0 1 𝐶2
3𝜆2 ... 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
2 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
2 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
2

0 0 0 1 ... 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
2 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
2 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
2

...
0 0 0 0 ... 𝐶𝑘2−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘2
2 𝐶𝑘2−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘2
2 𝐶𝑘2−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘2
2

...
· · ·
...
1 𝜆𝑚 𝜆2

𝑚 𝜆3
𝑚 ... 𝜆𝑛−3

𝑚 𝜆𝑛−2
𝑚 𝜆𝑛−1

𝑚

0 1 𝐶1
2𝜆𝑚 𝐶1

3𝜆
2
𝑚 ... 𝐶1

𝑛−3𝜆
𝑛−4
𝑚 𝐶1

𝑛−2𝜆
𝑛−3
𝑚 𝐶1

𝑛−1𝜆
𝑛−2
𝑚

0 0 1 𝐶2
3𝜆𝑚 ... 𝐶2

𝑛−3𝜆
𝑛−5
𝑚 𝐶2

𝑛−2𝜆
𝑛−4
𝑚 𝐶2

𝑛−1𝜆
𝑛−3
𝑚

0 0 0 1 ... 𝐶3
𝑛−3𝜆

𝑛−6
𝑚 𝐶3

𝑛−2𝜆
𝑛−5
𝑚 𝐶3

𝑛−1𝜆
𝑛−4
𝑚

...
0 0 0 0 ... 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−3 𝜆𝑛−2−𝑘𝑚
𝑚 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−2 𝜆𝑛−1−𝑘𝑚
𝑚 𝐶𝑘𝑚−1

𝑛−1 𝜆𝑛−𝑘𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

В работе [17] доказано, что

det(𝑉𝑐) =
∏︁

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑚

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)
𝑝𝑖·𝑝𝑗 . (6)

Из (3) и (6) следует, что det(𝒪) ̸= 0. Теперь из (4) следует, что

𝑥(𝑡) = 𝒪−1 · 𝑥𝑐(𝑡). (7)

Равенство (7) означает, что 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡) – все компоненты вектора реше-
ния системы (1) для любого начального условия 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 принадлежат линейной
оболочке 𝑆𝑝

(︀
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′, ..., ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

)︀
. В одну сторону теорема

доказана.
В обратную сторону: пусть неверно, что 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆)) = 𝑛 − 1, ∀𝜆 ∈ Λ. Тогда

∃𝑟 ∈ {1, 2, ...,𝑚} : 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆𝑟)) < 𝑛− 1.
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Пусть
𝑉 ′ = [𝑣𝜆1(1), ..., 𝑣𝜆1(𝑙1), 𝑣𝜆1(𝑙1 + 1), ...

..., 𝑣𝜆1(𝑘1), ..., 𝑣𝜆𝑚(1), ..., 𝑣𝜆𝑚(𝑙𝑚), 𝑣𝜆𝑚(𝑙𝑚 + 1), ..., 𝑣𝜆𝑚(𝑘𝑚)]

– матрица, составленная из координат собственных и присоединённых векторов-
столбцов матрицы 𝐴, такая, что

𝑣𝜆𝑖
(𝑗) =

{︃
собственный вектор, соответствующий 𝜆𝑖, если 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑙𝑖}
присоединённый вектор, соответствующий 𝜆𝑖, если 𝑗 ∈ {𝑙𝑖 + 1, ..., 𝑘𝑖}

.

Известно [7], что det(𝑉 ′) ̸= 0. Если 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵(𝜆𝑟)) < 𝑛 − 1, то 𝑙𝑟 ⩾ 2, т. е. ко-
личество линейно независимых собственных векторов-столбцов матрицы 𝐴, со-
ответствующих собственному значению 𝜆𝑟, больше или равно 2. В этом случае
(𝑘1 + 𝑘2 + ... + 𝑘𝑟−1 + 1)-й и (𝑘1 + 𝑘2 + ... + 𝑘𝑟−1 + 2)-й столбцы матрицы 𝒪 · 𝑉 ′

пропорциональны друг другу и, следовательно, det(𝒪) = 0. ■

Замечание 1. Если существует скалярный вектор 𝑐 ∈ R𝑛 такой, что систему (1)
относительно ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ можно привести к эквивалентной системе вида (2), то ∀𝛼 ∈
R ∖ {0} вектор 𝛼 · 𝑐 также обладает таким свойством, т. е. систему (1) относительно
⟨𝛼 · 𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ можно привести к эквивалентной системе вида (2).

Далее уместно отметить и аргументировать три следствия из теоремы 1 о вы-
явлении периодических, почти периодических и ограниченных решений динамиче-
ских систем вида (1), поскольку периодические и ограниченные решения динами-
ческой системы очень важны как в теории дифференциальных уравнений, так и в
теории управления.

Следствие 1. Пусть система (1) относительно 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ приводится к
эквивалентной системе (2). Тогда 𝑇 -периодичность вектора решения системы (1)
следует лишь из 𝑇 -периодичности одной скалярной функции 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩.

Действительно, непосредственно дифференцируя тождество 𝑦(𝑡 + 𝑇 ) ≡ 𝑦(𝑡),
можно заметить, что ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡+ 𝑇 )

𝑦′(𝑡+ 𝑇 )

𝑦′′(𝑡+ 𝑇 )

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡+ 𝑇 )

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Отсюда в силу (7) имеем⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1(𝑡+ 𝑇 )

𝑥2(𝑡+ 𝑇 )

𝑥3(𝑡+ 𝑇 )

...

𝑥𝑛(𝑡+ 𝑇 )

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 𝒪−1 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡+ 𝑇 )

𝑦′(𝑡+ 𝑇 )

𝑦′′(𝑡+ 𝑇 )

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡+ 𝑇 )

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 𝒪−1 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

...

𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Следствие 1 доказано.
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Следствие 2. Пусть система (1) относительно 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ приводит-
ся к эквивалентной системе (2). Тогда почти периодичность вектора решения
системы (1) следует лишь из почти периодичности одной скалярной функции
𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩.

Данный факт можно обосновать, используя схему, приведённую в примере 4
[18].

Следствие 3. Пусть система (1) относительно 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ приводится к
эквивалентной системе (2). Тогда ограниченность вектора решения системы (1)
следует лишь из ограниченности одной скалярной функции 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩.

Действительно, во-первых, в силу (4) функция 𝑦(𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑦(𝑡)(𝑛) + 𝑎𝑛−1 · 𝑦(𝑡)(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2 · 𝑦(𝑡)(𝑛−2) + · · ·+ 𝑎1 · 𝑦(𝑡)′ + 𝑎0 · 𝑦(𝑡) = 0. (8)

Во-вторых, в предложении 6 [18] доказано, что если функция 𝑦(𝑡) – ограниченное
решение уравнения (8), то функции 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), ..., 𝑦(𝑛)(𝑡) также ограничены.

Следовательно, норма вектора (𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), ..., 𝑦(𝑛−1)(𝑡))𝑇 ограничена, т. е.⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

...

𝑦(𝑛−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
⩽ 𝑅0.

Отсюда в силу (7) имеем⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

...

𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝒪−1 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
⩽
⃦⃦
𝒪−1

⃦⃦
·

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

𝑦′′(𝑡)

· · ·
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
⩽

⩽
⃦⃦
𝒪−1

⃦⃦
·𝑅0 = 𝑅1 < +∞.

Следствие 3 доказано.

3. Заключение
Критерий, сформулированный и доказанный в теореме 1, является аналогом ре-

зультатов, привед‘нных, в том числе в [2, 16], с таким отличием, что в [2, 16] ис-
следовано более сильное (уточн‘нное) условие существования вектора 𝑐 ∈ R𝑛, у
которого только одна 𝑘-я координата равна 1, а остальные координаты равны 0. По-
лученный результат может быть использован при построении решений систем вида
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(1) и исследовании их на периодичность, почти периодичность и ограниченность,
поскольку при выполнении критерия представимости периодичность, почти пери-
одичность и ограниченность вектора решения 𝑥(𝑡) системы 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) следу-
ют лишь из периодичности, почти периодичности и ограниченности одной функции
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ соответственно.
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ON THE REPRESENTABILITY OF FUNCTIONS OF THE SYSTEM 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡)
IN THE FORM OF LINEAR COMBINATIONS OF DERIVATIVES OF ONE SCALAR

FUNCTION OF THE FORM 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩
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Abstract. In this paper, for a system of linear differential equations of the form 𝑥′(𝑡) =
𝐴 · 𝑥(𝑡), we study the problem of the existence of a scalar function of the form 𝑦(𝑡) =
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩ such that 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ..., 𝑥𝑛(𝑡) – all components of the solution vector of the
system 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) for any initial condition 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 belong to the linear hull
𝑆𝑝
(︀
⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′, ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩′′, ..., ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩(𝑛−1)

)︀
. An existence criterion was formulated

and proved, complementing previously published results on the representability of all com-
ponents of the system 𝑥′(𝑡) = 𝐴 · 𝑥(𝑡) in the form of linear combinations of derivatives
of one scalar function. It is also argued that when the representability criterion is met, the
periodicity, almost periodicity, and boundedness of the solution vector 𝑥(𝑡) of the system
𝑥′(𝑡) = 𝐴 ·𝑥(𝑡) follow only from the periodicity, almost periodicity, and boundedness of one
function 𝑦(𝑡) = ⟨𝑐, 𝑥(𝑡)⟩, respectively.

Keywords: homogeneous system of linear differential equations with constant coefficients,
method of reducing a system of differential equations to one high-order equation, dynamic
system.
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