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Аннотация. Рассматривается специальная трёхмерная алгебра Ли 𝒮3 V типа
Бианки. Найдено матричное представление данной алгебры Ли и соответству-
ющей связной односвязной группы Ли 𝑆3 и введены естественные координаты,
которые определяются матричным представлением. Найдены формулы экспо-
ненциального отображения относительно естественных координат. Выписаны
полные группы автоизометрий специальной алгебры Ли относительно евкли-
дова или лоренцева скалярного произведения. Найдены левоинвариантная ри-
манова метрика на группе Ли 𝑆3 и полная группа изометрий получившегося
однородного многообразия. Это многообразие оказалось пространством посто-
янной кривизны Риччи.
Ключевые слова: группа Ли, алгебра Ли, левоинвариантная метрика, изомет-
рия, кривизна Риччи.

1. Постановка задачи
Пусть 𝒢 – алгебра Ли, снабжённая евклидовым или лоренцевым скалярным про-

изведением. Линейное преобразование 𝑓 : 𝒢 → 𝒢 называется автоизометрией,
если оно является одновременно автоморфизмом алгебры Ли и изометрией относи-
тельно скалярного произведения. Это преобразование называется автоподобием,
если оно является одновременно автоморфизмом алгебры Ли и подобием относи-
тельно скалярного произведения.

Пусть 𝑔 – левоинвариантная метрика на связной группе Ли𝐺. Любая изометрия
ℎ : 𝐺 → 𝐺 однородного пространства (𝐺, 𝑔) раскладывается в композицию 𝐿𝑎 ∘ 𝑓 ,
где 𝑓 – изометрия, оставляющая единичный элемент 𝑒 ∈ 𝐺 на месте, а 𝐿𝑎 – левый
сдвиг, 𝑎 ∈ 𝐺. Поэтому для того, чтобы найти полную группу изометрий однородного
пространства (𝐺, 𝑔), мы сначала найдём изометрии, которые оставляют неподвиж-
ной единицу группы Ли. Если группа Ли 𝐺 является экспоненциальной, то такие
изометрии определяются автоизометриями соответствующей алгебры Ли 𝒢.

Согласно классификации Дж. Милнора [1] существует с точностью до изомор-
физма 6 унимодулярных трёхмерных алгебр Ли и бесконечное семейство неуни-
модулярных алгебр Ли. Все неунимодулярные трёхмерные алгебры Ли разреши-
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мы и содержат двумерный коммутативный идеал ℒ, который является унимоду-
лярным ядром. Если мы выберем базис (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) в такой алгебре Ли так, что
𝐸2, 𝐸3 ∈ ℒ, то операция [·, ·] будет полностью определяться матрицей преобразо-
вания (ad𝐸1)|ℒ : ℒ → ℒ.

Среди всех неунимодулярных трёхмерных алгебр Ли особое место занимает ал-
гебра Ли, относящаяся кV типу по классификации Бианки. Для неё при подходящем
выборе вектора𝐸1 преобразование (ad𝐸1)|ℒ является тождественным. Такую алгеб-
ру Ли будем называть специальной и обозначать её через 𝒮3. Соответствующую ей
связную односвязную группу Ли обозначим 𝑆3, и тоже будем называть специальной.

В данной работе мы найдём матричное представление алгебры Ли 𝒮3 и группы
Ли𝑆3, введём координаты в𝒮3 и𝑆3, связанные с матричным представлением, найдём
формулы, по которым действуют левый сдвиг, экспоненциальное отображение и об-
ратное к нему отображение. После этого мы определим канонический вид матрицы
Грама евклидова и лоренцева скалярного произведения в алгебре Ли 𝒮3 и найдём
формулы, по которым действуют однопараметрические группы автоподобий алгеб-
ры Ли.

В евклидовом случае мы определим вид левоинвариантного метрического тен-
зора в выбранной системе координат и найдём полную группу изометрий группы Ли
𝑆3.

Две левоинвариантные метрики на одной группе Ли мы будем относить к одному
классу, если соответствующие однородные многообразия изометричны.

2. Матричное представление
В подходящем базисе (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) операция [·, ·] в алгебре Ли 𝒮3 задаётся фор-

мулами
[𝐸1, 𝐸2] = 𝐸2, [𝐸1, 𝐸3] = 𝐸3, [𝐸2, 𝐸3] = 0⃗. (1)

В работе [2] отмечено, что этим требованиям удовлетворяют линейно независи-
мые матрицы

𝐸1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐸2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐸3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2)

Таким образом, алгебра Ли 𝒮3 может быть представлена как состоящая из матриц
вида ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 𝑢1 𝑢2

0 𝑢1 0 𝑢3

𝑢1 0 0 𝑢2

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ∈ R.
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В базисе (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3) эта матрица имеет координаты (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). Обозначим
𝑋 = exp 𝑈 . Тогда

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch𝑥1 0 sh𝑥1 𝑥2

0 𝑒𝑥1 0 𝑥3

sh𝑥1 0 ch𝑥1 𝑥2

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (3)

где
𝑥1 = 𝑢1, 𝑥2 =

𝑢2
𝑢1

(𝑒𝑢1 − 1) , 𝑥3 =
𝑢3
𝑢1

(𝑒𝑢1 − 1) . (4)

Тем самым связная односвязная группа Ли 𝑆3, которая соответствует алгебре Ли
𝒮3, может быть представлена как состоящая из матриц вида (3) с обычной операцией
умножения матриц. Мы припишем матрице (3) координаты (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Будем назы-
вать введённые нами координаты в𝑆3 и𝒮3 естественными. Тогда (4) – это формулы,
по которым действует экспоненциальное отображение exp : 𝒮3 → 𝑆3 относительно
естественных координат. Формулы обратного отображения exp−1 : 𝑆3 → 𝒮3:

𝑢1 = 𝑥1, 𝑢2 =
𝑥1𝑥2

(𝑒𝑥1 − 1)
, 𝑥3 =

𝑥1𝑥3
(𝑒𝑥1 − 1)

.

Эти формулы показывают, что группа Ли является экспоненциальной, а отобра-
жение exp : 𝒮3 → 𝑆3 является гомеоморфизмом. Заметим, что в этих фор-
мулах имеется устранимая неопределённость при 𝑥1 = 0. Необходимо опреде-
лить exp−1(0, 𝑥2, 𝑥3) = (0, 𝑥2, 𝑥3). Аналогично, в формулах (4) имеется устранимая
неопределённость при 𝑢1 = 0, и необходимо определить exp(0, 𝑢2, 𝑢3) = (0, 𝑢2, 𝑢3).

Групповая операция и обратный элемент:

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) · (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑦2𝑒
𝑥1 + 𝑥2, 𝑦3𝑒

𝑥1 + 𝑥3), (5)

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
−1 = (−𝑥1, 𝑒−𝑥1𝑥2, 𝑒

−𝑥1𝑥3).

Заметим, что формулы (5) могут быть получены без использования матричного
представления группы Ли 𝑆3, как следствие результатов, полученных С.П. Гаври-
ловым в работе [3], где рассматривался класс групп Ли произвольной размерности,
содержащих коммутативную подгруппу коразмерности 1. Там же найдена канони-
ческая форма левоинвариантного метрического тензора для групп такого класса, но
в весьма общем виде.

Любой базис, в котором коммутационные соотношения имеют вид (1), будем
называть каноническим. Полная группа автоморфизмов алгебрыЛи 𝒮3 является ше-
стимерной, и в каноническом базисе она определяется матрицей⎛⎜⎜⎝

1 0 0

𝛼 𝑎22 𝑎23

𝛽 𝑎32 𝑎33

⎞⎟⎟⎠ , 𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32 ̸= 0. (6)

В дальнейшем запись [𝐹 ] означает матрицу преобразования 𝐹 , a запись [𝑔(𝑋)]
означает матрицу метрического тензора 𝑔(𝑋).
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3. Однопараметрические группы автоизометрий
и автоподобий алгебры Ли 𝒮3

Пусть в алгебреЛи𝒮3 введено скалярное произведение.Мыопределим, к какому
виду можно привести матрицу Грама данного скалярного произведения и выпишем
однопараметрическую группу автоизометрий.

Случай 1. Пусть в алгебре Ли 𝒮3 введено евклидово скалярное произведение.
Тогда, учитывая вид (6) автоморфизмов алгебры Ли, мы можем выбрать канони-
ческий базис (𝐸 ′

1, 𝐸
′
2, 𝐸

′
3) так, что 𝐸 ′

1 ⊥ ℒ, а 𝐸 ′
2, 𝐸

′
3 образуют ортонормированный

базис (𝐸 ′
2, 𝐸

′
3) в ℒ. Тогда матрица Грама примет вид:

Γ =

⎛⎜⎜⎝
𝑘 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , (7)

где 𝑘 > 0.
Если мы хотим сделать наш базис ортонормированным (т. е. сделать матрицу

Грама единичной), нам нужно дополнительно умножить 𝐸 ′
1 на число 𝑚 = 1/

√
𝑘. В

новом базисе, составленном из векторов 𝑉1 = 𝑚𝐸 ′
1, 𝑉2 = 𝐸 ′

2, 𝑉3 = 𝐸 ′
3, операция [·, ·]

задаётся равенствами

[𝑉1, 𝑉2] = 𝑚𝑉2, [𝑉1, 𝑉3] = 𝑚𝑉3, [𝑉2, 𝑉3] = 0⃗,𝑚 > 0. (8)

Относительно любого из двух базисов (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3) или (𝐸 ′
1, 𝐸

′
2, 𝐸

′
3) произвольная

однопараметрическая группа автоизометрий задаётся матрицей вида

[𝐹
(1)
𝑡 ] =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos 𝑎𝑡 − sin 𝑎𝑡

0 sin 𝑎𝑡 cos 𝑎𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ R, 𝑎 = const ̸= 0. (9)

Случай 2. Пусть в 𝒮3 задано лоренцево скалярное произведение так, что инду-
цированное скалярное произведение в идеале ℒ положительно определено. Един-
ственное отличие от первого случая состоит в том, что в матрице (7) имеет место
𝑘 < 0. Положение базисных векторов относительно конуса изотропных векторов
показано на рис. 1, а.

Случай 3.Пусть в𝒮3 задано лоренцево скалярное произведение так, что в идеале
ℒ индуцируется знаконеопределённое скалярное произведение. Тогда в подходящем
каноническом базисе мы имеем матрицу Грама

Γ =

⎛⎜⎜⎝
𝑘 0 0

0 1 0

0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑘 > 0.

Для однопараметрической группы автоизометрий имеем матрицу
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⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 ch 𝑎𝑡 sh 𝑎𝑡

0 sh 𝑎𝑡 ch 𝑎𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ R, 𝑎 = const ̸= 0.

Положение базисных векторов относительно конуса изотропных векторов по-
казано на рис. 1, б.
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Рис. 1. Расположение базисных векторов

Случай 4.Пусть в𝒮3 задано лоренцево скалярное произведение так, что индуци-
рованное скалярное произведение в идеалеℒ вырождено. Тогда мыможем привести
матрицу Грама в каноническом базисе к виду

Γ =

⎛⎜⎜⎝
0 0 −1

0 1 0

−1 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Положение базисных векторов относительно конуса изотропных векторов показано
на рис. 2.

 
E1 

E2 
E3 L 

Рис. 2. Расположение базисных векторов
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Следующая матрица задаёт однопараметрическую группу изометрий:

Γ =

⎛⎜⎜⎝
𝑒𝜇𝑡 0 0

0 1 0

0 0 𝑒−𝜇𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝜇 = const > 0, 𝑡 ∈ R,

однако эта группа не является группой автоморфизмов. Существует ещё одна одно-
параметрическая группа изометрий, которая определяется в каноническом базисе
матрицей

Γ =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

𝑡 1 0

𝑡2/2 𝑡 1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ R,

и она является группой автоморфизмов.
Алгебра Ли 𝒮3 допускает аналог симметрии, который сохраняет операцию [·, ·]

и скалярное произведение, но только в случаях 1 и 2. Это преобразование, кото-
рое переводит канонический базис (𝐸 ′

1, 𝐸
′
2, 𝐸

′
3) в базис (𝐸 ′

1, 𝐸
′
3, 𝐸

′
2). Новый базис

тоже будет каноническим. Композиция преобразований 𝐹 (1)
𝑡 и симметрии задаётся

матрицей

[𝐹
(2)
𝑡 ] =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 sin 𝑎𝑡 cos 𝑎𝑡

0 cos 𝑎𝑡 − sin 𝑎𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ R, 𝑎 = const ̸= 0. (10)

Такие преобразования не образуют однопараметрической группы.
Отметим, что только в случае 4 алгебра Ли 𝒮3 допускает однопараметрическую

группу автоподобий, которая задаётся в каноническом базисе матрицей⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒𝜈𝑡 0

0 0 𝑒2𝜈𝑡

⎞⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ R, 𝑎 ̸= 0.

4. Основной результат
Для построения левоинвариантного метрического тензора и однопараметриче-

ской группы изометрий, оставляющей единичный элемент группы Ли 𝑆3 на месте,
мы можем использовать любой канонический базис в алгебре Ли 𝒮3. При этом мно-
гообразия, которые у нас получатся, будут изометричны, и мы их относим одному
классу. Поэтому будем исходить из того, что координаты в группе Ли и в алгебре Ли
определяются именно базисом, составленным из матриц (2).
Теорема. 1. Любой левоинвариантный риманов метрический тензор на группе Ли
𝑆3 может быть приведен к следующему виду относительно естественных коор-
динат:
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[𝑔(𝑋)] =

⎛⎜⎜⎝
𝑘 0 0

0 𝑒−2𝑥1 0

0 0 𝑒−2𝑥1

⎞⎟⎟⎠ . (11)

Однопараметрическая группа изометрий, оставляющая единичный элемент груп-
пы Ли 𝑆3 на месте, действует по формулам:

𝑓
(1)
𝑡 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1, 𝑥2 cos 𝑎𝑡− 𝑥3 sin 𝑎𝑡, 𝑥2 sin 𝑎𝑡+ 𝑥3 cos 𝑎𝑡) , (12)

𝑎 = const ̸= 0, 𝑡 ∈ R.
2. Полная группа изометрий полученного многообразия является связной, че-

тырёхмерной и состоит из преобразований, действующих по формулам⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1 + ℎ1

𝑥′2 = (𝑥2 cos 𝑎𝑡− 𝑥3 sin 𝑎𝑡)𝑒
ℎ1 + ℎ2,

𝑥′3 = (𝑥2 sin 𝑎𝑡+ 𝑥3 cos 𝑎𝑡)𝑒
ℎ1 + ℎ3,

(13)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1 + ℎ1

𝑥′2 = (𝑥2 sin 𝑎𝑡+ 𝑥3 cos 𝑎𝑡)𝑒
ℎ1 + ℎ2,

𝑥′3 = (𝑥2 cos 𝑎𝑡− 𝑥3 sin 𝑎𝑡)𝑒
ℎ1 + ℎ3,

(14)

где 𝐻(ℎ1, ℎ2, ℎ3) – произвольный элемент группы Ли 𝑆3,𝑎 = const ̸= 0, 𝑡 ∈ R.

Доказательство. 1. Формулы (5) можем переписать в виде

𝐿𝑋(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑦2𝑒
𝑥1 + 𝑥2, 𝑦3𝑒

𝑥1 + 𝑥3),

где 𝐿𝑋 : 𝑆3 → 𝑆3 – левый сдвиг на элемент 𝑋(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Находим матрицу диффе-
ренциала (𝐿𝑋)* : 𝑇𝑌𝐺3 → 𝑇𝑋𝑌𝐺3 и обратную к ней матрицу:

[(𝐿𝑋)*] =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒𝑥1 0

0 0 𝑒𝑥1

⎞⎟⎟⎠ ; 𝑊 (𝑋) = [(𝐿𝑋)*]
−1 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 𝑒−𝑥1 0

0 0 𝑒−𝑥1

⎞⎟⎟⎠ .

Они постоянны, т. е. не зависят от элемента 𝑌 (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3).
Матрицу метрического тензора 𝑔 в точке 𝑋(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) находим по формуле

[𝑔(𝑋)] = 𝑊 𝑇 (𝑋)Γ𝑊 (𝑋)

в соответствии с методикой, описанной в работе [4]. Для рассматриваемого случая
получаем матрицу (11).
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Рис. 3. Построение однопараметрической группы подобий

Пусть 𝐹 (1)
𝑡 : 𝒮3 → 𝒮3 – однопараметрическая группа автоизометрий алгебры Ли

𝒮3. Тогда подобия группы Ли 𝑆3 будем строить по правилу (рис. 3):

𝑓
(1)
𝑡 = exp ∘𝐹 (1)

𝑡 ∘ exp−1 : 𝑆3 → 𝑆3.

Непосредственным вычислением убеждаемся, что однопараметрическая группа,
состоящая из изометрий 𝑓 (1)

𝑡 , действует по формулам (12).
Убедимся, что полученные преобразования действительно являются изометри-

ями при любом значении 𝑡. При каждом фиксированном значении 𝑡 дифференциал
(𝑓

(1)
𝑡 )* преобразования относительно координатных векторных полей ( 𝜕

𝜕𝑥1
, 𝜕
𝜕𝑥2
, 𝜕
𝜕𝑥3

)
задаётся в точности матрицей (9). Обратная матрица 𝐼𝑡 имеет вид

𝐼𝑡 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos 𝑎𝑡 sin 𝑎𝑡

0 − sin 𝑎𝑡 cos 𝑎𝑡

⎞⎟⎟⎠ .

Матрицу тензора (𝑓 (1)
𝑡 )*𝑔(𝑋) находим из равенства

[(𝑓
(1)
𝑡 )*𝑔(𝑋)] = 𝐼𝑇𝑡 [𝑔(𝑋)]𝐼𝑡.

Непосредственным вычислением получаем, что [(𝑓
(1)
𝑡 )*𝑔(𝑋)] = 𝑔(𝑋 ′), где

𝑋 ′ = 𝑓𝑡(𝑋). Это значит, что однопараметрическая группа преобразований, действу-
ющая по формулам (12), действительно является группой изометрий.

2. С помощью точно таких же вычислений мы найдём ещё одно множество изо-
метрий построенного нами однородного многообразия:

𝑓
(2)
𝑡 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1, 𝑥2 sin 𝑎𝑡+ 𝑥3 cos 𝑎𝑡, 𝑥2 cos 𝑎𝑡− 𝑥3 sin 𝑎𝑡), (15)

𝑎 = const ̸= 0, 𝑡 ∈ R. Произвольную изометрию мы можем представить, как компо-
зицию 𝐿𝐻 ∘ 𝑓 (1)

𝑡 или 𝐿𝐻 ∘ 𝑓 (2)
𝑡 , где 𝐻 – произвольный элемент группы. Левый сдвиг

на элемент 𝐻(ℎ1, ℎ2, ℎ3) задаётся формулой
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𝐿𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 + ℎ1, 𝑥2𝑒
ℎ1 + ℎ2, 𝑥3𝑒

ℎ1 + ℎ3).

Подставляя сюда формулы (12) или (15) получим формулы (13) или (14).
■

Замечание 1. Полученное в этой работе однородное риманово многообразие
является многообразием постоянной положительной кривизны Риччи.

В работе [5] была описана разработка рабочей книги Excel для вычисления тен-
зора кривизны левоинвариантныхметрик на четырёхмерных группахЛи. Существу-
ет несложная методика применения этой рабочей книги и в трёхмерном случае. Мы
вычислили тензор кривизны и тензор Риччи для полученного в этой работе одно-
родного многообразия вручную и проверили результаты с помощью рабочей книги.

Вычисления удобнее проводить в ортонормированном базисе (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3),
а в нём операция [·, ·] задаётся формулами (8). Матрицы операторов
𝑅(𝑉1, 𝑉2), 𝑅(𝑉1, 𝑉3), 𝑅(𝑉2, 𝑉3) имеют, соответственно, вид:⎛⎜⎜⎝

0 −𝑚2 0

𝑚2 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎝
0 0 −𝑚2

0 0 0

𝑚2 0 0

⎞⎟⎟⎠ ;

⎛⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 −𝑚2

0 𝑚2 0

⎞⎟⎟⎠ .

Ненулевыми являются следующие компоненты тензора кривизны типа (4.0):

𝑅1221 = 𝑅1331 = 𝑅2332 = −𝑚2

и получающиеся из них в результате известных перестановок индексов. В соответ-
ствии с [1] кривизна Риччи в направлении единичного вектора 𝑋 вычисляется по
формуле 𝑟(𝑋) = ⟨∑︀𝑖𝑅(𝑋, 𝑉𝑖)𝑋, 𝑉𝑖)⟩, где ⟨, ⟩ означает метрический тензор. В ре-
зультате кривизна Риччи в направлении всех базисных векторов получается равной:

𝑟(𝑉1) = 𝑟(𝑉2) = 𝑟(𝑉3) = 2𝑚2.

Это означает, что и для любого единичного вектора 𝑟(𝑋) = 2𝑚2.

5. Матричное представление связной группы
изометрий

Мы выяснили, что полная группа изометрий группы Ли 𝑆3, снабжённая римано-
вой левоинвариантнойметрикой, состоит из преобразований, которые действуют по
формулам (13) или (14) относительно канонических координат, будем их называть
изометриями первого и второго рода соответственно. Полную группу изометрий
обозначим 𝐼𝑠(𝑆3), а преобразования первого рода образуют связную группу – ком-
поненту связности единичного элемента группы 𝐼𝑠(𝑆3). Мы обозначим её 𝐼𝑠𝑒(𝑆3).

Если рассмотреть представление группы Ли 𝑆3 в виде вектор-столбцов с компо-
нентами (𝑥1, 1, 𝑥2, 𝑥3, 1), то действие преобразований из 𝐼𝑠𝑒(𝑆3) может быть пред-
ставлено в виде матрицы
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[𝑇 ] =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ℎ1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 𝑒ℎ1 cos 𝑎𝑡 −𝑒ℎ1 sin 𝑎𝑡 0

0 0 𝑒ℎ1 sin 𝑎𝑡 𝑒ℎ1 cos 𝑎𝑡 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑎 = const > 0, 𝑡 ∈ R.

Припишем такому элементу группы 𝐼𝑠𝑒(𝑆3) координаты (𝑡, ℎ1, ℎ2, ℎ3). Коорди-
ната 𝑡 является циклической: (𝑡, ℎ1, ℎ2, ℎ3) и (𝑡 + 2𝜋𝑘

𝑎
, ℎ1, ℎ2, ℎ3), 𝑘 ∈ Z, определяют

одну и ту же точку.
Нетрудно вычислить, что групповая операция в 𝐼𝑠𝑒(𝑆3) задаётся формулами

(𝑡1, ℎ1, ℎ2, ℎ3) · (𝑡2, 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3) =
=
(︀
𝑡1 + 𝑡2, ℎ1 + 𝑔1, 𝑒

ℎ1(𝑔2 cos 𝑡1 − 𝑔3 sin 𝑡1) + ℎ2, 𝑒
ℎ1(𝑔2 sin 𝑡1 + 𝑔3 cos 𝑡1) + ℎ3

)︀
.

Обратный элемент:

(𝑡, ℎ1, ℎ2, ℎ3)
−1 =

(︀
−𝑡,−ℎ1,−𝑒−ℎ1(ℎ2 cos 𝑎𝑡+ ℎ3 sin 𝑎𝑡), 𝑒

−ℎ1(ℎ2 sin 𝑎𝑡− ℎ3 cos 𝑎𝑡)
)︀
.

Преобразования второго рода также можно представить в виде матрицы, но про-
изведение двух преобразований второго рода является преобразованием первого ро-
да, и поэтому преобразования второго рода группу не образуют.

Заметим, что

(𝑡1, ℎ1, 0, 0) · (𝑡2, 𝑔1, 0, 0) = (𝑡1 + 𝑡2, ℎ1 + 𝑔1, 0, 0).

(0, 0, ℎ2, ℎ3) · (0, 0, 𝑔2, 𝑔3) = (0, 0, ℎ2 + 𝑔2, ℎ3 + 𝑔3).

Это значит, элементы, для которых 𝑡 = ℎ1 = 0, образуют коммутативную под-
группу, и элементы, для которых ℎ2 = ℎ3 = 0, тоже образуют коммутативную под-
группу. Нетрудно проверить, что эти подгруппы являются нормальными; обозначим
их𝐺1 и𝐺2 соответственно, и их элементам будем приписывать две координаты, от-
брасывая нули.

Каждому элементу (𝑡1, ℎ1) ∈ 𝐺1 поставим в соответствие преобразование

𝜙(𝑡, ℎ1) : 𝐺2 → 𝐺2,

действующее по формуле:

𝜙(𝑡, ℎ1)(ℎ2, ℎ3) = (𝑒ℎ1(ℎ2 cos 𝑡1 − ℎ3 sin 𝑡1), 𝑒
ℎ1(ℎ2 sin 𝑡1 + ℎ3 cos 𝑡1)).

Нетрудно проверить, что

𝜙(𝑡1 + 𝑡2, ℎ1 + 𝑔1)(ℎ2, ℎ3) = (𝜙(𝑡1, ℎ1) ∘ 𝜙(𝑡2, 𝑔1)) (ℎ2, ℎ3) =

= (𝜙(𝑡2, 𝑔1) ∘ 𝜙(𝑡1, 𝑔2)) (ℎ2, ℎ3).
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Поскольку каждое преобразование 𝜙(𝑡, ℎ1) является линейным, то оно является
автоморфизмом группы 𝐺2. Тем самым мы имеем отображение

𝜙 : 𝐺1 → Aut(𝐺2),

которое является гомоморфизмом.
Из этого можно сделать вывод, что группа 𝐼𝑠𝑒(𝑆3) является полупрямым произ-

ведением групп 𝐺1 и 𝐺2: 𝐼𝑠𝑒(𝑆3) = 𝐺2 ◁𝜙 𝐺1.
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