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Аннотация. В работе рассматриваются изэнтропические течения идеального
газа, гравирующего поНьютону. В качестве математических моделей получены
двумерные интегро-дифференциальные системы уравнений газовой динамики
для политропного газа. Для полученных уравнений поставлена задача Коши
во всём пространстве 𝑅2. Решение задачи построено в виде степенных рядов.
Коэффициенты рядов найдены при решении алгебраических уравнений с ин-
тегральными правыми частями. Получены ограничения на начальные условия
задачи Коши, при которых сходятся несобственные интегралы в правых частях
алгебраических уравнений.
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Введение
В работе [1] для описания течений газа, гравирующего по Ньютону, получены

системы интегро-дифференциальных уравнений. При исследовании этих уравнений
в [2] были найдены трёхмерные стационарные течения самогравитирующего газа.
Для одномерных течений самогравитирующего газа [2–5] удалось построить диф-
ференциальные модели уравнений газовой динамики и решить основные начально-
краевые задачи об истечении газа в вакуум. В работе [6] была сделана попытка
построения решения задачи Коши для трёхмерной интегро-дифференциальной си-
стемы уравнений газовой динамики. Решение строилось в виде ряда. К сожалению,
удалось выписать и проанализировать только первый член ряда. Для построения ре-
шения задачи Коши в ограниченной области для самогравитирующего газа [7] была
использована дифференциальная система уравнений. Однако не было доказано, что
использованная дифференциальная система уравнений эквивалентна интегро-диф-
ференциальной системе уравнений газовой динамики.

В данной работе будет исследоваться задача Коши для двумерных интегро-
дифференциальных систем уравнений газовой динамики с начальными данными,
поставленными во всём пространстве 𝑅2.
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1. Построение математической модели

Будут рассматриваться изэнтропические течения газа со следующими искомыми
газо-динамическими параметрами: 𝑢, 𝑣, 𝑤 – декартовы координаты вектора скоро-
сти газа; 𝜌 – плотность газа.

Система уравнений, описывающая изэнтропические течения газа, гравирующе-
го по Ньютону, имеет вид [1]

𝜌𝑡 + 𝑢𝜌𝑥 + 𝑣𝜌𝑦 + 𝑤𝜌𝑧 + 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑤𝑢𝑧 +
1

𝜌
𝑝𝑥 = 𝐹1,

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 + 𝑤𝑣𝑧 +
1

𝜌
𝑝𝑦 = 𝐹2,

𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 + 𝑣𝑤𝑦 + 𝑤𝑤𝑧 +
1

𝜌
𝑝𝑧 = 𝐹3.

(1)

Здесь

𝐹1 = 𝐺

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜍)(𝑥− 𝜉1)
(
√︀
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3

𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜍;

𝐹2 = 𝐺

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜍)(𝑦 − 𝜉2)
(
√︀
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3

𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜍;

𝐹3 = 𝐺

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2, 𝜍)(𝑧 − 𝜍)
(
√︀
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3

𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜍,

где 𝑝 – давление; Ω = 𝑅3 – область, занимаемая газом;𝐺 = 6, 67 · 10−11 Hm2

kg2
– грави-

тационная постоянная.
Для построения двумерных течений газа предположим, что область Ω является

бесконечным цилиндром, в основании которого плоскость 𝐷 = 𝑅2.
Пусть во всех точках области Ω заданы следующие параметры газа:

𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑤 = 0.

Тогда гравирующая сила −→𝐹 = {𝐹1, 𝐹2, 𝐹3} вычисляется по формулам
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𝐹1 = 𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑥− 𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝜉2

+∞∫︁
−∞

1

(
√︀

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3
𝑑𝜍;

𝐹2 = 𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑦 − 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2

+∞∫︁
−∞

1

(
√︀
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3

𝑑𝜍;

𝐹3 = 𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑧 − 𝜍)𝑑𝜉1𝑑𝜉2

+∞∫︁
−∞

1

(
√︀

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2)3
𝑑𝜍.

(2)
В первых двух равенствах системы (2) сделаем замену переменных

𝑧 − 𝜍 =
√︁
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 tg 𝑢.

Получим

𝐹1 = −𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑥− 𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝜉2

𝜋
2∫︁
−𝜋

2

cos𝑢

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2
𝑑𝑢;

𝐹2 = −𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑦 − 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2

𝜋
2∫︁
−𝜋

2

cos𝑢

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2
𝑑𝑢.

После интегрирования имеем

𝐹1 = −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑥− 𝜉1)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2;

𝐹2 = −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑦 − 𝜉2)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2.

Вычисляя последний интеграл в 𝐹3, получим

𝐹3 = 𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)
1√︀

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2 + (𝑧 − 𝜍)2

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞

−∞

𝑑𝜉1𝑑𝜉2 = 0.
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Таким образом, четвёртое уравнение системы (1) выполняется тождественно, и
система (1) перепишется в виде

𝜌𝑡 + 𝑢𝜌𝑥 + 𝑣𝜌𝑦 + 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 +
1

𝜌
𝑝𝑥 = −2𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑥− 𝜉1)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2;

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 +
1

𝜌
𝑝𝑦 = −2𝐺

∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑦 − 𝜉2)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2.

(3)

Не нарушая общности, уравнение состояния политропного газа возьмём в виде
𝑝 =

𝜌𝛾

𝛾
, 𝛾 = const > 1. Тогда система (3) для изэнтропических течений газа будет

иметь вид

𝜌𝑡 + 𝑢𝜌𝑥 + 𝑣𝜌𝑦 + 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝜌𝛾−2𝜌𝑥 =

= −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑥− 𝜉1)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2;

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 + 𝜌𝛾−2𝜌𝑦 =

= −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝜌(𝑡, 𝜉1, 𝜉2)(𝑦 − 𝜉2)
(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2

𝑑𝜉1𝑑𝜉2.

(4)

Замечание 1. Заметим, что система (4) для произвольного числа 𝛾 не является
аналитической. Полагая, что (𝛾 − 2) = 𝑘 – целое положительное число, получим
счётный набор 𝛾 = (2+𝑘) = {2; 3; 4; 5; 6; 7; . . .}, для которыхфункция 𝜌𝛾−2 является
аналитической. Заметим, что для воды 𝛾 = 7, т. е. 𝑘 = 5. При этом для воздуха
𝛾 = 1, 4 в этот набор не входит.

Если за неизвестную функцию взять 𝑐 – скорость звука газа
(︂
𝑐2 =

𝑑𝑝

𝑑𝜌
= 𝜌𝛾−1

)︂
,

то система (4) будет иметь вид:
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𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑥 + 𝑣𝑐𝑦 +
𝛾 − 1

2
𝑐(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑥 =

= −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝑐

2

𝛾 − 1 (𝑡, 𝜉1, 𝜉2)
𝑥− 𝜉1

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2
𝑑𝜉1𝑑𝜉2;

(5)

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑦 =

= −2𝐺
∫︁∫︁
𝐷

𝑐

2

𝛾 − 1 (𝑡, 𝜉1, 𝜉2)
𝑦 − 𝜉2

(𝑥− 𝜉1)2 + (𝑦 − 𝜉2)2
𝑑𝜉1𝑑𝜉2.

Интегралы в правой части системы (5) запишем в полярной системе координат:

𝜉1 − 𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝜉2 − 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑑𝜉1𝑑𝜉2 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙.

Соответственно, пределы интегрирования будут иметь вид

𝐷 : 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 2𝜋, 0 ⩽ 𝑟 <∞.

Тогда система (5) перепишется в виде

𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑥 + 𝑣𝑐𝑦 +
𝛾 − 1

2
𝑐(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑥 =

= −2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎢⎣ ∞∫︁
0

𝑐

2

𝛾 − 1 (𝑡, 𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑑𝑟

⎤⎥⎦ cos𝜙𝑑𝜙;

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑦 =

= −2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎢⎣ ∞∫︁
0

𝑐

2

𝛾 − 1 (𝑡, 𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑑𝑟

⎤⎥⎦ sin𝜙𝑑𝜙.

(6)
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Замечание 2. В результате такой замены мы получили аналитическую систе-
му уравнений газовой динамики, но для произвольного числа 𝛾 подынтегральная

функция 𝑐
2

𝛾 − 1 не является аналитической. Предполагая, что 2

𝛾 − 1
= 𝑛 – нату-

ральное число, получим счётный набор 𝛾 =
(︁
1 +

2

𝑛

)︁
=

[︂
3; 2;

5

3
;
3

2
; 1, 4; ...

]︂
, для

которых подынтегральная функция является аналитической. Заметим, что для воз-
духа 𝛾 = 1, 4, т. е. 𝑛 = 5.

2. Построение решения задачи Коши
Система (6) с учётом замечания 2 будет иметь вид

𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑥 + 𝑣𝑐𝑦 +
1

𝑛
𝑐(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑢𝑦 + 𝑛𝑐𝑐𝑥 =

= −2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑐𝑛(𝑡, 𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

⎤⎦ cos𝜙𝑑𝜙;

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑣𝑣𝑦 + 𝑛𝑐𝑐𝑦 =

= −2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑐𝑛(𝑡, 𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

⎤⎦ sin𝜙𝑑𝜙.

(7)

Пусть при 𝑡 = 𝑡0 заданы начальные условия

𝑐(𝑡0, 𝑥, 𝑦) = 𝑐0(𝑥, 𝑦), 𝑢(𝑡0, 𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑡0, 𝑥, 𝑦) = 𝑣0(𝑥, 𝑦). (8)

Далее будет предполагаться, что функции 𝑐0(𝑥, 𝑦), 𝑢0(𝑥, 𝑦), 𝑣0(𝑥, 𝑦) ограничены
во всей области 𝑅2 и интеграл

∞∫︁
0

𝑐𝑛0 (𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑑𝑟 (9)

сходится.
Построим решение задачи (7), (8) в виде ряда по степеням 𝑡

f(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑘=0

f𝑘(𝑥, 𝑦)
(𝑡− 𝑡0)𝑘

𝑘!
, f = {𝑐, 𝑢, 𝑣}. (10)

Нулевые коэффициенты ряда (10) находятся из начальных условий (8).
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В системе (7) положим 𝑡 = 𝑡0 и получим первые коэффициенты ряда (10):

𝑐1 = −𝑢0𝑐0𝑥 − 𝑣0𝑐0𝑦 −
1

𝑛
𝑐0(𝑢0𝑥 + 𝑣0𝑦);

𝑢1 = −𝑢0𝑢0𝑥 − 𝑣0𝑢0𝑦 − 𝑛𝑐0𝑐0𝑥−

−2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑐𝑛0 (𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

⎤⎦ cos𝜙𝑑𝜙;

(11)

𝑣1 = −𝑢0𝑣0𝑥 − 𝑣0𝑣0𝑦 − 𝑛𝑐0𝑐0𝑦−

−2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑐𝑛0 (𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

⎤⎦ sin𝜙𝑑𝜙.

Продифференцируем систему (7) по 𝑡, положим 𝑡 = 𝑡0 и получим вторые коэф-
фициенты ряда (10)

𝑐2 = −𝑢1𝑐0𝑥 − 𝑢0𝑐1𝑥 − 𝑣0𝑐0𝑦 − 𝑣1𝑐1𝑦 −
𝛾 − 1

2
𝑐1(𝑢0𝑥 + 𝑣0𝑦)−

− 1

𝑛
𝑐0(𝑢1𝑥 + 𝑣1𝑦);

𝑢2 = −𝑢1𝑢0𝑥 − 𝑢0𝑢1𝑥 − 𝑣1𝑢0𝑦 − 𝑣0𝑢1𝑦 − 𝑛(𝑐1𝑐0𝑥 + 𝑐0𝑐1𝑥)−

−2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑛𝑐𝑛−1
0 𝑐1𝑑𝑟

⎤⎦ cos𝜙𝑑𝜙;

𝑣2 = −𝑢1𝑣0𝑥 − 𝑢0𝑣1𝑥 − 𝑣1𝑣0𝑦 − 𝑣0𝑣1𝑦 − 𝑛𝑐0𝑐0𝑦−

−2𝐺
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑛𝑐𝑛−1
0 𝑐1𝑑𝑟

⎤⎦ sin𝜙𝑑𝜙.

Далее будет предполагаться, что интеграл
∞∫︁
0

𝑛𝑐𝑛−1
0 (𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑐1(𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑑𝑟 (12)

сходится.
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Остальные коэффициенты ряда получаются рекуррентным образом с помощью
дифференцирования системы (7) по 𝑡 подстановки в полученные выражения 𝑡 = 𝑡0
и ранее вычисленных коэффициентов ряда.

Продифференцируем систему (7) 𝑘 раз по 𝑡, положим 𝑡 = 𝑡0 и получим

𝑐𝑘+1 = 𝐹1𝑘(𝑥, 𝑦);

𝑢𝑘+1 = 𝐹2𝑘(𝑥, 𝑦)− 2𝐺

2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑃𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝜙)

⎤⎦ cos𝜙𝑑𝜙;

𝑣𝑘+1 = 𝐹3𝑛(𝑥, 𝑦)− 2𝐺

2𝜋∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑃𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝜙)𝑑𝑟

⎤⎦ sin𝜙𝑑𝜙.

(13)

Здесь
𝐹1𝑘(𝑥, 𝑦) = −

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑢𝑝 · 𝑐𝑥(𝑘−𝑝)−

−
𝑘∑︀

𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑣𝑝 · 𝑐𝑦(𝑘−𝑝) −

𝛾 − 1

2

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑐𝑝[𝑢𝑥(𝑘−𝑝) + 𝑣𝑦(𝑘−𝑝)];

𝐹2𝑘(𝑥, 𝑦) = −
𝑘∑︀

𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑢𝑝 · 𝑢𝑥(𝑘−𝑝) −

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑣𝑝 · 𝑢𝑦(𝑘−𝑝)−

− 2

𝛾 − 1

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑐𝑝𝑐𝑥(𝑘−𝑝);

𝐹3𝑘(𝑥, 𝑦) = −
𝑘∑︀

𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑢𝑝 · 𝑣𝑥(𝑘−𝑝) −

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑣𝑝 · 𝑣𝑦(𝑘−𝑝)−

− 2

𝛾 − 1

𝑘∑︀
𝑝=0

𝐶𝑝
𝑘𝑐𝑝𝑐𝑦(𝑘−𝑝);

𝑃𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝜙) =
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
[𝑐𝑛(𝑡, 𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)]𝑡=𝑡0 .

(14)

Далее будет предполагаться, что интегралы
∞∫︁
0

𝑃𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝜙)𝑑𝑟 (15)

сходятся.
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При сделанных предположениях рекуррентные соотношения для построения ре-
шения задачи Коши получены.

Лемма. Пусть в окрестности точки𝑀0(𝑥0, 𝑦0) заданы функции 𝑢0(𝑥, 𝑦) =
𝑢00(𝑥, 𝑦)

𝑥 · 𝑦
,

𝑣0(𝑥, 𝑦) =
𝑣00(𝑥, 𝑦)

𝑥 · 𝑦
, 𝑐0(𝑥, 𝑦) =

𝑐00(𝑥, 𝑦)

𝑥 · 𝑦
. Если функции 𝑐00(𝑥, 𝑦), 𝑢00(𝑥, 𝑦), 𝑣00(𝑥, 𝑦)

и их частные производные любого порядка ограничены в области 𝑅2, тогда несоб-
ственные интегралы (15) сходятся.

Доказательство. Лемма доказывается индукцией по 𝑘. База индукции:
∞∫︁
0

𝑐𝑛0 (𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑑𝑟 = lim
𝑅→∞

𝑅∫︁
0

𝑐𝑛00(𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

(𝑥+ 𝑟 cos𝜙)𝑛 · (𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑛
𝑑𝑟.

Заметим, что 𝑛 – фиксированное натуральное число. Следовательно, функция
𝑐𝑛00(𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙) ограничена в области 𝑅2, т. е.

|𝑐𝑛00(𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)| < 𝐴.

Тогда
𝑅∫︁

0

𝑐𝑛00(𝑥+ 𝑟 cos𝜙, 𝑦 + 𝑟 sin𝜙)

(𝑥+ 𝑟 cos𝜙)𝑛 · (𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑛
𝑑𝑟 <

<

𝑅∫︁
0

𝐴

(𝑥+ 𝑟 cos𝜙)𝑛 · (𝑦 + 𝑟 sin𝜙)𝑛
𝑑𝑟 = 𝐽𝑛.

Вычислим интеграл 𝐽𝑛.
При 𝑛 = 1

𝐽1 = 𝐴

𝑅∫︁
0

1

(𝑥+ 𝑟 cos𝜙) · (𝑦 + 𝑟 sin𝜙)
𝑑𝑟 =

=
𝐴

𝑦 cos𝜙− 𝑥 sin𝜙
ln

⃒⃒⃒⃒
(𝑥+𝑅 cos𝜙)𝑦

(𝑦 +𝑅 sin𝜙)𝑥

⃒⃒⃒⃒
;

lim
𝑅→∞

𝐽1 = lim
𝑅→∞

𝐴

𝑦 cos𝜙− 𝑥 sin𝜙
ln

⃒⃒⃒⃒
(𝑥+𝑅 cos𝜙)𝑦

(𝑦 +𝑅 sin𝜙)𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

=
𝐴

𝑦 cos𝜙− 𝑥 sin𝜙
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑦 cos𝜙

𝑥 sin𝜙

⃒⃒⃒⃒
интеграл (9) сходится.

При 𝑛 > 1 порядок 𝐽𝑛 будет 1

𝑟2𝑛
, и это гарантирует сходимость интеграла (9).
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Дальнейшее доказательство проведём для 𝑛 = 1.
Рассмотрим интегралы

𝐼1 =

2𝜋∫︁
0

𝐴 cos𝜙

𝑦 cos𝜙− 𝑥 sin𝜙
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑦 cos𝜙

𝑥 sin𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜙;

𝐼2 =

2𝜋∫︁
0

𝐴 sin𝜙

𝑦 cos𝜙− 𝑥 sin𝜙
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑦 cos𝜙

𝑥 sin𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜙.

Перепишем их в виде

𝐼1 =
𝐴

𝑦

2𝜋∫︁
0

ctg𝜙

ctg𝜙− 𝑥

𝑦

ln
⃒⃒⃒𝑦
𝑥
ctg𝜙

⃒⃒⃒
𝑑𝜙, 𝐼2 =

𝐴

𝑥

2𝜋∫︁
0

tg𝜙

tg𝜙− 𝑦

𝑥

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥

𝑦
tg𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜙.

Это несобственные интегралы от функций, разрывных в точках:𝜙 = 0; 𝜙 =
𝜋

2
; 𝜙 =

𝜋; 𝜙 =
3𝜋

2
𝜙 = arctg

𝑦

𝑥
.

Далее интегралы 𝐼1, 𝐼2 рассмотрим в пределах от 0 до 𝜋
2
.

В интеграле 𝐼1 сделаем замену переменных 𝑧 = ctg𝜙, в интеграле 𝐼2 – замена
𝑧 = tg𝜙. Получим

𝐼1 =
𝐴

𝑦

∞∫︁
0

𝑧(︂
𝑧 − 𝑥

𝑦

)︂
(1 + 𝑧2)

ln
(︁𝑦
𝑥
𝑧
)︁
𝑑𝑧;

𝐼2 =
𝐴

𝑥

∞∫︁
0

𝑧(︁
𝑧 − 𝑦

𝑥

)︁
(1 + 𝑧2)

ln

(︂
𝑥

𝑦
𝑧

)︂
𝑑𝑧.

Исследуем интеграл 𝐼1 в точке 𝑧 =
𝑥

𝑦
. Интеграл рассмотрим в пределах[︂

𝑥

𝑦
− 𝑎, 𝑥

𝑦
+ 𝑏

]︂
, 𝑎 ∈

(︂
0,
𝑥

𝑦

)︂
, 𝑏 ∈

(︂
𝑥

𝑦
,∞
)︂
.

𝐼1 =
𝐴

𝑦

𝑥

𝑦∫︁
𝑥

𝑦
−𝑎

𝑧(︂
𝑧 − 𝑥

𝑦

)︂
(1 + 𝑧2)

ln
(︁𝑦
𝑥
𝑧
)︁
𝑑𝑧+

+
𝐴

𝑦

𝑥

𝑦
+𝑏∫︁

𝑥

𝑦

𝑧(︂
𝑧 − 𝑥

𝑦

)︂
(1 + 𝑧2)

ln
(︁𝑦
𝑥
𝑧
)︁
𝑑𝑧.
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Сделаем замену переменных 𝑈 =
𝑦

𝑥
𝑧, 𝑧 =

𝑥

𝑦
𝑈 . Будем иметь

𝐼1 =
𝐴𝑥

𝑦2

1∫︁
1−𝑎

𝑦

𝑥

𝑈

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃ ln𝑈𝑑𝑈+

+
𝐴𝑥

𝑦2

1+𝑏
𝑦

𝑥∫︁
1

𝑈

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃ ln𝑈𝑑𝑈.

Или, если 𝑉 = 𝑈 − 1,

𝐼1 =
𝐴𝑥

𝑦2

0∫︁
−𝑎
𝑦

𝑥

𝑉 + 1

𝑉

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂ ln(1 + 𝑉 )𝑑𝑉+

+
𝐴𝑥

𝑦2

𝑏
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑉 + 1

𝑉

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂ ln(1 + 𝑉 )𝑑𝑉.

Поскольку ln(1 + 𝑉 ) ⩽ 𝑉 , то справедлива оценка

𝐼1 ⩽
𝐴𝑥

𝑦2

0∫︁
−𝑎
𝑦

𝑥

𝑉 + 1

1 +
𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

𝑑𝑉 +
𝐴

𝑦

𝑏
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑉 + 1

1 +
𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

𝑑𝑉

или

𝐼1 ⩽
𝐴

2𝑥

0∫︁
−𝑎
𝑦

𝑥

𝑑

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

+
𝐴

2𝑥

𝑏
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑑

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

.

Интегрируя, имеем

𝐼1 ⩽
𝐴

2𝑥

[︂
ln

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂]︂⃒⃒⃒⃒0
−𝑎
𝑦

𝑥

+ ln

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
(𝑉 + 1)2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑏𝑦
𝑥

0
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или

𝐼1 ⩽
𝐴

2𝑥
ln

1 +
𝑥2

𝑦2

(︁
1 + 𝑏

𝑦

𝑥

)︁2
1 +

𝑥2

𝑦2

(︁
1− 𝑎𝑦

𝑥

)︁2 .
Аналогично получаем оценку для 𝐼2:

𝐼2 ⩽
𝐴

2𝑦
ln

1 +
𝑦2

𝑥2

(︂
1 + 𝑏

𝑥

𝑦

)︂2

1 +
𝑥2

𝑦2

(︂
1− 𝑎𝑥

𝑦

)︂2 .

Следовательно, интеграл 𝐼1 в точке 𝑧 =
𝑥

𝑦
и интеграл 𝐼2 в точке 𝑧 =

𝑦

𝑥
сходятся.

Исследуем интеграл 𝐼1 в точке 𝑧 = 0. Рассмотрим его в пределах [0, 𝑎] и после
замены 𝑈 =

𝑦

𝑥
𝑧, 𝑧 =

𝑥

𝑦
𝑈 получим

𝐼1 =
𝐴𝑥

𝑦2

𝑎
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑈

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃ ln𝑈𝑑𝑈.

В окрестности точки 𝑈 = 0 справедливо неравенство ln𝑈 ⩽
1

𝑈
. Тогда

𝐼1 ⩽
𝐴𝑥

𝑦2

𝑎
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑈2

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃𝑑𝑈 ⩽

𝐴𝑥

𝑦2

𝑎
𝑦

𝑥∫︁
0

𝑈

1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2𝑑𝑈.

Интегрируя, имеем

𝐼1 ⩽
𝐴

2𝑥
ln

(︂
1 +

𝑥2

𝑦2
𝑈2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑎𝑦
𝑥

0

=
𝐴

2𝑥
ln 2.

Оценка для 𝐼2 будет иметь вид
𝐼2 ⩽

𝐴

2𝑦
ln 2.

Следовательно, интегралы 𝐼1 и 𝐼2 в точке 𝑧 = 0 сходятся.
Исследуем интеграл 𝐼1 при 𝑧 → ∞. Рассмотрим его в пределах [𝑏,∞] и после

замены 𝑈 =
𝑦

𝑥
𝑧, 𝑧 =

𝑥

𝑦
𝑈 получим

𝐼1 =
𝐴𝑥

𝑦2

∞∫︁
𝑏
𝑦

𝑥

𝑈

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃ ln𝑈𝑑𝑈.
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При 𝑈 →∞ справедливо неравенство ln𝑈 ⩽
√
𝑈 . Тогда

𝐼1 ⩽
𝐴𝑥

𝑦2

∞∫︁
𝑏
𝑦

𝑥

𝑈
√
𝑈

(𝑈 − 1)

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝑦
𝑈

)︂2
)︃𝑑𝑈 ⩽

𝐴

𝑥

∞∫︁
𝑏
𝑦

𝑥

1

(𝑈 − 1)
√
𝑈
𝑑𝑈.

Делая замену переменных 𝑈 = 𝑤2, получим

𝐼1 ⩽
2𝐴

𝑥

∞∫︁
√︃
𝑏
𝑦

𝑥

1

𝑤2 − 1
𝑑𝑤 =

𝐴

𝑥
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑤 − 1

𝑤 + 1

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒∞√︃
𝑏
𝑦

𝑥

=
𝐴

𝑥
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑏
𝑦

𝑥
+ 1

𝑏
𝑦

𝑥
− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Оценка для 𝐼2 будет иметь вид

𝐼2 ⩽
𝐴

𝑦
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑏
𝑥

𝑦
+ 1

𝑏
𝑥

𝑦
− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

При 𝑈 →∞ интегралы 𝐼1 и 𝐼2 сходятся.
База индукции доказана.
Заметим, что условия леммы и формулы (11), (12) гарантируют, что 𝑐1, 𝑐2 имеет

такой же порядок по 𝑥, 𝑦, как и 𝑐0.
Делаем индуктивное предположение, что, при 𝑙 < 𝑘, 𝑐𝑙 имеет такой порядок по

𝑥, 𝑦, как и 𝑐0. Тогда из формул (13) и условий леммы получаем, что интегралы (15)
сходятся. Лемма доказана. ■

Заключение
1. В работе построена математическая модель для описания двумерных течений

газа, гравирующего по Ньютону.

2. Для интегро-дифференциальной системы уравнений газовой динамики по-
ставлена задача Коши, решение которой построено в виде степенного ряда.

3. Коэффициенты ряда получены с помощью рекуррентных соотношений из ре-
шения алгебраически уравнений с интегральными правыми частями.

4. Получены ограничения на начальные условия задачи Коши, при которых схо-
дятся несобственные интегралы в правых частях алгебраических уравнений.

Таким образом, выполнено аналитическое исследование для дальнейшего чис-
ленного моделирования гравитационных волн на большой промежуток времени.
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Abstract. The paper considers isentropic flows of an ideal gas gravitating by Newton. Two-
dimensional integro-differential systems of equations of gas dynamics for a polytropic gas
are obtained as mathematical models. For the obtained equations, the Cauchy problem is
posed in the entire space 𝑅2. The solution of the problem is constructed in the form of power
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