
Математические
структуры и моделирование

2024. №1 (69). С. 5–17

УДК 519.65:519.85:512.563
DOI 10.24147/2222-8772.2024.1.5-17

ОБ ОДНОМ ПРИВЕДЕНИИ СИСТЕМЫ БУЛЕВЫХ
УРАВНЕНИЙ К ЭКВИВАЛЕНТНОЙ СИСТЕМЕ

ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Д.Н. Баротов1
старший преподаватель, e-mail: DNBarotov@fa.ru

Р.Н. Баротов2
докторант, e-mail: ruzmet.tj@mail.ru

1Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации, Москва, Россия
2Худжандский государственный университет имени академика Б. Гафурова, Худжанд,

Таджикистан

Аннотация.В данной работе исследуется задача конструирования специально-
го продолжения булевой функции на всё пространствоR𝑛, благодаря которому
без добавления каких-либо ограничений система𝑚 булевых уравнений преоб-
разуется в эквивалентную систему 𝑚 полиномиальных уравнений. В резуль-
тате исследования для любой булевой функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) конструиру-
ется соответствующая бесконечно дифференцируемая рациональная функция
𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) такая, что

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1} ⇐⇒

{︃
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1}𝑛

𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
.

Благодаря конструированной функции 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), во-первых, без до-
бавления каких-либо ограничений произвольная система 𝑚 булевых урав-
нений преобразуется в эквивалентную систему 𝑚 рациональных уравнений,
во-вторых, решение преобразованной эквивалентной системы рациональных
уравнений сводится к задаче численной минимизации некоторой бесконечно-
дифференцируемой целевой функции, решаемой методами оптимизации, и к
эквивалентной системе полиномиальных уравнений, решаемой и анализируе-
мой алгоритмом F4.
Ключевые слова: продолжение булевойфункции, система булевых уравнений,
глобальная оптимизация, алгоритм F4, SAT.

Введение
Система булевых уравнений была важной темой исследований на протяжении

почти двух столетий, и её значимость и сегодня трудно переоценить. Решение бу-
левых уравнений проникает во многие области современной науки, такие как ло-
гическое проектирование, биология, грамматика, химия, право, медицина, спектро-
скопия и теория графов [1]. Многие важные задачи исследования операций можно
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свести к задаче решения системы булевых уравнений. Ярким примером является
задача коалиционной игры 𝑛 лиц с отношением доминирования между различными
стратегиями [2]. Решения булевых уравнений также служат важным инструментом
при обработке псевдобулевых уравнений и неравенств и связанных с ними задач це-
лочисленного линейного программирования [2]. В последние годы ещё одной важ-
ной и перспективной областью, в которой применяется решение системы булевых
уравнений, является алгебраический криптоанализ. Для конкретного шифра алгеб-
раический криптоанализ состоит из двух этапов: преобразовать шифр в систему по-
линомиальных уравнений (обычно над булевым кольцом) и решить полученную си-
стему полиномиальных уравнений [3]. Одно из первых успешных применений реше-
ние системы булевых уравнений было продемонстрировано в работе [4]. Поэтому,
с одной стороны, совершенствуются существующие методы и алгоритмы, с другой
стороны, разрабатывается и адаптируется множество новых направлений и алго-
ритмов решения систем булевых уравнений [5–11]. Одним из таких направлений
является преобразование системы булевых уравнений в систему уравнений над по-
лем действительных чисел, поскольку в этой области известно множество методов
и алгоритмов решения систем. Суть этого направления состоит в том, что система
булевых уравнений преобразуется в систему уравнений над полем действительных
чисел и решение ищется на множестве действительных чисел. В свою очередь пре-
образованная система может быть сведена к задаче численной оптимизации, что
позволяет применять, анализировать и комбинировать такие методы, как алгоритм
наискорейшего спуска, метод Ньютона и алгоритм координатного спуска [11–20].
Существует множество способов преобразования системы булевых уравнений в си-
стему уравнений над полем действительных чисел [11–22]. Но одна из основных
проблем, возникающих при применении этих методов, заключается в том, что пре-
образованная система уравнений на множестве действительных чисел может иметь
множество посторонних решений, что усложняет их практическое использование
[16, 18].

В настоящей работе немного уточняется результат, приведённый в [19], а именно
конструируется «подходящее» продолжение (определение будет дано ниже) произ-
вольной булевой функции на всё пространство R𝑛, благодаря которому доказыва-
ется, что без добавления каких-либо ограничений система 𝑚 булевых уравнений и
преобразованная система 𝑚 рациональных уравнений на множестве действитель-
ных чисел будут эквивалентны, т. е. проблема посторонних решений полностью ре-
шается. Также доказывается, что на основе предъявленного подходящего продол-
жения булевой функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) можно конструировать новую функцию,
которая также является подходящим продолжением наR𝑛 функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

1. Используемые определения и обозначения
Пусть B𝑛 = {(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) : 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 ∈ {0, 1}} – множество всевозможных

двоичных слов (булевых векторов) длины 𝑛.

Определение 1. Функцию вида 𝑓𝑏 : B𝑛 → B назовём булевой функцией.

Пусть 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓𝑏) = {(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∈ B𝑛 : 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) = 1} – носитель булевой
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функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), т. е. множество всех булевых векторов, на которых булева
функция 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) принимает значение 1.

Пусть 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) = 𝑏1 ∧ 𝑏2 ∧ ... ∧ 𝑏𝑛 – логическое произведение булевых
переменных 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛.

Пусть 𝑥𝑜𝑟𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) = 𝑏1⊕𝑏2⊕...⊕𝑏𝑛 – логическая сумма (сумма по модулю 2)
булевых переменных 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛.

Определение 2. Функцию вида 𝑓𝑟 : R𝑛 → R назовём продолжением на R𝑛 буле-
вой функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), если

𝑓𝑟(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) = 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∀(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∈ B𝑛.

Определение 3. Функцию вида 𝑓𝑠 : R𝑛 → R назовём подходящим продолжением
на R𝑛 булевой функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), если 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐶∞(R𝑛) и

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1} ⇐⇒

{︃
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1}𝑛

𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
.

2. Конструирование подходящих продолжений булевых
функций

В этом разделе мы сначала построим подходящее продолжение для элементар-
ных функций 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) и 𝑥𝑜𝑟𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), а затем на его основе построим
продолжение для произвольной булевой функции. С этой целью обоснуем справед-
ливость следующих двух лемм.

Лемма 1. Для булевой функции 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) функция вида

𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 (1)

является подходящим продолжением на R𝑛.

Доказательство. Действительно, предъявленная функция 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
является подходящим продолжением на R𝑛, для этого достаточно проверить
справедливость следующих свойств:

(𝑎) 0 ⩽ 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⩽ 1, ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

(𝑏) Если (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛, то 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B = {0, 1} .

(𝑐) 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 0 ⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛∖{(1, 1, . . . , 1)}.

(𝑑) 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 1 ⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (1, 1, . . . , 1).

(𝑎) Первое неравенство, которое находится слева, очевидно, так как

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

⩾ 0
(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)

2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 ⩾ 0, ∀𝑥𝑘∈ R и ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}
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и, следовательно,

𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 ⩾ 0.

Теперь докажем второе неравенство, которое находится справа. Для этого в процес-
се пользуемся в том числе неравенством между средним арифметическим и средним
геометрическим.

𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑥21

2𝑥21 − 2𝑥1 + 1
· 𝑥22
2𝑥22 − 2𝑥2 + 1

· . . . · 𝑥2𝑛
2𝑥2𝑛 − 2𝑥𝑛 + 1

+

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 =

=

(︃
𝑛

√︃
𝑥21

2𝑥21 − 2𝑥1 + 1
· 𝑥22
2𝑥22 − 2𝑥2 + 1

· . . . · 𝑥2𝑛
2𝑥2𝑛 − 2𝑥𝑛 + 1

)︃𝑛

+

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 ⩽

⩽

(︂
1

𝑛
·
(︂

𝑥21
2𝑥21 − 2𝑥1 + 1

+
𝑥22

2𝑥22 − 2𝑥2 + 1
+ . . .+

𝑥2𝑛
2𝑥2𝑛 − 2𝑥𝑛 + 1

)︂)︂𝑛

+

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 ⩽

⩽
1

𝑛
·
(︂

𝑥21
2𝑥21 − 2𝑥1 + 1

+
𝑥22

2𝑥22 − 2𝑥2 + 1
+ . . .+

𝑥2𝑛
2𝑥2𝑛 − 2𝑥𝑛 + 1

)︂
+

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 =

1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 =

=
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥2𝑘 · (2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 +

1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥2𝑘 · (2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)− 𝑥4𝑘
(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)

2 =

=
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

2 · 𝑥2𝑘 (2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)− 𝑥4𝑘
(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)

2 =
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

2 · 𝑥2𝑘 (2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)− 𝑥4𝑘 − (2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 +

1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 = − 1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 +

𝑛

𝑛
⩽ 1, ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

(𝑏) Если (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛, то 𝑥𝑘 ∈ B,∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}. Отсюда

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

=
𝑥2𝑘

2𝑥𝑘 · (𝑥𝑘 − 1) + 1
=

𝑥𝑘
0 + 1

= 𝑥𝑘 ∈ B,
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(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 =

(𝑥𝑘(𝑥𝑘 − 1))2

(2𝑥𝑘(𝑥𝑘 − 1) + 1)2
=

02

(0 + 1)2
= 0 ∈ B, ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} .

Следовательно,
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 = 𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B.

(𝑐) Действительно,

𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑥2
𝑘

2𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1

= 0

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑥2
𝑘−𝑥𝑘)

2

(2𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1)

2 = 0
⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑥2𝑘 = 0

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2
= 0

⇐⇒

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛 = 0

𝑥21 − 𝑥1 = 0

𝑥22 − 𝑥2 = 0

. . . . . . . . .

𝑥2𝑛 − 𝑥𝑛 = 0

⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛∖ {(1, 1, . . . , 1)}.

(𝑑) Действительно, в силу (𝑎)

𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑥2𝑘
2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1

+
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥2𝑘 − 𝑥𝑘)
2

(2𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2 = 1 ⇐⇒

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

(𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1)

2

(2𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1)

2 = 0

− 1
𝑛
·

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑥2
𝑘

2𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1

+
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑥2
𝑘

2𝑥2
𝑘−2𝑥𝑘+1

= 0
⇐⇒

⇐⇒

⎧⎨⎩ (𝑥2𝑘 − 2𝑥𝑘 + 1)
2
= 0, ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}

𝑥2
𝑖

2𝑥2
𝑖−2𝑥𝑖+1

=
𝑥2
𝑗

2𝑥2
𝑗−2𝑥𝑗+1

, ∀𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}
⇐⇒

⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (1, 1, . . . , 1).

Лемма подробно доказана. ■

Замечание 1. Нет свойства единственности подходящего продолже-
ния на R𝑛 булевой функции 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), поскольку, например, если
𝑎𝑛𝑑𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) подходящее продолжение булевой функции 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛),
то (𝑎𝑛𝑑𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛))

2 также является подходящим продолжением на R𝑛

функции 𝑎𝑛𝑑𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛).
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Лемма 2. Для булевой функции 𝑥𝑜𝑟𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) функция вида

𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
1

2
− 1

2
·

𝑛∏︁
𝑘=1

2− 4𝑥𝑘

1 + (1− 2𝑥𝑘)
2 (2)

является подходящим продолжением на R𝑛.

Доказательство. Действительно, представленная функция 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
является подходящим продолжением на R𝑛, для этого достаточно показать
справедливость следующих свойств:

(𝑎) 0 ⩽ 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⩽ 1, ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

(𝑏) 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛.

(𝑐) 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 0 ⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛 и (𝑥1+𝑥2+. . .+𝑥𝑛) – чётно.
(𝑑) 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 1 ⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛 и (𝑥1+𝑥2+. . .+𝑥𝑛) – нечётно.
(𝑎) Действительно, так как очевидно, что (−2𝑥𝑘)2 ⩾ 0 и (2− 2𝑥𝑘)

2 ⩾ 0, ∀𝑥𝑘∈ R.
Из этих неравенств следует

−1 ⩽
2− 4𝑥𝑘

1 + (1− 2𝑥𝑘)
2 ⩽ 1, ∀𝑥𝑘∈ R.

Теперь легко заметить, что из последнего неравенства следует, что

−1 ⩽
2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 ·. . .·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2 ⩽ 1, ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

Отсюда в силу (2) получим

0 ⩽ 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⩽ 1, ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

(𝑏) Сначала докажем в одну сторону, если (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛, то

2− 4𝑥𝑘

1 + (1− 2𝑥𝑘)
2 ∈ {−1, 1} , ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}

и, следовательно,

−1

2
· 2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 · . . . ·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2 ∈

{︂
−1

2
,
1

2

}︂
.

Отсюда в силу (2) получим

𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B = {0, 1} , ∀ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛.

Теперь докажем в обратную сторону, если 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ {0, 1}, то в силу (2)

2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 · . . . ·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2 ∈ {−1, 1} .
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Переходя к модулям, получим⃒⃒⃒⃒
2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 · . . . ·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2

⃒⃒⃒⃒
= 1.

Отсюда ⃒⃒⃒⃒
2− 4𝑥𝑘

1 + (1− 2𝑥𝑘)
2

⃒⃒⃒⃒
= 1, ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} .

Заметим, что из последнего равенства следует

𝑥𝑘 ∈ {0, 1}, ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}

и, следовательно,
(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛.

(𝑐) Сначала докажем в одну сторону, если 𝑥𝑜𝑟𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 0, то из пункта (𝑏)
следует, что (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛. Заметим, что если (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛, то

2− 4𝑥𝑘

1 + (1− 2𝑥𝑘)
2 =

2− 4𝑥𝑘
1 + (±1)2

= 1− 2𝑥𝑘 = (−1)𝑥𝑘 , ∀𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}

и, следовательно,

0 =
1

2
− 1

2
· 2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 · . . . ·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2 =

=
1

2
− 1

2
· 2− 4𝑥1
1 + (±1)2

· 2− 4𝑥2
1 + (±1)2

· . . . · 2− 4𝑥𝑛
1 + (±1)2

=

=
1

2
− 1

2
· (1− 2𝑥1) · (1− 2𝑥2) · . . . · (1− 2𝑥𝑛) =

=
1

2
− 1

2
· (−1)𝑥1 · (−1)𝑥2 · . . . · (−1)𝑥𝑛 =

1

2
− 1

2
· (−1)𝑥1+𝑥2+...+𝑥𝑛 .

Отсюда получим, что (𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛) – чётно.
Теперь докажем в обратную сторону, если (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛 и (𝑥1+𝑥2+ · · ·+𝑥𝑛)
– чётно, то

0 =
1

2
− 1

2
· (−1)𝑥1+𝑥2+...+𝑥𝑛 =

1

2
− 1

2
· (−1)𝑥1 · (−1)𝑥2 · . . . · (−1)𝑥𝑛 =

=
1

2
− 1

2
· (1− 2𝑥1) · (1− 2𝑥2) · . . . · (1− 2𝑥𝑛) =

=
1

2
− 1

2
· 2− 4𝑥1
1 + (±1)2

· 2− 4𝑥2
1 + (±1)2

· . . . · 2− 4𝑥𝑛
1 + (±1)2

=

=
1

2
− 1

2
· 2− 4𝑥1

1 + (1− 2𝑥1)
2 ·

2− 4𝑥2

1 + (1− 2𝑥2)
2 · . . . ·

2− 4𝑥𝑛

1 + (1− 2𝑥𝑛)
2 = 𝑥𝑜𝑟𝑠 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) .

(𝑑) Справедливость этого пункта следует из пунктов (𝑏) и (𝑐). Лемма подробно до-
казана. ■

Замечание 2. Нет свойства единственности подходящего продолжения на R𝑛

булевой функции 𝑥𝑜𝑟𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛). Обоснование этого аналогично обоснованию
замечания 1.
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3. Конструирование подходящего продолжения произволь-
ной булевой функции

В этом разделе на основе (1) и (2) построим подходящее продолжение для про-
извольной булевой функции 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛).

Теорема 1. Для произвольной булевой функции 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) функция вида

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =

=
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 +

(︀
1− 2 · 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀)︀2 (3)

является подходящим продолжением на R𝑛, где 𝑥𝑏𝑘𝑘 = (2𝑏𝑘 − 1) · 𝑥𝑘 + 1− 𝑏𝑘.

Доказательство. Легко заметить, что предъявленная функция 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈
𝐶∞ (R𝑛). В силу теоремы 2 из [21] и формы СДНФ справедливо следующее вспо-
могательное тождество:

𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
⨁︁

(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧ 𝑥𝑏11 ∧ 𝑥𝑏22 ∧ ... ∧ 𝑥𝑏𝑛𝑛 . (4)

Остаётся доказать, что

∀𝑏 ∈ {0, 1}, 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏⇐⇒ (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ B𝑛 и 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏.

Сначала докажем в одну сторону, пусть 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑏 ∈ {0, 1}. Тогда в силу
леммы 2 имеем 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
∈ {0, 1}, ∀(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∈

B𝑛. Тогда в силу леммы 1 имеем
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
∈

B𝑛+1, ∀(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∈ B𝑛. Отсюда следует, что (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ B𝑛. В таком
случае

𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
=

= 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) · ((2𝑏1 − 1) · 𝑥1 + 1− 𝑏1) · ((2𝑏2 − 1) · 𝑥2 + 1− 𝑏2)·

·... · ((2𝑏𝑛 − 1) · 𝑥𝑛 + 1− 𝑏𝑛) = 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ·
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑏𝑘 · 𝑥𝑘 + (1− 𝑏𝑘) · (1− 𝑥𝑘)) =

= 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)∧
𝑛⋀︁

𝑘=1

(︀
𝑏𝑘 · 𝑥𝑘 + 𝑏𝑘 · 𝑥𝑘

)︀
= 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)∧

𝑛⋀︁
𝑘=1

𝑥𝑏𝑘𝑘 , ∀(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∈ B𝑛

и, следовательно,

2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 +

(︀
1− 2 · 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀)︀2 =

=
2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 + (±1)2

=
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= 1− 2 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
=

= 1− 2 · 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧
𝑛⋀︁

𝑘=1

𝑥𝑏𝑘𝑘 = (−1)
𝑓𝑏(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∧

𝑛⋀︀
𝑘=1

𝑥
𝑏𝑘
𝑘
.

Отсюда

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

(−1)
𝑓𝑏(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∧

𝑛⋀︀
𝑘=1

𝑥
𝑏𝑘
𝑘

=

=
1

2
− 1

2
· (−1)

∑︀
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∧
𝑛⋀︀

𝑘=1
𝑥
𝑏𝑘
𝑘

=

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧
𝑛⋀︁

𝑘=1

𝑥𝑏𝑘𝑘

⎞⎠ mod 2 =

=
⨁︁

(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧ 𝑥𝑏11 ∧ 𝑥𝑏22 ∧ ... ∧ 𝑥𝑏𝑛𝑛 .

В силу тождества (4) справедливо⨁︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧ 𝑥𝑏11 ∧ 𝑥𝑏22 ∧ ... ∧ 𝑥𝑏𝑛𝑛 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑏.

Теперь докажем в другую сторону, пусть (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ B𝑛 и 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑏.
Тогда

𝑏 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
⨁︁

(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧ 𝑥𝑏11 ∧ 𝑥𝑏22 ∧ ... ∧ 𝑥𝑏𝑛𝑛 =

=

⎛⎝ ∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧
𝑛⋀︁

𝑘=1

𝑥𝑏𝑘𝑘

⎞⎠ mod 2 =
1

2
− 1

2
·

(−1)
∑︀

(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛
𝑓𝑏(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∧

𝑛⋀︀
𝑘=1

𝑥
𝑏𝑘
𝑘

=
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

(−1)
𝑓𝑏(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∧

𝑛⋀︀
𝑘=1

𝑥
𝑏𝑘
𝑘

=

=
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

(︃
1− 2 · 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) ∧

𝑛⋀︁
𝑘=1

𝑥𝑏𝑘𝑘

)︃
=

=
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 + (±1)2

=

=
1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 +

(︀
1− 2 · 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀)︀2 .
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В силу (3) справедливо

1

2
− 1

2
·

∏︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2− 4 · 𝑎𝑛𝑑𝑠
(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀
1 +

(︀
1− 2 · 𝑎𝑛𝑑𝑠

(︀
𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛), 𝑥

𝑏1
1 , 𝑥

𝑏2
2 , ..., 𝑥

𝑏𝑛
𝑛

)︀)︀2 =

= 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑏.

Теорема доказана. ■

Замечание 3. Нет свойства единственности подходящего продолжения на R𝑛

булевой функции 𝑓𝑏(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛). Обоснование этого аналогично обоснованию за-
мечания 1, т. е. благодаря одному конструированному подходящему предложению
можно построить бесконечное количество новых подходящих предложений.

Рассмотрим произвольную систему булевых уравнений вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝1(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

𝑝2(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

𝑝3(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

· · · · · · · · ·
𝑝𝑚(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

. (5)

Трансформируем систему (5) в соответствующую систему подходящих уравнений
вида⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝𝑠1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
1
2
− 1

2
·

∏︀
(𝑏1,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2−4·𝑎𝑛𝑑𝑠
(︁
𝑝1(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁
1+

(︁
1−2·𝑎𝑛𝑑𝑠

(︁
𝑝1(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁)︁2 = 0

𝑝𝑠2(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
1
2
− 1

2
·

∏︀
(𝑏1,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2−4·𝑎𝑛𝑑𝑠
(︁
𝑝2(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁
1+

(︁
1−2·𝑎𝑛𝑑𝑠

(︁
𝑝2(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁)︁2 = 0

𝑝𝑠3(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
1
2
− 1

2
·

∏︀
(𝑏1,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2−4·𝑎𝑛𝑑𝑠
(︁
𝑝3(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁
1+

(︁
1−2·𝑎𝑛𝑑𝑠

(︁
𝑝3(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁)︁2 = 0

· · · · · · · · ·

𝑝𝑠𝑚(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) =
1
2
− 1

2
·

∏︀
(𝑏1,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

2−4·𝑎𝑛𝑑𝑠
(︁
𝑝𝑚(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁
1+

(︁
1−2·𝑎𝑛𝑑𝑠

(︁
𝑝𝑚(𝑏1,...,𝑏𝑛),𝑥

𝑏1
1 ,𝑥

𝑏2
2 ,...,𝑥𝑏𝑛

𝑛

)︁)︁2 = 0

.

(6)
В свою очередь, для системы (6) построим целевую функцию вида

𝑡𝑓 𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑠𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). (7)

Теперь установим связь между (5), (6) и (7) в виде утверждения и приведём соответ-
ствующее доказательство.

Утверждение 1. В R𝑛 системы (5) и (6) эквивалентны, причём (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
будет решением систем (5) и (6) тогда итолькотогда, когда 𝑡𝑓 𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0.
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Доказательство. В одну сторону очевидно, так как функция 𝑝𝑠𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) яв-
ляется одним из продолжений булевой функции 𝑝𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), ∀𝑘 ∈ {1, 2, ...,𝑚}
и, следовательно, множество решений системы (5) является подмножеством мно-
жества решений системы (6).

В другую сторону, пусть (𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛) ∈ R𝑛 произвольное решение системы (6).
Тогда в силу лемм 1, 2 и теоремы 1 (𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛) ∈ B𝑛 и, следовательно, (𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛)
является решением системы (5), так как 𝑝𝑠𝑘(𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛) = 𝑝𝑘(𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛), ∀𝑘 ∈
{1, 2, ...,𝑚}. Следовательно, множество решений системы (6) вR𝑛 является подмно-
жеством множества решений системы (5).

В силу лемм 1, 2 и теоремы 1 справедливо неравенство
0 ⩽ 𝑝𝑠𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ⩽ 1, ∀𝑘 ∈ {1, 2, ...,𝑚} и ∀(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛

и, следовательно, (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) будет решением систем (5) и (6) ⇐⇒
𝑡𝑓 𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0. Утверждение доказано. ■

Замечание 4. Система рациональных уравнений (6) путём умножения на общий
знаменатель элементарно может быть сведена к эквивалентной системе полиноми-
альных уравнений вида ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℎ1(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

ℎ2(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

ℎ3(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

· · · · · · · · ·
ℎ𝑚(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0

, (8)

где многочлен ℎ𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) равен числителю несократимой дроби, равной
𝑝𝑠𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), ∀𝑘 ∈ {1, 2, ...,𝑚}. В свою очередь, система (8) может быть про-
анализирована и решена алгоритмом F4 [8, 9].

Заключение
В результате исследования построено 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) – подходящее, т. е. спе-

циальное бесконечно дифференцируемое рациональное продолжение на всё про-
странствоR𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), имеющее следующее
важное свойство

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1} ⇐⇒

{︃
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1}𝑛

𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
.

Благодаря этому аргументировано, что система 𝑚 булевых уравнений без добав-
ления каких-либо ограничений может быть трансформирована в эквивалентную
систему 𝑚 рациональных уравнений, т. е. для таких задач проблема посторонних
решений, возникающих при трансформации систем, полностью решена. Также до-
казано, что на основе предъявленного подходящего продолжения булевой функции
𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) можно конструировать новую функцию, которая также является
подходящим продолжением на R𝑛 функции 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

Полученный результат такжеможет быть применён при решении систем уравне-
ний, заданных одновременно как математическими, так и логическими операциями.
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Abstract. In this paper, we study the problem of constructing a special continuation of a
Boolean function to the entire space R𝑛, thanks to which, without adding any restrictions, a
system of 𝑚 Boolean equations is transformed into an equivalent system of 𝑚 polynomial
equations. As a result of the study, for any Boolean function 𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), a correspond-
ing infinitely differentiable rational function 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) is constructed such that

𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1} ⇐⇒

{︃
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ {0, 1}𝑛

𝑓𝑏(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
.

Thanks to the constructed function 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), firstly, without adding any restrictions,
an arbitrary system of 𝑚 Boolean equations is transformed into an equivalent system of 𝑚
rational equations, and secondly, the solution of the transformed an equivalent system of
rational equations is reduced to the problem of numerical minimization of some infinitely
differentiable target function, solved by optimization methods, and to an equivalent system
of polynomial equations, solved and analyzed by the F4 algorithm.

Keywords: continuation of a Boolean function, system of Boolean equations, global opti-
mization, F4 algorithm, SAT.
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