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В работе [1] М. Пелиград получила неулучшаемые по порядку оценки момен-
тов сумм случайных величин из последовательности с 𝜌-перемешиванием. Для для
последовательностей с более жёстким 𝜙-перемешиванием такие оценки впервые
получены И. А. Ибрагимовым (см., например: [2, лемма 18.5.1]); на этих оценках ба-
зировалось доказательство центральной предельной теоремы. В настоящей работе
вместо сумм рассматриваются симметрические функции специального вида от ве-
личин из последовательности с 𝜌-перемешиванием и доказываются оценки для мо-
ментов этих функций. Для последовательностей с 𝜙-перемешиванием такие оценки
ранее были получены автором в [3].

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена вещественнозначная функция
𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R (т. е. определена последовательность функ-
ций, но, чтобы не загромождать рассуждения, мы не будем подчёркивать зависи-
мость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓 последовательностью).

Будем предполагать, что функция 𝑓 при любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R, 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 ∈ R
удовлетворяет следующим условиям (условия 𝐴):

𝐴1. Симметричность: 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) для любой перестановки
{𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛};

𝐴2. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1);
𝐴3. |𝑓(x+ y)| ⩽ |𝑓(x)|+ |𝑓(y)|.
Нетрудно видеть (см., например: [4]), что из условия 𝐴3 следует следующее

утверждение:
𝐴′

3. ||𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)| − |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)|| ⩽ |𝑓(𝑥𝑘+1, , ..., 𝑥𝑛)| для любого
1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. (Согласно сказанному выше 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 0, ..., 0).)

Более того, из 𝐴3 вытекает |𝑓(𝑥𝑘)| ⩽ |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| + |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘−1)|,
𝑘 = 2, ..., 𝑛, так что

max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑓(𝑥𝑘)| ⩽ 2 max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| ⩽ 2(|𝑓(𝑥1)|+ ...+ |𝑓(𝑥𝑛)|). (1)
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В [4] приводятся многочисленные примеры функций, удовлетворяющих услови-
ям 𝐴.

Пусть {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} – стационарная в узком смысле последо-
вательность и пусть ℱ⩽𝑛 и ℱ⩾𝑛 – 𝜎-алгебры, порождённые семействами {𝜉𝑖 :
𝑖 ⩽ 𝑛} и {𝜉𝑖 : 𝑖 ⩾ 𝑛}, 𝐿⩽0 = {𝜉 : 𝜉 ℱ⩽0 − измерима, E𝜉2 < ∞},
𝐿⩾𝑛 = {𝜂 : 𝜂 ℱ⩾𝑛 − измерима, E𝜂2 < ∞}. Будем говорить, что стационарная
последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания, если

𝜌(𝑛) = sup

{︃
|E 𝜉𝜂 − E 𝜉E 𝜂|√︀

E 𝜉2E 𝜂2
: 𝜉 ∈ 𝐿⩽0, 𝜂 ∈ 𝐿⩾𝑛

}︃
→ 0, 𝑛→ ∞,

(см., например: [2]). Взяв в этом определении

𝜉 = 1(𝐴) =
{︃

1, 𝜔 ∈ 𝐴

0, 𝜔 ⊈ 𝐴
, 𝐴 ∈ ℱ⩽0, 𝜂 = 1(𝐵), 𝐵 ∈ ℱ⩾𝑛,

получим
|P{𝐴𝐵} − P{𝐴}P{𝐵}| ⩽ 𝜌(𝑛)

√︀
P{𝐴}P{𝐵}. (2)

Будем обозначать

𝑋𝑘,𝑚 = 𝑓 (𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑚) , 𝑋𝑛 = 𝑋1,𝑛, 𝑋𝑛 = max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑋𝑘|, 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ N.

Следующие две леммы – это обобщение соответствующих неравенств М. Пели-
град из [1].

Лемма 1. Пусть {𝜉𝑛} стационарная последовательность и пусть при некото-
рых натуральных 𝑛 и 𝑟 таких, что 𝑙 = [𝑛/𝑟] ⩾ 2 и 𝑎𝑛 > 0, выполняется

max
1⩽𝑘⩽𝑛

P{|𝑋𝑘| > 𝑎𝑛}+
√︀
𝑛/𝑟𝜌(𝑟) ⩽ 𝛾 < 1. (3)

Тогда при любом 𝑥 ⩾ 𝑎𝑛

P{𝑋𝑛 ⩾ 7𝑥} ⩽
1

1− 𝛾

(︂
2 max
2𝑟⩽𝑖⩽𝑛

P{|𝑋𝑖| > 3𝑥}+ 𝑙P
{︀
𝑋2𝑟 > 𝑥

}︀)︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑖(𝑥) = {𝑋 𝑖−1 ⩽ 𝑥, |𝑋𝑖| > 𝑥}, 𝑖 = 1, 2, ... Тогда

𝐸𝑖(𝑥)𝐸𝑗(𝑥) = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑛⋃︀

𝑖=1

𝐸𝑖(𝑥) = {𝑋𝑛 > 𝑥}.

В силу 𝐴′
3

|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗| − |𝑋𝑛| − |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1|, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙 − 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟,

откуда с помощью (2) получаем

P{𝑋𝑛 ⩾ 7𝑥} ⩽ P{|𝑋𝑛| > 3𝑥}+ P
{︃

𝑛−1⋃︁
𝑖=1

(𝐸𝑖(7𝑥), |𝑋𝑛| ⩽ 3𝑥)

}︃
⩽
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⩽ P{|𝑋𝑛| > 3𝑥}+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥), |𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 3𝑥

)︀}︃
+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥), |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑛∑︁

𝑖=(𝑙−1)𝑟+1

P {𝐸𝑖(7𝑥), |𝑋𝑖+1,𝑛| ⩾ 4𝑥} ⩽ P{|𝑋𝑛| > 3𝑥}+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥)

}︃
P
{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 3𝑥

}︀
+

+𝜌(𝑟)
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 3𝑥

}︀
+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︂
max
1⩽𝑗⩽𝑟

|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

}︂
+ P

{︂
max

(𝑙−1)𝑟+1⩽𝑖⩽𝑛
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 𝑥

}︂
. (4)

Обозначим 𝑅𝑛(𝑥) = max
2𝑟⩽𝑙⩽𝑛

P{|𝑋𝑙,𝑛| > 𝑥} = max
2𝑟⩽𝑙⩽𝑛

P{|𝑋𝑛−𝑙+1| > 𝑥},

𝑆𝑚(𝑥) = P
{︀
𝑋𝑚 > 𝑥

}︀
. Нетрудно видеть, что

𝑙−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟+1,𝑛| ⩾ 3𝑥

}︀
⩽

⩽

⎯⎸⎸⎷(𝑙 − 1)
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(7𝑥)

}︃
P
{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟+1,𝑛| ⩾ 3𝑥

}︀
⩽

⩽
√︀

(𝑙 − 1)𝑅𝑛(3𝑥)𝑆𝑛(7𝑥) ⩽
√
𝑙 − 1

(︂
𝑆𝑛(7𝑥) +

1

4
𝑅𝑛(3𝑥)

)︂
(5)

(в последнем переходе использовалось элементарное неравенство
𝑥𝑦 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2/4). Из (4) и (5) следует теперь

𝑆𝑛(7𝑥) ⩽ 𝑅𝑛(3𝑥) +𝑅𝑛(3𝑥)𝑆𝑛(7𝑥) + 𝜌(𝑟)
√︀
𝑛/𝑟

(︂
𝑆𝑛(7𝑥) +

1

4
𝑅𝑛(3𝑥)

)︂
+

+𝑙𝑆2𝑟(𝑥) ⩽ 𝛾𝑆𝑛(7𝑥) + 2𝑅𝑛(3𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(𝑥),

откуда получаем утверждение леммы ■

Лемма 2. В условиях леммы 1

P
{︀
𝑋𝑛 > 7𝑥

}︀
⩽

2𝛾

1− 𝛾
P
{︀
𝑋𝑛 > 𝑥

}︀
+

2

1− 𝛾
P
{︀
𝑋2𝑟 > 𝑥

}︀
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Доказательство. Пусть 𝑘 = [𝑚/𝑟], 𝐸𝑖(𝑥), 𝑆𝑛(𝑥), 𝑅𝑛(𝑥) определены так же, как в
лемме 1. В силу 𝐴′

3

|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾ |𝑋𝑚| − |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗−1| − |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗,(𝑖+1)𝑟−1|, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟.

С помощью (2) получаем

P{|𝑋𝑚| > 3𝑥} = P{|𝑋𝑚| > 3𝑥,𝑋𝑚 > 𝑥} ⩽

⩽
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥), |𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥), |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑚∑︁

𝑖=(𝑘−1)𝑟+1

P {𝐸𝑖(𝑥), |𝑋𝑖,𝑚| ⩾ 2𝑥} ⩽

⩽ 𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥) + 𝜌(𝑟)
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾ 𝑥

}︀
+

+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︂
max
1⩽𝑗⩽𝑟

|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

}︂
+ P

{︂
max

(𝑘−1)𝑟+1⩽𝑖⩽𝑚
|𝑋𝑖,𝑚| ⩾ 𝑥

}︂
⩽

⩽ 𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥) + 𝜌(𝑟)
√︀
(𝑘 − 1)𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥) + 𝑘𝑆2𝑟(2𝑥).

Так как 𝑅𝑚(𝑥) ⩽ 𝑆𝑚(𝑥), отсюда следует

𝑅𝑛(3𝑥) ⩽ 𝛾𝑆𝑛(𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(2𝑥),

и с помощью леммы 1 получаем теперь

𝑆𝑛(7𝑥) ⩽
1

1− 𝛾
(2𝑅𝑛(3𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(𝑥)) ⩽

2𝛾

1− 𝛾
𝑆𝑛(𝑥) +

2

1− 𝛾
𝑆2𝑟(𝑥).

■

Теорема 1. Пусть в условиях леммы 1

E𝑋 𝑝

𝑛 <∞, 𝑝 > 1, 𝛿 =
2𝛾7𝑝

1− 𝛾
< 1,

𝑛

𝑟

(︂
𝑎𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

→ 0, 𝑛→ ∞. (6)

Тогда sup
𝑛⩾1

𝑎−𝑝
𝑛 E𝑋 𝑝

𝑛 <∞.
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Доказательство. Имеем

E{|𝜉|𝑝, |𝜉| ⩾ 𝑎𝑛} = −
∞∫︁

𝑎𝑛

𝑥𝑝 𝑑P{|𝜉| ⩾ 𝑥} = 𝑎𝑝𝑛P{|𝜉| ⩾ 𝑎𝑛}+ 𝑝

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{|𝜉| ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥,

где 𝑎𝑛 ⩾ 1 удовлетворяет условию (3). С помощью леммы 2 получаем

E{𝑋 𝑝

𝑛 , 𝑋𝑛 ⩾ 7𝑎𝑛} ⩽ (7𝑎𝑛)
𝑝P{𝑋𝑛 ⩾ 7𝑎𝑛}+ 𝑝7𝑝

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋𝑛 ⩾ 7𝑥} 𝑑𝑥 ⩽

⩽
2𝛾7𝑝

1− 𝛾
𝑎𝑝𝑛P{𝑋𝑛 ⩾ 𝑎𝑛}+

2𝑙7𝑝

1− 𝛾
𝑎𝑝𝑛P{𝑋2𝑟 ⩾ 𝑎𝑛}+

+
2𝑝𝛾7𝑝

1− 𝛾

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋𝑛 ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥+ 2𝑙𝑝7𝑝

1− 𝛾

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋2𝑟 ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥 =

=
2𝛾7𝑝

1− 𝛾
E{𝑋 𝑝

𝑛 , 𝑋𝑛 ⩾ 𝑎𝑛}+
2𝑙7𝑝

1− 𝛾
E{𝑋 𝑝

2𝑟, 𝑋2𝑟 ⩾ 𝑎𝑛}.

Отсюда
E𝑋 𝑝

𝑛 ⩽ (7𝑎𝑛)
𝑝 + 𝛿E𝑋 𝑝

𝑛 +
2𝑙7𝑝

1− 𝛾
E𝑋 𝑝

2𝑟,

E𝑋 𝑝

𝑛 ⩽
(7𝑎𝑛)

𝑝

1− 𝛿
+

2𝑙7𝑝

(1− 𝛾)(1− 𝛿)
E𝑋 𝑝

2𝑟.

Обозначим

𝐷𝑛 = E
(︂
𝑋𝑛

𝑎𝑛

)︂𝑝

, 𝐴 =
7𝑝

1− 𝛿
, 𝐶 =

2 · 7𝑝

(1− 𝛾)(1− 𝛿)
.

Последнее неравенство принимает вид

𝐷𝑛 ⩽ 𝐴+ 𝐶
𝑛

𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

𝐷2𝑟 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞, 2𝑟 < 𝑛.

По условию при достаточно больших 𝑛

𝐶
𝑛

2𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

< 𝜀 < 1,

так что
𝐷𝑛 ⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷2𝑟. (7)

Если lim sup
𝑛→∞

𝐷𝑛 = ∞, то найдётся подпоследовательность 𝑛𝑘 → ∞ такая, что𝐷𝑛𝑘
=

max
𝑛⩽𝑛𝑘

𝐷𝑛 → ∞, и тогда, поскольку 2𝑟𝑘 = 2𝑟(𝑛𝑘) < 𝑛𝑘, в силу (7)

𝐷𝑛𝑘
⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷2𝑟𝑘 ⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷𝑛𝑘

, то есть 𝐷𝑛𝑘
⩽

𝐴

1− 𝜀
.

Полученное противоречие означает, что lim sup
𝑛→∞

𝐷𝑛 <∞. Теорема доказана. ■



10 А.Г. Гринь. О моментах функций от случайных величин...

Некоторые комментарии по поводу условия (6).
Если, скажем, {𝑎𝑛} – правильно меняющаяся последовательность порядка

𝜌, 𝜌𝑝 > 1 (см., например: [5]), то в (3) 𝑘 = 𝑛/2𝑟 → ∞ можно сделать растущей
столь медленно, что

𝑎𝑘𝑚
𝑎𝑚

∼ 𝑘𝜌, 𝑚 = 2𝑟 → ∞, Тогда

𝑛

2𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

= 𝑘

(︂
𝑎𝑚
𝑎𝑘𝑚

)︂𝑝

∼ 𝑘1−𝜌𝑝 → 0, 𝑛→ ∞. (8)

Пусть 𝑋𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖, E𝜉1 = 0, E𝜉21 < ∞, 𝜎2
𝑛 = D𝑋𝑛. Если {𝜉𝑛} удовлетворяет

условию 𝜌-перемешивания и 𝜎𝑛 → ∞, то {𝜎𝑛} является правильно меняющейся по-
следовательностью порядка 1/2 (см., например: [2, замечание 18.2.2]), которая при
𝑛 → ∞ эквивалентна некоторой неубывающей последовательности [5, с. 26], так
что max

1⩽𝑘⩽𝑛
𝜎𝑘 ∼ 𝜎𝑛 и в (3) в качестве 𝑎𝑛 можно взять 𝑁𝜎𝑛, где 𝑁 > 0 достаточно

велико. В силу теоремы 1

E max
1⩽𝑘⩽𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

⩽ 𝐾𝜎𝑝
𝑛, 𝑝 > 2, 𝐾 > 0, причем так как E

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

⩾ 𝜎𝑝
𝑛,

то полученное неравенство неулучшаемо по порядку. Эта (и даже несколько более
общая) оценка доказана в [1].

Аналогично, если в наших предположениях при некотором 𝛼 > 0,
𝐵𝑛 = (E|𝑋𝑛|𝛼)1/𝛼 является правильно меняющейся последовательностью порядка
𝜌 и 𝜌𝑝 > 1, то в силу теоремы 1 E𝑋 𝑝

𝑛 ⩽ 𝐶𝐵𝑝
𝑛 и так как 𝑝 > 1, E𝑋 𝑝

𝑛 ⩾ 𝐵𝑝
𝑛, эта оценка

неулучшаема по порядку.
Требование правильного изменения последовательности {𝑎𝑛} избыточно, доста-

точно потребовать, например, чтобы 𝑎𝑘𝑛 ⩾ 𝐶𝑘𝜌𝑎𝑛, 𝜌𝑝 > 1, 𝐶 > 0. Если, например,
функция 𝑓(𝑥) > 0, 𝑥 > 0 выпукла (вниз), 𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛, то 𝑎𝑘𝑛 = 𝑓(𝑘𝑛) ⩾ 𝑘𝑓(𝑛) = 𝑘𝑎𝑛
и условие (6) при 𝑝 > 1 выполняется очевидным образом. Такую выпуклую функ-
цию можно подобрать всегда, взяв, например, вместо 𝑓(𝑥) выпуклую оболочку 𝑓(𝑥)
(наименьшую выпуклую функцию, большую или равную 𝑓(𝑥)), но в этом случае
полученная оценка для E𝑋 𝑝

𝑛 может и не быть неулучшаемой по порядку.
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