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Аннотация. Персистентная гомология и персистентная энтропия в последнее
время стали полезными инструментами для распознавания образов. В работе
найдены требования, при которых персистентная энтропия устойчива к малым
возмущениям входных данных и инвариантна к масштабу. Описаны устойчи-
вые суммирующие функции, сочетающие персистентную энтропию и кривую
Бетти.
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1. Введение
Топологический анализ данных (TDA) использует инструменты вычислительной

топологии для изучения наборов данных [1]. Интуитивно топологические признаки,
такие как гомологии, можно рассматривать как качественные геометрические свой-
ства, связанные с понятиями близости и непрерывности, следовательно, они могут
быть полезными инструментами для распознавания образов. TDA стал областью ис-
следований с персистентной гомологией в качестве ключевого инструмента.

Стандартный рабочий процесс TDA выглядит следующим образом:
– Начало с набора данных, снабжённого некоторым понятием близости (обычно

метрикой).
– Построение симплициального комплекса и фильтрующей функции. Вычис-

ление вложенной последовательности возрастающих подкомплексов, используя
функцию фильтра.

– Вычисление гомологии каждого подкомплекса (интуитивно гомология захва-
тывает «дыры» лежащего в основе пространства) и изучение того, как он разви-
вается в последовательности, что приводит к ключевой концепции персистентной
гомологии.
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Персистентная гомология может быть компактно представлена с использовани-
ем персистентных бар-кодов [2], диаграмм [3] и ландшафтов [4, 5]. Эти представ-
ления устойчивы к малым возмущениям заданных данных. Существует множество
программных пакетов для расчёта персистентной гомологии и её представлений.

Хотя бар-коды, диаграммы и ландшафты персистентности представляют собой
метрические пространства, используемые для сравнения персистентной гомологии
наборов данных, бар-коды и диаграммы персистентности не работают должным об-
разом для статистического анализа; например, они не могут иметь уникальное сред-
нее значение. Полезнее суммировать информацию, содержащуюся в персистентной
гомологии, используя только числа. Это становится особенно целесообразным, ко-
гда доступны только небольшие выборки, поскольку в этих случаях требуются од-
номерные непараметрические тесты.

Персистентная энтропия является кандидатом для суммирования персистентной
гомологии с использованием только чисел. В частности, персистентная энтропия –
это энтропия Шеннона распределения вероятности, полученного из персистентной
гомологии. Некоторые успешные приложения персистентной энтропии были раз-
работаны для распознавания образов сигналов [6], сложных систем [7] и кластери-
зации [8]. Теоретический подход позволяет использовать персистентную энтропию,
чтобы отличить топологические признаки от шума [9,10]. Персистентная энтропия
уже реализована как метод в библиотеке Gudhi, библиотеке scikit-TDA и библиоте-
ке Giotto.

Когда нет необходимости находить существенные различия в данных, но нуж-
на задача классификации, обычный подход заключается в замене статистических
тестов методами машинного обучения. В этом случае суммирование персистент-
ных гомологий в числах может быть слишком ограничительным, поскольку мы про-
ецируем бесконечномерное пространство (постоянство бар-кодов) только на одно
измерение (персистентная энтропия). Одним из решений может быть использова-
ние вместо этого суммирующих функций. Общие подходы к обобщению бар-кодов
персистентности включают функции ядра, такие как многомасштабное ядро перси-
стентности [11], взвешенное гауссовское ядро персистентности [12], а также век-
торизации диаграммы персистентности, такие как уже упомянутый ландшафт пер-
систентности, силуэты персистентности [13], характеристические кривые Эйлера
[14], топологические отображения интенсивности [15] и кривые Бетти [16].

2. Обзор TDA
Чтобы применить инструменты алгебраической топологии к анализу данных,

мы должны обобщить информацию, предоставленную данными, в комбинаторной
структуре; наиболее часто используется симплициальная структура. Напомним,
что 𝑛-симплекс – это выпуклая оболочка (𝑛 + 1) аффинно независимых точек. 0-
симплекс – это точка, 1-симплекс – это отрезок, 2-симплекс – это треугольник, 3-
симплекс – это тетраэдр и т. д.

Симплициальный комплекс – это множество симплексов, склеенных определён-
ным образом. Абстрактный симплициальный комплекс можно рассматривать как
способ хранения комбинаторной структуры симплициального комплекса.
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Пусть 𝑋 – конечное множество.
Семейство 𝐾 подмножеств 𝑋 называется абстрактным симплициальным ком-

плексом, если для любых подмножеств 𝜎 ∈ 𝐾;𝜎′ ∈ 𝑋 имеем, что 𝜎′ ⊂ 𝜎 влечёт
𝜎′ ∈ 𝐾 (т. е. непустые пересечения симплексов в 𝐾 также являются симплексами
𝐾). Подмножество в 𝐾 из (𝑚+ 1) элемента 𝑋 называется𝑚-симплексом.

Когда конечное множество 𝑋 представляет данные, геометрическая структура
связанного с ним симплициального комплекса может предоставить информацию о
том, как связаны данные. Обычно эти отношения не являются одинаково значи-
мыми, поэтому обычно определяют порядок их симплексов, чтобы представить их
важность. Это можно сделать неявно, используя функцию фильтра.

Функция фильтра на симплициальном комплексе𝐾 является монотонной функ-
цией 𝑓 : 𝐾 → R; 𝜎′ ⊂ 𝜎 подразумевает 𝑓 (𝜎′) ⩽ 𝑓 (𝜎). Фильтрацией на 𝐾, по-
лученной из 𝑓 , называется последовательность подкомплексов (𝐾𝑡)𝑡∈R, где 𝐾𝑡 =
= 𝑓−1 (−∞, 𝑡]. Заметим, что из-за монотонности 𝑓 множество𝐾𝑡 является симпли-
циальным комплексом для всех 𝑡 и из 𝑡1 < 𝑡2 следует, что 𝐾𝑡1 ⊆ 𝐾𝑡2 . Параметр
𝑡 будем называть временем, хотя его физический смысл может быть совершенно
другим.

Пусть 𝑋 – конечное множество точек, наделённых расстоянием 𝑑𝑋 . Фильтра-
цией Виеториса–Рипса𝑋 называется последовательность (𝑅𝑖𝑝𝑠 (𝑋, 𝑡))𝑡∈R, получен-
ная из функции фильтра 𝑓 ([𝑥0, ..., 𝑥𝑚]) = max

0⩽𝑖,𝑗⩽𝑚
𝑑𝑋 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗), где для каждого 𝑡 ∈ R,

симплексы симплициального комплекса Виеториса–Рипса 𝑅𝑖𝑝𝑠 (𝑋, 𝑡) определяют-
ся как: 𝜎 = ⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑚⟩ ∈ 𝑅𝑖𝑝𝑠 (𝑋, 𝑡) ⇔ 𝑓 ([𝑥0, ..., 𝑥𝑚]) ⩽ 𝑡.

Группы гомологий симплициальных комплексов дают формальную интерпрета-
цию того, что такое 𝑛-мерная «дыра». Интуитивно понятно, что 0-мерное отверстие
– это компонент связности, 1-мерное отверстие – это петля, 2-мерное отверстие –
это полость и т. д. Для симплициального комплекса𝐾 𝑚-цепь c является формаль-
ной суммой 𝑚-симплексов 𝐾. То есть 𝑐 =

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝜎𝑖, где при 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, 𝜎𝑖 является
𝑚-симплексом 𝐾, 𝑎𝑖 – коэффициент в унитальном кольце 𝑅.

Чтобы связать 𝑚-цепи данного симплициального комплекса 𝐾 с его 𝑚-
мерными дырами, нам понадобится граничный оператор 𝜕𝑚: если ⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑚⟩ есть
𝑚-симплекс поля 𝐾, то

𝜕𝑚 (⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑚⟩) =
𝑚∑︁
𝑖=0

(1)𝑖 ⟨𝑥0, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑚⟩.

Мы можем распространить это определение на любую 𝑚-цепь по линейности.
Так как граница границы равна нулю, то 𝜕𝑚−1∘𝜕𝑚 = 0.𝑚-мерные дыры𝐾 обнаружи-
ваются по𝑚-цепочкам, граница которых равна нулю, но сами не являются «грани-
цами». Более конкретно, 𝑚-мерная группа гомологий 𝐾 определяется как фактор-
группа 𝐻𝑚 (𝐾) = Ker𝜕𝑚

Im 𝜕𝑚+1
и его𝑚-мерное число Бетти как 𝛽𝑚 = rank𝐻𝑚 (𝐾). Инту-

итивно понятно, что 𝛽0 подсчитывает количество независимых компонентов связ-
ности 𝐾, 𝛽1 – количество независимых петель и т. д.

Пусть ℋ𝑚 – 𝑚-я персистентная гомология фильтрации ℱ . Для 𝑎 < 𝑏 и 𝑚 ∈ Z
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определим:

𝜇𝑎,𝑏
𝑚 =

(︀
𝑟𝑎𝑛𝑘

(︀
Im 𝑣𝑎,𝑏−1

𝑚

)︀
− 𝑟𝑎𝑛𝑘

(︀
Im 𝑣𝑎,𝑏𝑚

)︀)︀
− (𝑟𝑎𝑛𝑘

(︀
Im 𝑣𝑎−1,𝑏−1

𝑚

)︀
− 𝑟𝑎𝑛𝑘

(︀
Im 𝑣𝑎−1,𝑏

𝑚

)︀
,

что можно интерпретировать как число 𝑚-мерных классов гомологии, которые
«рождаются» в момент времени 𝑎 и «умирают» в момент времени 𝑏. Тогда ℋ𝑚 мо-
жет быть представлено мультимножеством интервалов {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛, называемым
𝑚-м персистентным бар-кодом или диаграммой , где каждый интервал [𝑥𝑖, 𝑦𝑖) появ-
ляется 𝜇𝑥𝑖,𝑦𝑖

𝑚 раз. При вычислении над полем группы гомологии представляют собой
векторное пространство. Этот факт позволяет использовать постоянные гомологии
для изучения фильтраций.

Пусть ℱ = (𝐾𝑡)𝑡∈R – фильтрация. Предположим, что основное кольцо 𝑅 яв-
ляется полем и ∀𝑡 ∈ R,𝑚 ∈ Z: 𝑚-мерная группа гомологий 𝐻𝑚 (𝐾𝑡) является
векторным пространством. Для ∀𝑎 < 𝑏 и 𝑚 рассмотрим линейные отображения:
𝑣𝑎,𝑏𝑚 : 𝐻𝑚 (𝐾𝑎) → 𝐻𝑚 (𝐾𝑏), индуцированные включением 𝐾𝑎 → 𝐾𝑏. 𝑚-е перси-
стентные группы гомологии являются образами линейных отображений 𝑣𝑎,𝑏𝑚 , обо-
значаемых через Im 𝑣𝑎,𝑏𝑚 . Множество

{︀
Im 𝑣𝑎,𝑏𝑚

}︀
𝑎<𝑏

называется 𝑚-й постоянной го-
мологией фильтрации ℱ и обозначаетсяℋ𝑚.

Мы предполагаем, что ранг 𝐻𝑚 (𝐾𝑡) конечен ∀𝑡 ∈ R,𝑚 ∈ Z. В этом случае пер-
систентную гомологию можно компактно представить с помощью бар-кодов (или
диаграмм) персистентности.

В работе мы предполагаем, что бар-коды имеют конечное число элементов.
Пусть ℬ обозначает набор стойких бар-кодов. Для бар-кода персистентности

𝐴 ∈ ℬ его 𝑛𝑎 интервалов будут обозначаться [𝑥𝑎𝑖 , 𝑦
𝑎
𝑖 ) , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛𝑎. Длину [𝑥𝑎𝑖 , 𝑦

𝑎
𝑖 )

будем обозначать через ℓ𝑎𝑖 = 𝑦𝑎𝑖 −𝑥𝑎𝑖 . 𝐿𝑎 будет обозначать сумму: 𝐿𝑎 =
𝑛𝑎∑︀
𝑖=1

ℓ𝑎𝑖 . Кроме
того, для двух бар-кодов персистентности 𝐴,𝐵 обозначим max {𝑛𝑎, 𝑛𝑏} через 𝑛max

и max {𝐿𝑎, 𝐿𝑏} через 𝐿max.
Определим следующие подмножества ℬ.
Множество конечных бар-кодов персистентности определяется как:

ℬ𝐹 = {𝐴 ∈ ℬ : 𝑦𝑎𝑖 <∞, ∀ [𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 ) ∈ 𝐴} .

Множество бар-кодов персистентности, все интервалы которых начинаются с 0,
обозначается как ℬ0: ℬ0 = {𝐴 ∈ ℬ : 𝑥𝑎𝑖 = 0, ∀ [𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 ) ∈ 𝐴}. Множество нормализо-
ванных бар-кодов персистентности определяется как:

ℬ𝑁 =

{︃
𝐴 ∈ ℬ :

𝑛𝑎∑︁
𝑖=1

ℓ𝑎𝑖 = 1

}︃
.

Будем считать, что 𝑛𝑎 > 1 для всех 𝐴 ∈ ℬ𝐹 , чтобы избежать вырожденных
случаев. Существует соответствие между бар-кодами персистентности в ℬ𝐹 и бар-
кодами персистентности в ℬ0 ∩ ℬ𝑁 . Пусть 𝜓 : ℬ𝐹 → ℬ0 ∩ ℬ𝑁 – проекция, которая
определяется как композиция: 𝜓 = 𝜑 ∘ 𝜋, где 𝜑 и 𝜋 определяются следующим обра-
зом:

𝜑 : ℬ𝐹 → ℬ𝑁 ,
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где
𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛𝑎

→ 𝜙 (𝐴) =

{︂[︂
𝑥𝑎𝑖
𝐿𝑎

,
𝑦𝑎𝑖
𝐿𝑎

)︂}︂
1⩽𝑖⩽𝑛𝑎

;

и
𝜋 : ℬ𝐹 → ℬ0,

где
𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛𝑎

→ 𝜋 (𝐴) = {[0, ℓ𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛𝑎
.

Следующие метрики могут быть определены на ℬ. Пусть 𝐴,𝐵 ∈ ℬ𝐹 и 1 ⩽ 𝑝 ⩽
⩽ ∞. Определим 𝑝-е расстояние Вассерштейна как:

𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) =

(︃
min
𝛾

𝑛𝛾∑︁
𝑖=1

max
{︀⃒⃒
𝑥𝑎𝑖 − 𝑥𝑏𝛾(𝑖)

⃒⃒𝑝
,
⃒⃒
𝑦𝑎𝑖 − 𝑦𝑏𝛾(𝑖)

⃒⃒𝑝}︀)︃1/𝑝

,

где 𝛾 – любая биекция между мультимножествами (множества, элементы которых
могут повторяться)𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛𝑎

и𝐴 =
{︀[︀
𝑥𝑏𝑖 , 𝑦

𝑏
𝑖

)︀}︀
1⩽𝑖⩽𝑛𝑏

, а 𝑛𝛾 – кардинальное
число 𝛾. В случае 𝑝 = ∞ это расстояние называется bottleneck расстоянием:

𝑑∞ (𝐴,𝐵) = min
𝛾

min
𝑖

max
{︀⃒⃒
𝑥𝑎𝑖 − 𝑥𝑏𝛾(𝑖)

⃒⃒
,
⃒⃒
𝑦𝑎𝑖 − 𝑦𝑏𝛾(𝑖)

⃒⃒}︀
.

Пусть 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → R – две ручные функции Липшица на метрическом простран-
стве 𝑋 , триангуляции которых растут полиномиально с постоянным показателем
𝑗 ⩾ 1. Тогда существуют константы 𝑐 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 𝑗 такие, что 𝑝-е расстояние Вас-
серштейна между их соответствующими бар-кодами персистентности 𝐴,𝐵 удовле-
творяет условию: 𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) ⩽ 𝑐 ‖𝑓𝑔‖1−

𝑘/𝑝
∞ ,∀𝑝 ⩾ 𝑘 [17]. Пусть 𝐾 – симплициальный

комплекс и 𝑓, 𝑔 : 𝐾 → R – две монотонные функции. Если𝐴,𝐵 – соответствующие
бар-коды персистентности, полученные из 𝑓, 𝑔, то 𝑑∞ (𝐴,𝐵) ⩽ ‖𝑓𝑔‖∞ [18].

3. Устойчивость персистентной энтропии
В этом разделе показано, при каких условиях персистентная энтропия устойчи-

ва, т. е. она равномерно непрерывна или существует граница, которая «управляет»
возмущением, вызванным шумом во входных данных.

Персистентная гомология может быть представлена с использованием перси-
стентных бар-кодов. Тем не менее иногда мыможем предпочесть использовать толь-
ко число для суммирования персистентной гомологии (например, персистентная эн-
тропия), даже если при этом теряется информация.

Персистентная энтропия 𝐸 (𝐴) персистентного бар-кода 𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )}1⩽𝑖⩽𝑛𝑎
в

ℬ𝐹 определяется как:

𝐸 (𝐴) = −
𝑛𝑎∑︁
𝑖=1

ℓ𝑎𝑖
𝐿𝑎

log

(︂
ℓ𝑎𝑖
𝐿𝑎

)︂
.

Для вычисления персистентной энтропии необходимо учитывать только длину ℓ𝑎𝑖
каждого интервала [𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 ). Если 𝐴 ∈ ℬ𝐹 , то 𝐸 (𝜓 (𝐴)) = 𝐸 (𝐴).
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Пусть 𝐴,𝐵 ∈ ℬ𝐹 и 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Относительная ошибка 𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) определяется
как:

𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) =
2(𝑛𝑝)

1−1/𝑝

𝐿max

𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) .

Выполняется неравенство

𝑑𝑝 (𝜋 (𝐴) , 𝜋 (𝐵)) ⩽
𝐿max

(𝑛𝑝)
1−1/𝑝

𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) .

Обобщим результат непрерывности персистентной энтропии относительно
bottleneck расстояния на расстояние Вассерштейна [9, 10].

Пусть 𝐴,𝐵 ∈ ℬ𝐹 и пусть 𝑑𝑝 – 𝑝-е расстоянием Вассерштейна (1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞). Если
мы зафиксируем максимальное количество интервалов и минимальную сумму длин
интервалов в бар-коде персистентности, то персистентная энтропия 𝐸 непрерывна
на (ℬ𝐹 , 𝑑𝑝): ∀𝜀∃𝛿 : 𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) ⩽ 𝛿 ⇒ |𝐸 (𝐴)− 𝐸 (𝐵)| ⩽ 𝜀.

Пусть 𝑃,𝑄 ∈ R𝑢 – два конечных распределения вероятностей, 𝐸𝑆 (𝑃 ) , 𝐸𝑆 (𝑄)
– их энтропии Шеннона. Если ‖𝑃 −𝑄‖1 ⩽ 1/2, то |𝐸𝑆 (𝑃 )− 𝐸𝑆 (𝑄)| ⩽
‖𝑃 −𝑄‖1 (log (𝑢)− log (‖𝑃 −𝑄‖1))[ Cover]. Поскольку пространство ℬ0∩ℬ𝑁 мож-
но интерпретировать как конечное распределение вероятностей, мы можем сначала
спроецировать бар-коды персистентности ℬ𝐹 на ℬ0∩ℬ𝑁 , а затем применить преды-
дущую теорему для получения желаемого результата устойчивости.

Пусть 𝐴,𝐵 ∈ ℬ𝐹 . Предположим, что 𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) ⩽ 1/4. Тогда: |𝐸 (𝐴)− 𝐸 (𝐵)| ⩽
2𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) (log (𝑛𝑎 + 𝑛𝑏)− log (2𝑟𝑝 (𝐴,𝐵))).

Хотя |𝐸 (𝐴)− 𝐸 (𝐵)| может стремиться к ∞ при сколь угодно большом 𝑛 =

𝑛𝑎 + 𝑛𝑏, относительное значение |𝐸(𝐴)−𝐸(𝐵)|
log𝑛

ограничено, так как 𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) ⩽ 1/4:

lim
𝑛→∞

sup
ℬ𝐹

|𝐸 (𝐴)− 𝐸 (𝐵)|
log 𝑛

= 2𝑟𝑝 (𝐴,𝐵) .

Чтобы расширить определение персистентной энтропии на бар-коды перси-
стентности с интервалами бесконечной длины, обычно определяют проекцию ℬ →
ℬ𝐹 , которая преобразует интервалы бесконечной длины в интервалы конечной дли-
ны. Есть много способов сделать это, и в зависимости от выбора персистентная эн-
тропия может больше не быть устойчивой или масштабно-инвариантной. Рассмот-
рим некоторые проекции и их свойства.

Пусть 𝑐 ∈ R. Определим проекцию 𝜉𝑐 : ℬ → ℬ𝐹 таким образом, что для

𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )} ∈ ℬ : 𝜉𝑐 (𝐴) = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )} ,

где

𝑧𝑎𝑖 =

{︃
𝑐, 𝑦𝑎𝑖 = ∞;

𝑦𝑎𝑖 , otherwise
.

Следующий результат подтверждает устойчивость проекции. Пусть 𝐴,𝐵 ∈
ℬ. Тогда проекция 𝜉𝑐 удовлетворяет неравенству: 𝑑𝑝 (𝜉𝑐 (𝐴) , 𝜉𝑐 (𝐵)) ⩽ 𝑑𝑝 (𝐴,𝐵).
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Несмотря на устойчивость, 𝜉𝑐 не является масштабно-инвариантной. По определе-
ниюпроекция 𝑓 : ℬ → ℬ𝐹 масштабно-инвариантна, если 𝑓 (𝜆𝐴) = 𝜆𝑓 (𝐴); величина
𝜆𝐴 является скалярным произведением каждого из интервалов (𝜆 · ∞ = ∞).

Определим устойчивые и масштабно-инвариантные проекции ℬ → ℬ𝐹 . Пусть
𝜆 ⩾ 0; 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ и 𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )} ∈ ℬ.

Запишем выражения для проекций 𝜏𝜆, 𝜇𝜆:

𝜇𝜆 (𝐴) = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )} ,

где

𝑧𝑎𝑖 =

{︃
𝑧𝑎𝑖 + 𝜆ℓ𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 = ∞;

𝑦𝑎𝑖 , otherwise;

ℓ𝑎max – максимальное конечное значение для ℓ𝑎𝑖 = 𝑦𝑎𝑖 − 𝑥𝑎𝑖 . 𝜈𝜆,𝑝 (𝐴) = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )},

𝑧𝑎𝑖 =

{︃
𝑧𝑎𝑖 + 𝜆𝐿𝑎,𝑝, 𝑦𝑎𝑖 = ∞;

𝑦𝑎𝑖 , otherwise;

𝐿𝑎,𝑝 =

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

(ℓ𝑎𝑖 )
𝑝

)︃1/𝑝

; 𝐼 = {𝑖 : 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛𝑎} , ℓ𝑎𝑖 <∞.

Для двух персистентных бар-кодов с одинаковым числом 𝑚 интервалов беско-
нечной длины, имеем:

𝑑𝑝 (𝜇𝜆 (𝐴) , 𝜇𝜆 (𝐵)) ⩽ (1 +𝑚2𝑝𝜆𝑝)
1/𝑝𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) ;

𝑑𝑝 (𝜈𝜆,𝑝 (𝐴) , 𝜈𝜆,𝑝 (𝐵)) ⩽ (1 +𝑚2𝑝𝜆𝑝)
1/𝑝𝑑𝑝 (𝐴,𝐵) .

4. Суммирующие функции на основе энтропии
Суммирующие функции (такие как уже упомянутые силуэты персистентно-

сти, характеристические кривые Эйлера, топологические карты интенсивности или
ландшафты персистентности) использовались для получения статистической ин-
формации из бар-кодов персистентности. Например, простым способом обобщения
бар-кода персистентности является кривая Бетти, определяемая следующим обра-
зом: если 𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 )} ∈ ℬ, то 𝛽 (𝐴) (𝑡) = card {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 ) : 𝑥𝑎𝑖 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑦𝑎𝑖 }. То есть
𝛽 (𝐴) (𝑡) – это количество интервалов в 𝐴, которые «живы» в момент времени 𝑡.

Определим новую суммирующую кусочно-постоянную функцию. Она похожа
на кривую Бетти, но использует постоянную энтропию вместо чисел Бетти. Норма-
лизация этой функции является устойчивой.

Определим новую функцию, которая связывает бар-код персистентности 𝐴 ∈
ℬ𝐹 с вещественной кусочно-персистентной функцией. Эта новая функция сумми-
рует информацию о количестве интервалов данного бар-кода персистентности и их
однородности и является устойчивой по отношению к bottleneck расстоянию.
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Суммирующая функция энтропии (ES-функция) персистентного бар-кода 𝐴 =
{[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )} ∈ ℬ𝐹 представляет собой кусочно-линейную знакопостоянную веще-
ственную функцию:

𝑆 (𝐴) [𝑡] = −
𝑛𝑎∑︁
𝑖=1

𝑤𝑎
𝑖 (𝑡)

ℓ𝑎𝑖
𝐿𝑎

log

(︂
ℓ𝑎𝑖
𝐿𝑎

)︂
,

где

𝑤𝑎
𝑖 (𝑡) =

{︃
1, 𝑥𝑎𝑖 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑦𝑎𝑖 ;

0, otherwise
.

Другими словами, ES-функция связывает бар-код персистентности 𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )}
и момент времени 𝑡 с частичной суммой 𝐸 (𝐴), соответствующей интервалам
[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧

𝑎
𝑖 ) ∈ 𝐴, которые «живы» в этот момент 𝑡, т. е. 𝑥𝑎𝑖 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑦𝑎𝑖 . Обратите внимание

на то, что 𝑆 (𝐴): R → R и 𝑆 : ℬ𝐹 → 𝒞, являющееся 𝒞 пространством кусочно-
постоянных вещественных функций.

Пусть 𝑆 будет ES-функцией, 𝑑∞ – bottleneck расстояние, 𝐴,𝐵 ∈ ℬ𝐹 – бар-коды
персистентности. Пусть 𝑛∞ – кардинальное число биекции, обозначаемой как 𝛾∞,
когда 𝑑∞ (𝐴,𝐵) достигается.

Если 𝑟∞ (𝐴,𝐵) ⩽ 2
3𝑒
, то

‖𝑆 (𝐴)− 𝑆 (𝐵)‖1 ⩽ 𝑟∞ (𝐴,𝐵)𝐿max

(︂
log 𝑛max

𝑛max

− 3

2
log

(︂
3

2
𝑟∞ (𝐴,𝐵)

)︂)︂
.

ES-функция основана на персистентной энтропии, тогда как кривая Бетти состоит
из подсчёта количества «живых» интервалов. Обе функции (ES-функция и кривая
Бетти) непрерывны относительно bottleneck расстояния, если фиксировано макси-
мальное число интервалов. ES-функция работает лучше, чем кривая Бетти, в шум-
ном контексте, поскольку персистентная энтропия является устойчивой, а подсчёт
количества интервалов – нет.

Одной из основных целей персистентной гомологии является представление
формы входных данных. В некоторых приложениях, таких как анализ изображений,
может быть важно обнаруживать некоторые повторяющиеся закономерности неза-
висимо от размера входного набора данных. Возможным инструментом для этого
является нормализованная версия суммирующей функции, чтобы попытаться за-
фиксировать форму пространства, а не размер.

Нормализованная суммирующая функция энтропии (NES-функция) бар-кода
персистентности 𝐴 = {[𝑥𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )} ∈ ℬ𝐹 определяется как:

𝑁𝐸𝑆 (𝐴) [𝑡] =
𝑆 (𝐴) [𝑡]

‖𝑆 (𝐴)‖1
.

Как и ES-функция, эта функция также является устойчивой. Если 𝑟∞ (𝐴,𝐵) ⩽ 2
3𝑒
,

то

‖𝑁𝐸𝑆 (𝐴)−𝑁𝐸𝑆 (𝐵)‖1 ⩽
𝑟∞ (𝐴,𝐵)𝐿max

(︁
log𝑛max

𝑛max
− 3

2
log
(︀
3
2
𝑟∞ (𝐴,𝐵)

)︀)︁
min {‖𝑆 (𝐴)‖1, ‖𝑆 (𝐵)‖1}

.
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5. Заключение
В работе рассматривается устойчивость персистентной энтропии. Персистент-

ная энтропия использовалась для формирования устойчивой суммирующей функ-
ции (ES-функции) и её нормализованной версии (NES-функции). В целом они ра-
ботают лучше, чем кривая Бетти, в шумном контексте и могут быть полезны для
задач машинного обучения. Несколько типов кривых персистентности, были также
определены Y.M Chung и A. Lawson в [20].
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Abstract. Persistent homology and persistent entropy have recently become useful tools for
pattern recognition. In the paper, requirements are found under which the persistent entropy is
stable to small perturbations of the input data and is scale invariant. Stable summary functions
are described that combine the persistent entropy and the Betti curve.
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