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Аннотация. Рассматривается четырёхмерная группа Ли 𝐺4 = 𝑆𝐸(2)× R+,
где 𝑆𝐸(2) – связная группа движений евклидовой плоскости, сохраняющих
ориентацию плоскости, а R+ – мультипликативная группа положительных
действительных чисел. Найден единственный класс левоинвариантных ло-
ренцевых метрик, при которых данная группа Ли является самоподобным
многообразием. Получены формулы, описывающие действие существенной
однопараметрической группы подобий относительно естественных коорди-
нат. Эта группа порождается однопараметрической группой автоподобий
соответствующей алгебры Ли, снабжённой лоренцевым скалярным произ-
ведением.
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1. Постановка задачи

Пусть (𝑀, 𝑔) – риманово или лоренцево многообразие. Преобразова-
ние 𝑓 :𝑀 →𝑀 называется подобием с коэффициентом e𝜈 , (𝜈 = const)
если любой точки 𝑝 ∈ M и любых векторов 𝑋, 𝑌 ∈ TpM выполнено
𝑔(𝑓*𝑋, 𝑓*𝑌 )𝑓(𝑝) = 𝑒2𝜈𝑔(𝑋, 𝑌 )𝑝. Метрика ̃︀𝑔 на многообразии 𝑀 называется кон-
формно эквивалентной метрике 𝑔, если существует такая функция 𝜙 :𝑀 → R,
что ̃︀𝑔 = 𝜙 · 𝑔. Преобразование подобия называется несущественным, если оно
является изометрией для некоторой метрики, конформно эквивалентной 𝑔. В
противном случае оно называется существенным. Однопараметрическая груп-
па подобий называется существенной, если она не сводится к группе изо-
метрий для некоторой метрики, конформно эквивалентной 𝑔. Многообразие
называется самоподобным, если оно допускает существенную однопараметри-
ческую группу подобий.

Пусть 𝐺 – произвольная группа Ли, 𝒢 – её алгебра Ли, 𝑔 – левоинвариант-
ная метрика на 𝐺, которая определяется скалярным произведением, заданным
в алгебре Ли 𝒢. Назовём линейное преобразование 𝑓 : 𝒢 → 𝒢 автоподобием,
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если оно является одновременно автоморфизмом алгебры Ли и подобием от-
носительно заданного в ней скалярного произведения. Назовём алгебру Ли 𝒢
самоподобной, если она допускает однопараметрическую группу автоподобий,
не являющуюся группой изометрий.

Любое подобие 𝑓 : 𝐺→ 𝐺 однородного пространства (𝐺, 𝑔), раскладывается
в композицию 𝐿𝑎∘ℎ, где ℎ – подобие, оставляющее единицу 𝑒 ∈ G на месте, а 𝐿𝑎

– левый сдвиг, 𝑎 ∈ G. Таким образом, задача поиска подобий однородного про-
странства (𝐺, 𝑔) сводится к поиску подобий, которые оставляют неподвижной
единицу группы Ли. В работе [1] автором доказано, что такие преобразования
порождаются автоподобиями соответствующей алгебры Ли 𝒢, если группа Ли
𝐺 является экспоненциальной.

В данной работе мы рассмотрим четырёхмерную группу Ли
𝐺4 = 𝑆𝐸(2)× R+, где 𝑆𝐸(2) – связная группа движений евклидовой плоско-
сти, сохраняющих ориентацию плоскости, а R+ – мультипликативная группа
положительных действительных чисел. Её алгебра Ли есть прямая сумма
𝒢4 = ℰ(2)⊕ℛ.

В работе [2] доказано, что эта алгебра Ли ℰ(2) не допускает автоподобий
при любом способе задания на ней лоренцева скалярного произведения. Это
означает, что трёхмерная группа Ли 𝐸(2) не может быть самоподобным много-
образием относительно левоинвариантной лоренцевой метрики.

Цель данной работы – показать, что группа Ли 𝐺4 = 𝑆𝐸(2) × R+ может
быть самоподобным многообразием относительно левоинвариантной лоренце-
вой метрики. Мы выпишем вид метрического тензора в координатах, которые
определяются матричным представлением данной группы Ли, и укажем форму-
лы, по которым действует существенная однопараметрическая группа подобий.
Более того, мы покажем, что существует только один класс левоинвариантных
метрик, превращающих рассматриваемую группу Ли в самоподобное много-
образие. При этом мы используем результаты работы [3], где найдено един-
ственное скалярное произведение в алгебре Ли 𝒢4, при котором она является
самоподобной.

В работе [4] найдена полная группа автоморфизмов алгебры Ли 𝒢4 и дока-
зано, что она не может быть самоподобной при любом способе задания на ней
евклидова скалярного произведения.

2. Группа Ли G4 = SE(2)× R+ и её алгебра Ли

Группа Ли 𝐺4 и алгебра Ли 𝒢4 могут быть представлены как состоящие
соответственно из матриц вида

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
cos𝑥1 − sin𝑥1 𝑥2 0

sin𝑥1 cos𝑥1 𝑥3 0

0 0 1 0

0 0 0 𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝑢1 𝑢2 0

𝑢1 0 𝑢3 0

0 0 0 0

0 0 0 𝑢4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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с обычными операциями умножения матриц и коммутатора матриц
(𝑢𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 4;𝑥𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, 3;𝑥4 > 0). В алгебре Ли 𝐺4 можно выбрать
базис (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4), состоящий из матриц

𝐸1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐸2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐸3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐸4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тогда операция скобки будет задаваться равенствами

[𝐸1, 𝐸2] = 𝐸3, [𝐸1, 𝐸3] = −𝐸2,

а остальные скобки Ли равны нулевому вектору.
Обозначим ⟨𝑋1, . . . , 𝑋𝑛⟩ – линейную оболочку векторов 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Алгебра

Ли 𝒢4 содержит трёхмерный коммутативный идеал ℋ = ⟨𝐸2, 𝐸3, 𝐸4⟩, одномер-
ный центр 𝒵 = R𝐸4, а производная алгебра Ли двумерна: 𝒢(2)

4 = ℒ = ⟨𝐸2, 𝐸3⟩.
Вектор 𝐸1 действует на ℋ с помощью преобразования ad(𝐸1), причём ядро
этого преобразования есть 𝒵.

Произвольный базис (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4) в 𝒢4, относительно которого коммута-
ционные соотношения задаются равенствами [𝑉1, 𝑉2] = 𝑉3, [𝑉1, 𝑉3] = −V2,
будем называть каноническим. В любом каноническом базисе верно, что
ℋ = ⟨𝑉2, 𝑉3, 𝑉4⟩, ℒ = ⟨𝑉2, 𝑉3⟩ и 𝒵 = R𝑉4.

Группа Ли 𝑆𝐸(2) не является односвязным многообразием, и поэтому мы
не можем определить на ней одну глобальную карту. Однако это не помешает
построить существенную однопараметрическую группу подобий. Мы припишем
матрице 𝑋 координаты (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥1 ∈ (−𝜋, 𝜋]. На алгебре Ли 𝒢4 зададим
карту 𝜓 : 𝒢4 → R4, приписывающую матрице 𝑈 координаты (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4). Тогда
запись отображения exp : 𝒢4 → 𝐺4 в выбранных координатах выглядит так:

exp(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) =

=

(︂
𝑢1,

1

𝑢1
(𝑢2 sin𝑢1 + 𝑢3(cos𝑢1 − 1)),

1

𝑢1
(−𝑢2(cos𝑢1 − 1) + 𝑢3 sin𝑢1), 𝑒𝑢

4

)︂
.

Заметим, что в этих формулах имеется устранимая неопределённость при
𝑢1 = 0. Необходимо определить exp(0, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) = (0, 𝑢2, 𝑢3, 𝑒𝑢

4
). Тогда фор-

мулы показывают, что группа Ли 𝐺4 является экспоненциальной (т. е. образ
экспоненциального отображения совпадает со всей группой 𝐺4).



Математические структуры и моделирование. 2023. №1 (65) 49

Запись отображения exp−1 : 𝐺4 → 𝒢4 в выбранных координатах:

exp−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

=

(︂
𝑥1,

𝑥1

2

(︂
𝑥2 sin𝑥1

1− cos𝑥1
+ 𝑥3

)︂
,
𝑥1

2

(︂
−𝑥2 + 𝑥2 sin𝑥1

1− cos𝑥1

)︂
, ln𝑥4

)︂
. (1)

Здесь также имеем устранимую неопределённость, и надо добавить
exp−1(0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = (0, 𝑥2, 𝑥3, ln𝑥4). Образ данного отображения не совпадает
со всей алгеброй Ли. Заметим, что из области определения данных формул
выпадают значения 𝑥1 = 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z, 𝑘 ̸= 0, однако мы ввели координаты на
группе Ли так, что эти значения не соответствуют ни одной точке. Безусловно,
это отображение не является непрерывным в топологическом смысле.

Операция умножения в группе Ли 𝐺4 имеет следующую запись в координа-
тах:

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) · (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) =
= (𝑥1 + 𝑦1, 𝑦2 cos𝑥1 − 𝑦3 sin𝑥1 + 𝑥2, 𝑦2 sin𝑥1 + 𝑦3 cos𝑥1 + 𝑥3, 𝑥4𝑦4), (2)

и здесь надо уточнить, что 𝑥1 + 𝑦1 вычисляется с точностью до 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z, так
что 𝑥1 + 𝑦1 ∈ (−𝜋, 𝜋].

Пусть теперь (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4) – произвольный канонический ба-
зис. На алгебре Ли 𝒢4 зададим естественную карту 𝜓 : 𝒢4 → R4,
приписывающую вектору 𝑈 = 𝑢1𝑉1 + 𝑢2𝑉2 + 𝑢3𝑉3 + 𝑢4𝑉4 координа-
ты (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4). На 𝐺4 припишем элементу exp𝑈 координаты(︁
𝑢1, 1

𝑢1 (𝑢
2 sin𝑥1 + 𝑢3(cos𝑥1 − 1)), 1

𝑢1 (𝑢
3 sin𝑥1 − 𝑢2(cos𝑥1 − 1)), 𝑒𝑢

4
)︁
. Тогда в

выбранных картах отображение exp−1 : 𝐺4 → 𝒢4 будет задаваться равен-
ствами (1), а групповое умножение – формулами (2). Назовём введённые
координаты естественными.

Нам понадобится следующий вспомогательный результат, который сформу-
лирован в работе [4]; там же приведено краткое доказательство.

Лемма. Алгебра Ли 𝒢4 = ℰ(2)⊕ℛ является самоподобной в том и только в
том случае, когда существует канонический базис, относительно которого
лоренцево скалярное произведение задаётся с помощью матрицы Грама:

Γ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (3)

В этом случае данная алгебра Ли допускает однопараметрическую группу
подобий, действие которой в каноническом базисе задаётся матрицей

𝐹 (𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 𝑒𝜈𝑡 cos 𝜀𝑡 −𝑒𝜈𝑡 sin 𝜀𝑡 0

0 𝑒𝜈𝑡 sin 𝜀𝑡 𝑒𝜈𝑡 cos 𝜀𝑡 0

0 0 0 𝑒2𝜈𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜈 > 0, 𝑡 ∈ R, (4)
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где 𝜀 может принимать одно из двух значений: 1 или 0.

Последнее означает, что минор, расположенный во 2-й и 3-й строках и 2-м
и 3-м столбцах может быть равен 𝑒𝜈𝑡𝐸, где 𝐸 – единичная матрица. Заметим,
что согласно этой лемме, скалярное произведение, при котором рассматривае-
мая алгебра Ли является самоподобной, не является единственным, поскольку
канонический базис не является единственным. В частности, в матрице (3)
можно взять 𝑔22 = 𝑔33 = 𝑘, где – любое положительное число; тогда за счёт вы-
бора другого канонического базиса, мы приведём матрицу Грама к собственно
виду (3). По этой причине в следующей теореме мы говорим не о единственной
левоинвариантной метрике, а о классе левоинвариантных метрик; для любой
метрики из данного класса метрический тензор можно привести к одному и
тому же виду за счёт выбора естественных координат.

3. Основной результат

Теорема. 1. На группе Ли 𝐺4 = 𝑆𝐸(2)×R+ существует единственный класс
левоинвариантных лоренцевых метрик, при которых она допускает суще-
ственную однопараметрическую группу преобразований, оставляющую ин-
вариантной единичный элемент группы. Матрица метрического тензора и
формулы, по которым действует указанная однопараметрическая группа
преобразований, имеют следующий вид относительно естественных коор-
динат:

(𝑔𝑖𝑗(𝑥)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑥4

0 1 0 0

0 0 1 0
1
𝑥4 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; (5)

𝑓𝑡(𝑥
1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = (𝑥1, 𝑒𝜈𝑡(𝑥2 cos 𝜀𝑡− 𝑥3 sin 𝜀𝑡), 𝑒𝜈𝑡(𝑥2 sin 𝜀𝑡+ 𝑥3 cos 𝜀𝑡), 𝑒2𝜈𝑡𝑥4). (6)

где 𝜈 = const > 0 и 𝜀 может принимать одно из двух значений: 1 или 0.
2. Группа Ли 𝐺4 снабжённая левоинвариантной лоренцевой метрикой из

указанного класса, допускает существенную однопараметрическую груп-
пу преобразований, имеющую замкнутую изотропную орбиту. Эта группа
преобразований действует по формулам

𝑓𝑡(𝑥
1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

= (𝑥1 + 𝑎𝑡, 𝑒𝜈𝑡(𝑥2 cos 𝜀𝑡− 𝑥3 sin 𝜀𝑡), 𝑒𝜈𝑡(𝑥2 sin 𝜀𝑡+ 𝑥3 cos 𝜀𝑡), 𝑒2𝜈𝑡𝑥4), (7)

где 𝑎 = const ̸= 0, 𝜈 = const > 0 и 𝜀 может принимать одно из двух значений:
1 или 0.

Доказательство. 1. Левоинвариантная метрика на группе Ли 𝐺4 индуци-
рует скалярное произведение в её алгебре Ли 𝒢4, и, наоборот, скалярное про-
изведение в 𝒢4 однозначно определяет левоинвариантную метрику на 𝐺4.
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Обозначим 𝐹𝑡 : 𝒢4 → 𝒢4 однопараметрическую группу автоподобий алгебры
Ли 𝒢4. Тогда подобия группы Ли 𝐺4 будем строить по правилу:

𝑓𝑡 = exp ∘𝐹𝑡 ∘ exp−1 : 𝐺4 → 𝐺4.

При этом отсутствие непрерывности отображения exp−1 не повлияет на окон-
чательный результат.

И наоборот, любое подобие группы Ли, оставляющее неподвижной единицу
группы, имеет в этой точке дифференциал, который является автоподобием
алгебры Ли. Произвольное подобие группы Ли является композицией подобия,
оставляющего неподвижной единицу группы, и левого сдвига.

Левый сдвиг на элемент 𝑥(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) действует по формуле

𝐿𝑥(𝑦
1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑦2 cos𝑥1 − 𝑦3 sin𝑥1 + 𝑥2, 𝑦2 sin𝑥1 + 𝑦3 cos𝑥1 + 𝑥3, 𝑥4𝑦4).

Матрица его дифференциала (𝐿𝑥)* в любой точке 𝑦(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) и обратная
матрица имеют вид

𝑈(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 cos 𝑥1 − sin𝑥1 0

0 sin𝑥1 cos𝑥1 0

0 0 0 𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑉 (𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 cos𝑥1 sin𝑥1 0

0 − sin𝑥1 cos𝑥1 0

0 0 0 1
𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрицу метрического тензора (𝑔𝑖𝑗) в точке 𝑥(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) находим по фор-
муле

(𝑔𝑖𝑗(𝑥)) = 𝑉 𝑇 (𝑥)Γ𝑉 (𝑥),

в соответствии с методикой, описанной в работе [5]. Для рассматриваемого
случая получаем матрицу (5). Убедимся, что преобразования, действующие по
формулам (6), действительно являются подобиями при любом значении 𝑡.

При каждом фиксированном значении 𝑡 дифференциал преобразования
(𝑓𝑡(𝑥))* относительно базиса (𝜕/𝜕𝑥1, 𝜕/𝜕𝑥2, 𝜕/𝜕𝑥3, 𝜕/𝜕𝑥4) в касательном про-
странстве 𝑇𝑥𝐺4 задаётся в точности матрицей (6), т. е. дифференциалы в
касательных пространствах 𝑇𝑥𝐺4 и 𝑇𝑒𝐺4 имеют одну и ту же матрицу, не
зависящую от 𝑥(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Обратная матрица 𝐼(𝑡) имеет вид

𝐼(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 𝑒−𝜈𝑡 cos 𝜀𝑡 𝑒−𝜈𝑡 sin 𝜀𝑡 0

0 −𝑒−𝜈𝑡 sin 𝜀𝑡 𝑒−𝜈𝑡 cos 𝜀𝑡 0

0 0 0 𝑒−2𝜈𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (8)

Матрицу тензора ((𝑓𝑡)
*𝑔(𝑥)) находим из равенства

((𝑓𝑡)
*𝑔(𝑥))𝑖𝑗 = 𝐼𝑇 (𝑡)(𝑔𝑖𝑗(𝑥))𝐼(𝑡).
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Непосредственным вычислением получаем, что

((𝑓𝑡)
*𝑔(𝑥))𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜈𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑥4

0 1 0 0

0 0 1 0
1
𝑥4 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Обозначим 𝑥′ = 𝑓𝑡(𝑥). Сравнивая последнюю матрицу с матрицей (5), мы ви-
дим, что

((𝑓𝑡)
*𝑔(𝑥))𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜈𝑡(𝑔𝑖𝑗(𝑥

′)).

Это значит, что однопараметрическая группа преобразований, действующая
по формулам (6), действительно является существенной однопараметрической
группой подобий.

Несложно убедиться, что отображения, действующие по формулам (6), дей-
ствительно являются преобразованиями. Тот факт, что координата 𝑥1 не из-
меняется при действии преобразований (6) и координаты 𝑥2, 𝑥3 изменяют-
ся независимо от 𝑥1, приводит к тому, что отсутствие непрерывности отоб-
ражения exp−1 не повлияло на непрерывность построенных преобразований
𝑓𝑡 : 𝐺4 → 𝐺4.

2. Рассмотрим теперь преобразования, которые действуют по формулам (7),
где 𝑥1 + 𝑎𝑡 исчисляется с точностью до 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z. Очевидно, что они тоже
образуют однопараметрическую группу. Матрицы дифференциалов этих преоб-
разований тоже имеют вид (4), а обратные матрицы – вид (8). Тем самым эти
преобразования являются подобиями.

При 𝑡 = 2𝜋𝑘
𝑎

эти подобия являются существенными, потому что они имеют
неподвижную точку. При 𝑡 ̸= 2𝜋𝑘

𝑎
эти преобразования не имеют неподвижных

точек. Если бы координата 𝑥1 не была циклической, то, умножив метрический

тензор на 𝑒
𝑣𝑥1

𝑎 , мы бы превратили эти преобразования в изометрии. Тем самым
цикличность координаты 𝑥1 гарантирует то, что каждое из преобразований (7)
в отдельности является существенным подобием.

Мы получили однородное лоренцево многообразие, которое относится к
классу, описанному в работе [6]. Его существенная однопараметрическая груп-
па подобий имеет замкнутую изотропную орбиту. Работа [6] послужила допол-
нением работы Д.В. Алексеевского [7], где были рассмотрены самоподобные
однородные лоренцевы многообразия, в предположении, что их существенная
однапараметрическая группа подобий не имеет замкнутой изотропной орби-
ты. �

Замечание 1. Построенная левоинвариантная метрика на группе Ли 𝐺4,
является плоской. Тем самым, группа Ли 𝐺4 = 𝑆𝐸(2)× R+ может быть само-
подобным многообразием относительно левоинвариантной лоренцевой метрики,
только если эта метрика является плоской.

Замечание 2. Группа Ли 𝐺4 не является односвязной. Мы можем рассмот-
реть её универсальное накрывающее многообразие ̃︀𝐺4 = ̃︁𝑆𝐸(2)×R+. Для этого
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мы будем считать точки (𝑥1+2𝜋𝑘, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) различными для различных 𝑘 ∈ Z.
Эта группа Ли имеет ту же алгебру Ли 𝒢4, но она не является экспоненци-
альной: точки (2𝜋𝑘, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) 𝑘 ∈ Z, 𝑘 ̸= 0, имеют прообразы, только если
𝑥2 = 𝑥3 = 0. Это означает, что экспоненциальное отображение не является
обратимым. Тем не менее метрика, которая определяется формулой (5), то-
же является левоинвариантной, и однопараметрическая группа, действующая
по формулам (6) для неё является существенной группой подобий. При этом
однопараметрическая группа, действующая по формулам (7), является несуще-
ственной.
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Abstract. We consider the four-dimensional Lie group 𝐺4 = 𝑆𝐸(2) × R+, where
𝑆𝐸(2) is the connected group of motions of the Euclidean plane that preserve the
orientation of the plane, and R+ is the multiplicative group of positive real numbers.
A unique class of left-invariant Lorentzian metrics is found for which the given Lie
group is a self-similar manifold. Formulas are obtained that describe the action of
an essential one-parameter similarity group with respect to natural coordinates. This
group is generated by the one-parameter autosimilarity group of the corresponding
Lie algebra equipped with the Lorentz scalar product.

Keywords: Lie group, Lie algebra, Lorentzian metric, similarity, self-similar mani-

fold.
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