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Аннотация. В работе раскрыты и описаны возможности применения про-
граммного средства GeoGebra для организации обучения по компьютер-
ному моделированию. Программное средство является свободным, имеет
веб-интерфейс, однако пока литературы по использованию программно-
го продукта недостаточно. В качестве преимуществ работы с программой
можно назвать возможность создания собственных расширений функцио-
нала программы, разработки алгоритмов решения прикладных задач мате-
матического моделирования с помощью этого средства. Авторами предло-
жены ранее не описанные в литературе возможные решения типовых задач
моделирования в среде GeoGebra.
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Введение

Интерактивность процесса обучения, визуализация зависимостей и графи-
ческая поддержка процесса решения – важнейшие инструменты повышения
эффективности освоения учебного материала, тем более в условиях самостоя-
тельного обучения в рамках дистанционного обучения [19–21]. Вопросы ком-
пьютерного моделирования с использованием прикладных программных паке-
тов рассматриваются во многих работах [1–35].

Анализ исследований, посвящённых инструментальным средствам компью-
терного моделирования, позволяет выявить важную проблему необходимости
выбора наиболее удобного и эффективного средства графического и динамиче-
ского моделирования в процессе обучения. В то же время реализация компью-
терного моделирования в программном средстве пока недостаточно освещена, и
авторы своей задачей видят раскрытие основных возможностей программного
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сервиса GeoGebra для компьютерного моделирования при решении прикладных
задач.

1. Краткое описание основных возможностей GeoGebra

GeoGebra — это бесплатный многоязычный пакет математического про-
граммного обеспечения с открытым исходным кодом, созданный междуна-
родным сообществом программистов в 2001 году. Математический сервис
GeoGebra разработан специально для целей изучения различных математи-
ческих дисциплин, включая геометрию, алгебру, математический анализ, тео-
рию вероятностей, математическую статистику и компьютерное моделирование.
Программа написана на кроссплатформенном языке Java, что позволяет исполь-
зовать ее на компьютерах различных типов и на большинстве операционных
систем [1].

Идея GeoGebra заключается в интерактивном сочетании геометрического,
алгебраического и числового представления. Такое сочетание позволяет созда-
вать конструкции с точками, линиями, векторами, математическими функци-
ями с возможностью их дальнейшего изменения. Таким образом, полученны-
ми объектами обучающиеся могут легко манипулировать в пространстве, ре-
ализовывать интерактивные геометрические объекты (2D и 3D), работать с
электронной таблицей, системой компьютерной алгебры (CAS), реализовывать
вероятностное моделирование и статистическую обработку данных и прочее.

Общество пользователей сервиса постоянно развивает функционал
GeoGebra, размещают материалы с новыми возможностями. Однако некоторые
вопросы до сих пор не разработаны, авторы статьи решили компенсировать
этот недостаток и предложить решение ряда типовых задач компьютерного
моделирования средствами GeoGebra. Рассмотрим возможности GeoGebra при
решении задач линейного программирования.

1.1. Пример 1. Линейное программирование

Задача линейного программирования важнейших инструмент решения
социально-экономических и иных задач.

Для получения представления об особенностях решения этой задачи, зна-
комства с компьютерным моделированием полезно использование возможно-
стей сервиса GeoGebra для иллюстрации графического метода решения задач
линейного программирования.

Пусть дана задача линейного программирования об оптимальной производ-
ственной программе, в которой математическая модель имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑓 = 3𝑥+ 4𝑦 → 𝑚𝑎𝑥,

5𝑥+ 6𝑦 6 30,

4𝑥+ 8𝑦 6 32,

𝑥 > 0, 𝑦 > 0.
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Рис. 1. Создание области допустимых решений команды и результат

Рис. 2. Создание слайдера для автоматического передвижения линии уровня целевой функции
и команда для построения вектора градиента

Реализуем решение и компьютерное моделирование в GeoGebra.
Построим область допустимых решений задачи (рис. 1), используя класси-

ческий калькулятор GeoGebra.
Создадим слайдер (ползунок) kon для автоматизации движения прямой —

уровня целевой функции параллельно самой себе (рис. 2). Построим вектор
градиента grf для целевой функции, для определения направления наискорей-
шего возрастания выручки (прибыли).

Рассмотрим некоторые настройки слайдера (рис. 3)
Для определённости найдём вершины области допустимых решений, кото-

рая выделена более насыщенным цветом. В этой области все штриховки совпа-
дают. Для определения координат точек пересечения прямых зададим прямые
с помощью уравнений прямых и используем команду intersect для получения
координат точек пересечения прямых (рис. 4).

Для иллюстрации сути графического решения запускаем работу слайдера и
наблюдаем за параллельным переносом линии уровня в направлении градиента
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Рис. 3. Настройки слайдера: максимальное и минимальное значение, шаг

Рис. 4. Получение точек пересечения прямых — вершин многоугольника допустимых решений
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Рис. 5. Положение линии уровня при значении целевой функции, равном 14

Рис. 6. Положение линии уровня при оптимальном значении целевой функции, равном 19

до пересечения с крайней вершиной В (рис. 5 и рис. 6).
Проведём компьютерный эксперимент для исследования влияния измене-

ния запасов ресурсов на оптимальное решение. Введём параметр – слайдер,
для правой части ограничения в виде неравенства по первому ресурсу и для
границы области, определяемой уравнением (рис. 7).

Ниже показаны объекты (рис. 8), зависимые от изменения параметра
parametr.

Аналогично можно исследовать влияния цен на оптимальное решение.

1.2. Пример 2. Модель управления запасами

Модели управления запасами были одними из первых моделей, разработан-
ных математиками для управления производственными процессами. Постепен-
но эти модели стали также использоваться и в сфере управления финансами,
например, модель Баумеля.

Простейшей моделью теории управления запасами является модель детер-
минированного спроса для однономенклатурного запаса. В этой модели счита-
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Рис. 7. Изменение параметра и связанное изменение положения точки B

Рис. 8. Зависимые от параметра parametr объекты
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ется, что известны общая за период потребность в ресурсе (периодом может
быть год, месяц), затраты на доставку одной партии, затраты на хранение
единицы запаса за весь период. Общие затраты складываются в результате
суммирования затрат на доставку и затрат на хранение.

Модели управления запасами в простейшем случае относятся к задачам без-
условной нелинейной оптимизации. С помощью аппарата дифференциального
исчисления или графически можно определить размер оптимального заказа,
при котором общие затраты будут минимальными. Зная величину оптималь-
ного заказа, можно определить число заказов, временной промежуток между
заказами.

Задачи управления запасами можно использовать при обучении компьютер-
ному моделированию. Приведём пример компьютерной реализации этой модели
средствами веб-сервиса Графический калькулятор GeoGebra (рис. 9).

Рис. 9. Окно команд и графики функций затрат на доставку, на хранение и общих суммарных
затрат

Для исследования влияния изменений входных параметров используются
слайдеры для изменения общей потребности в ресурсе, для изменения затрат
на доставку одной партии, затрат на хранение за весь период. Вводятся функ-
ции: затраты на хранение, затраты на доставку, общие затраты. Точка миниму-
ма общих затрат определяет оптимальный размер партии, при котором общие
затраты минимальны.

Изменяя значения входных параметров, можно анализировать возможное
значение оптимального размера партии, при котором общие затраты будут ми-
нимальными.
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1.3. Пример 3. Моделирование гармонических колебаний

Периодические изменения физической величины в зависимости от време-
ни, происходящие по закону синуса или косинуса, называют гармоническими
колебаниями.

Рассмотрим графическое представление уравнения гармонического колеба-
ния: 𝑦 = 𝑥0𝑐𝑜𝑠(𝑤0𝑥). На рисунке 10 представлено исследование влияния пара-
метров гармонических колебаний на график колебательного процесса.

Рис. 10. Окно команд и график колебательного процесса

1.4. Пример 4. Задача об образовании двух новых веществ, при раз-
ложении исходного вещества

Пусть из исходного вещества массой a образуются два новых вещества
𝑥1, 𝑥2. Скорость образования новых веществ пропорциональна массе неразло-
жившегося исходного вещества с коэффициентами 𝑘1, 𝑙. В начальный момент
времени 𝑥10 = 0, 𝑥20 = 0. Требуется промоделировать процесс образования но-
вых веществ на отрезке времени [0, 20] секунд.

Для решения задачи составим математическую модель. Имеем систему
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с начальными
условиями. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑘1(𝑎− 𝑥1 − 𝑥2),

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑙(𝑎− 𝑥1 − 𝑥2),

𝑥1(0) = 0,

𝑥2(0) = 0.
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Используем возможности веб-сервиса по численному решению задачи Коши
первого порядка для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, при-
меним процедуру NSolveODE, основанную на применении численных методов
семейства Рунге–Кутта.

Подготовим для моделирования запись уравнений системы и исходных па-
раметров в соответствие с правилами синтаксиса использования NSolveODE. В
нашей реализации параметр l фиксирован, но зато можно изменять начальные
значения и параметр k1, также a-массу исходного вещества (рис. 11, рис. 12).

Рис. 11. Настройка параметров и запись уравнений системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

Затем вызовем процедуру NSolveODE лоя численного решения системы с
начальными условиями.

Графическое представление результата приведено на рисунке 13.
Программное средство позволяет многократно проводить решения, для вы-

бора самого оптимального режима работы системы.
Видно, что с некоторого момента времени процесс образования новых ве-

ществ практически прекращается, из-за почти полного расходования исходного
вещества, массы новых веществ с определённого момента практически не ме-
няются. Ползунки слайдеры позволяют анализировать влияние изменения ряда
входных параметров на интенсивность процесса образования новых веществ.

Использование возможностей веб-сервиса даёт возможность проводить ин-
терактивное компьютерное моделирование, иллюстрировать различные сцена-
рии развития при изменении входных параметров модели. Преимуществом ис-
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Рис. 12. Вызов процедуры численного решения системы обыкновенных лифференциальных
уравнений

Рис. 13. Графическое представление результата численного решения

пользования является возможность графической поддержки при визуальном
отражении основных закономерностей при моделировании.

Использование визуализации повышает уровень восприятия процедуры мо-
делирования и используемых моделей, развивает навыки компьютерного моде-
лирования.

2. Заключение

Таким образом, мы рассмотрели возможности применения графического ме-
тода решения задачи линейного программирования, модели управления запа-
сами, компьютерного моделирования физико-химических процессов. Очевид-
но, преимущество применения GeoGebra или подобных программных средств с
точки зрения развития навыков исследовательской деятельности и выработки
наглядных представлений о сущности решаемых задач.

В целом, внесение анимационной наглядности существенно пополняет ар-
сенал средств обучения компьютерному моделированию, что, несомненно, спо-
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собствует повышению уровня понимания и прочного усвоения компьютерных и
математических знаний. Эта новая составляющая современной методики обу-
чения компьютерному моделированию является технологическим проявлением
цифровизации образования.
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Abstract. The paper discloses and describes the possibilities of using the GeoGebra
software tool for organizing training in computer modeling. The software tool is
free, has a web interface, but so far there is not enough literature on the use of
the software product. The advantages of working with the program include the
ability to create your own extensions of the program’s capabilities, the development
of algorithms for solving applied problems of mathematical modeling using this tool.
The authors proposed possible solutions to typical modeling problems in the GeoGebra
environment that were not previously described in the literature.
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