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Аннотация. Для гиперболических многооюразий доказывается единствен-
ность ломаной с вершинами на данных лучах и заданным поворотом,
существование ломаной с вершинами на данных лучах и заданными по-
воротами и др. Утверждается, что если в трехмерном пространстве Ло-
бачевского задана ориентируемая многогранная поверхность 𝐹 с гладкой
метрикой и краем, который состоит из геодезических циклов ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝑘,
то эту поверхность можно гладко продлить лентами 𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑘, у которых
заданы кривизны вершин внешних краев.
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болические многообразия..

Девятая глава в монографии А.Д. Александрова «Выпуклые многогранни-
ки», вышедшей в 1950 году, называется «Многогранники с вершинами на дан-
ных лучах».
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В ней три параграфа: § 1. Замкнутые многогранники; § 2. Бесконечные
многогранники; § 3. Обобщения.

� Теоремы существования А.Д. Александров доказывает с помощью своей
леммы об отображении многообразий, для применения которой должны быть
доказаны теоремы единственности.

� В начале § 3 сказано, что таким же методом можно доказать аналогич-
ную теорему для замкнутых многогранников в пространстве Лобачевского. А
в конце параграфа 3 А.Д.Александров намечает план применений этих теорем
к уравнениям Монжа – Ампера.

� Позднее А.В.Погорелов и И.Я.Бакельман, а также и сам А.Д. Алексан-
дров, реализовали этот план в большом цикле работ. При этом теоремы суще-
ствования А.В.Погорелов доказывал экстремальным методом, не требующим
теорем единственности. Для простейшего двумерного случая он состоит в сле-
дующем.

1. Поворот замкнутой выпуклой ломаной и площадь

Пусть 𝐿 замкнутая простая ломаная с вершинами 𝐴1, ..., 𝐴𝑘 на рлоскости
Лобачевского.

Замкнутая ломаная 𝐿 называется выпуклой, если каждый ее угол меньше
развернутого.

Поворотом ломаной 𝐿 в вершине 𝐴𝑖 называется число 𝜔𝑖 равное (𝜋 − 𝛼𝑖),
где 𝛼𝑖 – угол с вершиной 𝐴𝑖.
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Согласно теореме Гаусса-Бонне для ломаной 𝐿 и области 𝑄 ограниченной
этой ломаной верно равенство:∫︁ ∫︁

𝑄

𝐾𝑑𝜎 = 2𝜋 −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖.

В случае плоскости Лобачевского постоянной отрицательной кривизны 𝐾 име-
ем

−𝐾 · 𝑆𝑄 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖 − 2𝜋.

2. Ломаная с вершинами на данных лучах

На плоскости Лобачевского в одной из полуплоскостей относительно пря-
мой 𝐴𝐵 построены ортогональные прямой 𝐴𝐵 лучи 𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘, начала кото-
рых в точках 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘 на отрезке 𝐴𝐵 соответственно.

Пусть простая ломаная 𝐿 имеет концами точки 𝐴 и 𝐵 и остальными вер-
шинами точки 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘, которые ортогонально проектируются на отрезок
𝐴𝐵 в точки 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘. Такая ломаная называется ломаной с вершинами на
данных лучах.

Ломаная с вершинами на данных лучах называется выпуклой, если за-
мкнутая ломаная, полученная объединением 𝐿 и отрезка 𝐴𝐵 – выпуклая лома-
ная.

3. Единственность ломаной с вершинами на данных лу-
чах и заданным поворотом

Теорема 1. Пусть на плоскости Лобачевского выпуклая ломаная 𝐿 име-
ет концами точки 𝐴 и 𝐴 и остальными вершинами точки 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘,
которые ортогонально проектируются на отрезок в точки 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘.
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Числа 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 – повороты вершин 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘 соответственно. Лучи
𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘 идут из точек 𝐵1, 𝐵2, ..., 𝐵𝑘 через точки 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘 ортого-
нально прямой 𝐴𝐵.

Тогда если ломаная 𝐿* имеет концами точки и и остальными верши-
нами точки 𝐴*

1, 𝐴
*
2,..., 𝐴

*
𝑘 на лучах 𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘 с теми же поворотами 𝜔1,

𝜔2,..., 𝜔𝑘 соответственно, то ломаные 𝐿 и 𝐿* совпадают.

Доказательство. Предположим, что ломаные 𝐿 и 𝐿* не совпадают и не
имеют общих точек отличных от их концов. Рассмотрим замкнутые ломаные
𝐿1 и 𝐿*

1, полученные соответственно дополнением ломаных 𝐿 и 𝐿* отрезком
. Повороты в вершинах 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘 и 𝐴*

1, 𝐴
*
2,..., 𝐴

*
𝑘 ломаных 𝐿1 и 𝐿*

1 соот-
ветственно равны. Пусть углы 𝐴1𝐴𝐵1 и 𝐴𝑘𝐵𝐵𝑘 больше углов 𝐴*

1𝐴𝐵1 и 𝐴*
𝑘𝐵𝐵𝑘

соответственно. Тогда площадь многоугольника 𝐴𝐴1𝐴2...𝐴𝑘 больше площади
многоугольника 𝐴𝐴*

1𝐴
*
2...𝐴

*
𝑘𝐵.

Что противоречит теореме Гаусса-Бонне, поскольку повороты в вершинах
и ломаной 𝐿* больше соответствующих поворотов ломаной 𝐿.

Таким образом, ни одна из ломаных 𝐿 и 𝐿* не может лежать внутри другой.
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Если ломаные 𝐿 и 𝐿* не совпадают, то они имеют по крайней мере одну
общую точку отличную от их концов. Пусть их общая точка такая, что части
ломаных 𝐿 и 𝐿* заключенные между точками и не имеют других общих
точек. Тогда одна из этих частей (допустим, часть ломаной 𝐿) лежит выше
части ломаной 𝐿* с концами и относительно прямой 𝐴𝐵. Эти части обозначим
𝜆 и 𝜆*.

Пусть точка 𝐵𝐶 – проекция точки 𝐶 на прямую .

Дополним двузвенной ломаной части 𝜆 и 𝜆* до замкнутых выпуклых ло-
маных 𝐿1 и 𝐿*

1. Аналогично рассмотренному ранее случаю, получаем проти-
воречие, поскольку полный поворот замкнутой ломаной 𝐿1 меньше полного
повороты ломаной 𝐿*

1, которую ломаная 𝐿1 охватывает.

Следовательно, 𝐿1 и 𝐿*
1 совпадают. А значит совпадают исходные ломаные

𝐿 и 𝐿*.

Единственность доказана.

�

4. Существование ломаной с вершинами на данных лучах
и заданными поворотами (метод Погорелова)

Теорема 2. Если задана система лучей 𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘, идущих из точек
𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘 отрезка в одну сторону от прямой на плоскости Лобачев-
ского Л2, и заданы неотрицательные числа 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 меньшие 𝜋, то
существует и притом единственная выпуклая ломаная 𝐿 с концами и , в
вершинах 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘 которой, лежащих на лучах 𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘, повороты
равны числам 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 соответственно.
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Доказательство. Рассмотрим класс Ω всех выпуклых ломаных с вершина-
ми на лучах 𝛾1, 𝛾2,..., 𝛾𝑘, у которых повороты в этих вершинах не больше чисел
𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 соответственно. Класс Ω не пуст, так как сам отрезок с точками
𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑘 является ломаной из этого класса (кривизны во всех точках 𝐵𝑖

равны нулю).
Пусть ломаная 𝐿 = 𝐴𝐴1𝐴2...𝐴𝑘𝐵 принадлежит классу Ω. Зададим для ло-

маной 𝐿 функцию 𝑓(𝐿) = 𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵2 + ... + 𝐴𝑘𝐵𝑘, где 𝐴1𝐵1, ..., 𝐴𝑘𝐵𝑘 дли-
ны соответствующих отрезков. Функция 𝑓(𝐿) является непрерывной функцией
переменных 𝑥1 = 𝐴1𝐵1, ..., 𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝐵𝑘. Множество 𝑀 точек (𝑥1, ..., 𝑥𝑘) про-
странства R𝑘, соответствующих классу Ω, компактно, так как оно замкнуто и
ограничено в пространстве R𝑘.

Замкнутость следует из того, что множество 𝑀 содержит все свои предель-
ные точки.

Ограниченность получаем из того что все расстояния 𝐴1𝐵1, ..., 𝐴𝑘𝐵𝑘 равно-
мерно ограничены, так как в противном случае хотя бы один из поворотов 𝜔1,
𝜔2,..., 𝜔𝑘 стремился к 𝜋, что невозможно.

Согласно теореме Вейерштрасса, непрерывная функция 𝑓(𝐿) достигает на
𝑀 своего максимума 𝐻 для некоторой ломаной 𝐿*. Тогда в вершинах этой
ломаной 𝐿* все повороты равны значениям 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘. Если допустить про-
тивное, то в некоторой вершине 𝐴𝑖 поворот будет меньше 𝜔𝑖. Тогда эту вершину
можно поднять на такое 𝜖, что в вершине 𝐴𝑖 поворот останется меньше 𝜔𝑖, а в
соседних вершинах повороты не возрастут. Поэтому ломаная останется в клас-
се Ω, а значение функции 𝑓(𝐿) у неё станет 𝐻 + 𝜖, что невозможно. Поэтому
наше допущение приводит к противоречию, а это значит, что во всех вершинах
ломаной 𝐿* повороты равны числам 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘.

Теорема доказана. �

5. Кривые на неодносвязной поверхности

Пусть 𝐿 – замкнутая простая ломаная в горизонтальной плоскости Лоба-
чевского Л2. Построим над ломаной 𝐿 призматическую поверхность Π, рёбра
которой ортогональны плоскости Л2 в трёхмерном пространстве Лобачевско-
го Л3. Зададим на ломаной 𝐿 точки 𝐵1, 𝐵2, ..., 𝐵𝑘, среди которых есть все
вершины ломаной 𝐿.
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Каждой этой точке сопоставим положительное число 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 меньшее
𝜋. Проведём через точки 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘 в одно полупространство относительно
плоскости ломаной 𝐿 ортогональные этой плоскости лучи 𝛾1, 𝛾2,...,𝛾𝑘.

Теорема 3. Существует и притом единственная выпуклая ломаная 𝐿,
лежащая на поверхности Π с вершинами в точках 𝐴1, 𝐴2,..., 𝐴𝑘, которые
проектируются в точки 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘 и имеют повороты 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 соот-
ветственно.

Доказательство. Доказательство единственности.
Проведем доказательство единственности для трехзвенной замкнутой лома-

ной АВС, лежащей в плоскости Лобачевского.
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Предположим существуют дае замкнутые ломаные 𝐿 и 𝐿*, вершины кото-
рых 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑘 и 𝐴*

1, 𝐴
*
2, ..., 𝐴

*
𝑘 лежат на лучах 𝛾1, 𝛾2, ..., 𝛾𝑘 и имеют кривизны

𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑘 соответственно.
Пусть для всех вершин ломаных 𝐿 и 𝐿* выполняются неравенства |𝐴*

𝑖𝐵
*
𝑖 | 6

|𝐴𝑖𝐵𝑖|.
Тогда множество 𝑀𝐿 содержит множество 𝑀𝐿* .

Обозначим часть плоскости, ограниченную треугольником 𝐴𝐵𝐶, вместе с
ее границей через Δ.

Рассмотрим две области 𝑄 = 𝑀𝐿 ∪ Δ и 𝑄 = 𝑀𝐿* ∪ Δ. Границами этих
жордановых областей являются ломаные 𝐿 и 𝐿* соответственно, и 𝑄 ⊃ 𝑄*.

По теореме Гаусса-Бонне получаем∫︁ ∫︁
𝑄

𝐾𝑑𝜎 = 2𝜋 −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖 = 𝑖𝑛𝑡

∫︁
𝑄*

𝐾𝑑𝜎,

а, следовательно, в силу постоянства кривизны пространства получаем равен-
ство площадей множеств 𝑄 и 𝑄*.

Получили противоречие. Значит, ломаные 𝐿 и 𝐿* либо пересекаются, либо
совпадают.

Предположим ломаные 𝐿 и 𝐿* пересекаются, а значит имеют по крайней
мере две общие точки. Пусть точки 𝐹 и 𝐺 общие точки ломаных 𝐿 и 𝐿*,
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причем части 𝜆 и 𝜆* ломаных 𝐿 и 𝐿*, ограниченных этими точками не имеют
других общих точек. Тогда одна из этих частей, допустим 𝜆*, лежит выше
части 𝜆 ломаной 𝐿 относительно плоскости Л2. Проекцию этих ломаных на
плоскость 𝛼 обозначим 𝜇.

Доказательство существования, т. е. доказательство того, что существует
выпуклая ломаная 𝐿, лежащая на поверхности Π с вершинами в точках 𝐴1,
𝐴2,..., 𝐴𝑘, которые проектируются в точки 𝐵1, 𝐵2,..., 𝐵𝑘 соответственно и име-
ет повороты 𝜔1, 𝜔2,..., 𝜔𝑘 в вершинах 𝐴1, 𝐴2,...,𝐴𝑘 соответственно, повторяет
доказательство для двумерного случая. �

6. Выпуклые области на расширяющихся гиперболиче-
ских многообразиях с выпуклыми компонентами края

Возьмём замкнутую гиперболическую поверхность 𝑀 ненулевого рода 𝑔, на-
пример, КБД, род которого 4. Возьмём на 𝑀 геодезический цикл Γ, разрежем
𝑀 по Γ на два цикла Γ и Γ*, и приклеим к обоим краям разреза две трубки –
гиперболические чаши 𝑇 и 𝑇 *. Получим расширяющееся гиперболическое мно-
гообразие 𝑀*. Зададим на 𝑇 и 𝑇 * две системы лучей, идущих от Γ и Γ* внутрь
этих трубок, и зададим на этих лучах положительные числа, меньшие 𝜋. Тогда
на 𝑇 и 𝑇 * существуют ломаные 𝐿 и 𝐿* с вершинами на этих лучах и заданными
поворотами. Они ограничат на 𝑀* выпуклую многоугольную область с краями
𝐿 и 𝐿*.

Теорема 4. Пусть в трёхмерном пространстве Лобачевского задана
ориентируемая многогранная поверхность 𝐹 с гладкой метрикой и кра-
ем,который состоит из геодезических циклов ℎ1, ℎ2,..., ℎ𝑘. Тогда эту по-
верхность можно гладко продлить лентами 𝑣1, 𝑣2,...,𝑣𝑘, у которых заданы
кривизны вершин внешних краёв.
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7. Трёхмерный случай

Я последние годы со своими соавторами занимаюсь невыпуклыми однород-
ными многогранниками. Большинство из них имеет сложную топологию. В то
время, как полные выпуклые поверхности в пространствах Евклида и Лобачев-
ского имеют простейшую топологию – они (не считая выпуклых цилиндров)
либо сфера, либо плоскость. Среди однородных многогранников в трёхмер-
ном пространстве Лобачевского (моделью которого является шар Клейна 𝐾)
есть такие, у которых внутренняя метрика – гладкая. Например, таким будет
один из больших додекаэдров БД. По своей внутренней геометрии этот боль-
шой додекаэдр является замкнутой ориентируемой гладкой гиперболической
поверхностью рода 4. Она покрыта сетью Σ из 12-ти вершин 𝐴1,...,𝐴12, 30-
ти рёбер, и состоит из 12-ти правильных пятиугольников Π1,...,Π12 плоскости
Лобачевского.

Над каждым из этих пятиугольников Π1,...,Π12 построим в 𝐾 ортогональ-
ную ему телесную гиперболическую призму 𝑃1,...,𝑃12, рёбрами которых явля-
ются лучи, ортогональные плоскостям пятиугольников Π1,...,Π12. Из каждой
точки 𝐴1,...,𝐴12 исходит по 5 таких лучей, а над каждым ребром сети Σ идёт
по две боковые грани призм 𝑃1,...,𝑃12. Склеим в один луч пять лучей, идущих
из каждой вершины сети Σ, а также склеим в одну грань две боковые грани
над ребром сети Σ. Лучи будем обозначать 𝑎1,..., 𝑎12. Построили трёхмерное
гиперболическое 𝑊 3 с вполне геодезическим краем БД. Этот край составлен
из 12-ти пятиугольников Π1,...,Π12.



122 А.Л. Вернер, Л.А. Антипова. Задача Александрова...

Дополним в многообразии 𝑊 3 систему лучей 𝑎1,...,𝑎12 лучами 𝑎13,...,𝑎𝑛, ор-
тогональными краю этого многообразия, с вершинами 𝐴13,...,𝐴𝑛. Каждой точке
𝐴1,...,𝐴𝑛 сопоставим положительное число 𝜓1,..., 𝜓𝑛 меньшее 2𝜋. Тогда в мно-
гообразии 𝑊 3 существует выпуклый многогранник 𝑀 с вершинами на лучах
𝑎1,...,𝑎𝑛 и кривизнами 𝜓1,..., 𝜓𝑛.

Доказательство этой теоремы методом Погорелова.
Этот же сюжет можно изложить и так. Рассмотрим в трёхмерном простран-

стве Лобачевского 𝐻3 замкнутый ориентируемый многогранник 𝑃 рода 𝑔 с
гладкой метрикой, вершинами 𝐴1,...,𝐴𝑘, выпуклыми гранями Γ1,...,Γ𝑚 и сетью
рёбер Σ. Построим над каждой гранью Γ1,...,Γ𝑚 телесную призму 𝑃1,...,𝑃𝑚 и
склеим боковые грани этих призм, идущие от одного ребра сети Σ. Получим
трёхмерное гиперболическое многообразии 𝑊 3 с вполне геодезическим краем
𝑃 .

Дополним в многообразии 𝑊 3 систему лучей 𝑎1,...,𝑎𝑘 лучами 𝑎𝑘+1,...,𝑎𝑛,
ортогональными краю этого многообразия, с вершинами 𝐴𝑘+1,...,𝐴𝑛. Каждой
точке 𝐴1,...,𝐴𝑛 сопоставим положительное число 𝜓1,..., 𝜓𝑛 меньшее 2𝜋. Тогда
в многообразии 𝑊 3 существует выпуклый многогранник 𝑀 с вершинами на
лучах 𝑎1,...,𝑎𝑛 и кривизнами 𝜓1,..., 𝜓𝑛.
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