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Аннотация. Показывается, что все состояния спектра материи из различ-
ных когерентных подпространств физического гильбертова пространства
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1. Введение
Никто до конца не понимает спиноры. Их
алгебра формально понятна, но их геомет-
рическое значение загадочно

Майкл Атья [1, с. 430]

Общеизвестно, что поиск элементарных составляющих материи является глав-
ной мотивирующей идеей фундаментальной теоретической физики. Фейнман
отмечал, что атомная гипотеза представляет собой наиболее важную и ин-
формативную часть научного знания. Основная посылка атомизма и редукци-
онизма заключается в представлении о том, что материя есть некий агрегат,
состоящий из фундаментальных (неделимых) субъединиц. С другой стороны,
Гейзенберг неоднократно подчёркивал, что принцип «состоит из» не работает
в области микромира, поскольку одна и та же так называемая элементарная
частица может распадаться на различные частицы несколькими способами.

Современной реализацией гипотезы Демокрита является модель кварков,
в которой предпринята попытка составного описания адронной части спектра
материи в виде двухкваркового 𝑞𝑞-состава для мезонов и трёхкваркового 𝑞𝑞𝑞-
состава для барионов. Наряду с экспериментальным открытием состояний, не
укладывающихся в стандартные 𝑞𝑞- и 𝑞𝑞𝑞-схемы (экзотические адроны, тетра-
кварки и пентакварки), модель кварков сталкивается с рядом серьёзных труд-
ностей как теоретического, так и экспериментального характера: ошибочные
предсказания барионного спектра на базе SU(6) ⊗ O(3)-симметрии, отсутствие
аналитического понимания механизма конфайнмента в рамках квантовой хро-
модинамики, кризис протонного спина (более подробно см. [2]). Кроме того,
лептоны находятся вне рамок описания кварковой модели, что автоматически
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лишает кварки статуса универсальных субъединиц материи. Согласно стан-
дартной модели (СМ), включающей в себя модель кварков как составную часть,
имеем следующий список из 17 «фундаментальных частиц»: фермионы (𝑢, 𝑑, 𝑠,
𝑐, 𝑏, 𝑡, 𝑒, 𝜇, 𝜏 , 𝜈𝑒, 𝜈𝜇, 𝜈𝜏 ) и бозоны (𝛾, 𝑔, 𝑍, 𝑊 , 𝐻). В этом списке семь фиктив-
ных частиц (𝑢, 𝑑, 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡, 𝑔), которые никогда не наблюдались в свободном
состоянии. Пять частиц (𝜇, 𝜏 , 𝑍, 𝑊 , 𝐻) заведомо не элементарны, посколь-
ку распадаются по многочисленным каналам. Три сорта нейтрино (𝜈𝑒, 𝜈𝜇, 𝜈𝜏 )
переходят друг в друга посредством нейтринных осцилляций, т. е. лептонное
число для нейтрино не сохраняется. Вся эта разношёрстная компания (зоопарк)
из 17 частиц в рамках стандартной модели связана динамической симметрией
𝐺𝑆𝑀 = U(1) × SU(2) × SU(3) и 18 параметрами1: массы (𝑚𝑒, 𝑚𝑢, 𝑚𝑑; 𝑚𝜇, 𝑚𝑠,
𝑚𝑐; 𝑚𝜏 , 𝑚𝑏, 𝑚𝑡; 𝑀𝑊 , 𝑀𝐻), углы смешивания (𝜃𝑢, 𝜃𝑑, 𝜃, 𝛿) и константы связи
(𝛼, 𝛼𝑠, 𝛼𝑊 ). Легко видеть, что стандартная модель очень далека от идеала
Демокрита о существовании универсального первоэлемента материи. Однако,
если удалить из списка СМ фиктивные и распадающиеся частицы, то в итоге
останутся три частицы (𝜈, 𝑒, 𝛾), претендующие на роль такого первоэлемента.

Другим важным аспектом рассматриваемой проблемы (атомной гипотезы,
корпускулярной картины) является вопрос об адекватности использования тер-
мина «частица» применительно к квантовому микрообъекту. Этим вопросом
(«что такое элементарная частица?») задавались Гейзенберг [3], Шрёдингер,
Марков [4]. Этот термин, точнее говоря, наглядный пространственный образ,
обычно ассоциируемый с понятием «частица», неосознанно транслируется на
объекты микромира2, которые, в общем случае, не подчиняются классиче-
скому пространственно-временному описанию. Как следствие возникает ши-
рокий спектр нечётких и размытых представлений о квантовом микрообъек-
те. В недавней статье [5] Вулховер суммирует эти представления. Перечис-
лим некоторые из них: 1) частица как результат коллапса волновой функции;
2) частица как возмущение квантованного поля; 3) частица как неприводи-
мое представление группы3; 4) частица как вибрация струны; 5) частица как

1 Число параметров СМ не является жёстко фиксированным. Так, в связи с тем, что обна-
ружены нейтринные осцилляции, СМ нуждается в расширении, которое дополнительно вводит
3 массы нейтрино и как минимум 4 параметра PMNS-матрицы смешивания нейтрино (матри-
цы Понтекорво–Маки–Накагавы–Сакаты), аналогичные CKM-матрицы смешивания кварков,
и, видимо, ещё 2 параметра, если нейтрино являются майорановскими частицами.

2 Именно это транслирование (бессознательный перенос) Гейзенберг называл «дурной фи-
лософией».

3 Эта интерпретация восходит к работе Вигнера [6], в которой элементарная частица опи-
сывается неприводимым представлением группы Пуанкаре 𝒫. С другой стороны, в согласии
с SU(3)-теорией элементарная частица описывается вектором неприводимого представления
группы SU(3). Например, в так называемом «восьмеричном пути» Гелл-Манна [7] адроны
представлены векторами восьмимерного регулярного представления Sym0

(1,1) группы SU(3). С
целью проложить мост между этими интерпретациями (между представлениями группы 𝒫 и
векторами представлений Sym0

(1,1), Sym0
(1,4), . . .) в [8] определяется K-гильбертово простран-

ство состояний, где каждый циклический вектор этого пространства задаёт неприводимое
представление группы SL(2,C) (см. также [9–11]). В данном подходе главенствующую роль
приобретает понятие симметрии. Гейзенберг отмечал: «“В начале была симметрия” – идея, без-
условно, более правильная, чем демокритовский тезис “в начале была частица”. Элементарные
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деформация информационного океана4 («it from bit» Уилера). Последняя интер-
претация восходит к Ur-гипотезе фон Вайцзеккера [14,15], а также к гипотезе
пространственно-временного кода Финкельштейна [16]. Согласно этим пред-
ставлениям, фундаментальным первоэлементом является бит информации, а
все материальные объекты есть некие «конструкты» информационного поля5.

Математическая структура бита информации тождественна двухкомпонент-
ному спинору. В свою очередь, двухкомпонентный спинор описывает нейтрино.
Вынесенное в эпиграф высказывание Атьи о «загадочности» спиноров наво-
дит на мысль о том, что в поиске первоэлемента материи определяющую роль
играет фундаментальное понятие спинора. В связи с этим рассмотрим истоки
возникновения этого понятия, восходящие к кватернионам Гамильтона, а так-
же геометрическое (Картан) и алгебраическое (Брауэр–Вейль) определения
спинора.

Итак, теория алгебр Клиффорда берёт своё начало от кватернионов Га-
мильтона [17] и теории протяжённости Грассмана [18]. Алгебра, введённая
Клиффордом [19], является обобщением алгебры кватернионов на случай мно-
гомерных пространств. Как следствие этого обобщения, в алгебре Клиффорда
возникает кватернионная структура, являющаяся тензорным произведением ал-
гебр кватернионов, т. е. тензорным произведением четырёхмерных алгебр (раз-
мерность алгебры кватернионов равна 4). Изучая вращения 𝑛-мерного евклидо-
ва пространства R𝑛, Липшиц [20] установил, что группа вращений простран-
ства R𝑛 с определителем +1 двузначно изображается спинорной группой6. Как
известно [21], группы движений 𝑛-мерных неевклидовых пространств 𝑆𝑛 изо-
морфны группам вращений пространств R𝑛+1. Поскольку алгебры Клиффорда
изоморфны матричным алгебрам, спинорные представления движений про-
странств 𝑆𝑛 можно рассматривать как представления этих движений линей-
ными преобразованиями векторов в соответствующих пространствах. Векторы
этих пространств называются спинорами пространств 𝑆𝑛. Понятие спинора

частицы являются воплощениями симметрий, их простейшими выражениями, однако они –
лишь следствие симметрий» [12, c. 349].

4 Ассоциации океанического плана часто возникают, когда речь идёт о природе фундамен-
тальной субстанции, заполняющей Вселенную, здесь достаточно вспомнить море Дирака или
нейтринное море Понтекорво–Смородинского [13].

5 Утверждая существование информационного поля (океана), последователи Ur-гипотезы
фон Вайцзеккера («it from bit» Уилера) встают на зыбкую почву метафизических спекуляций,
неизбежно возникающих по поводу так называемой «связи» между материей и информацией.
По сути здесь имеет место очередная реинкарнация неоплатонизма, т. е. разделение реально-
сти на мир идеальный и мир материальный (платонова «пещера») и последующее утверждение
доминирования первого мира над вторым. Однако it from bit ≡ bit from it, откуда it ≡ bit, и
существование двух миров есть фикция (иллюзия). Спиноза, вводя понятие мыслящей суб-
станции, отлично понимал эту ошибку Платона и искусственность противопоставления res
cogitans и res extensa философии Декарта.

6 Для 𝑛-мерного псевдоевклидова пространства R𝑝,𝑞 (𝑛 = 𝑝 + 𝑞) группа Липши-
ца Γ𝑝,𝑞 =

{︀
𝑠 ∈ 𝐶ℓ𝑝,𝑞 | ∀x ∈ R𝑝,𝑞, 𝑠x𝑠−1 ∈ R𝑝,𝑞

}︀
содержит спинорную группу Spin(𝑝, 𝑞) =

=
{︀
𝑠 ∈ Γ+

𝑝,𝑞 | 𝑁(𝑠) = ±1
}︀
, где Γ+

𝑝,𝑞 = Γ𝑝,𝑞 ∩ 𝐶ℓ+𝑝,𝑞, 𝐶ℓ+𝑝,𝑞 – чётная подалгебра алгебры
Клиффорда 𝐶ℓ𝑝,𝑞 пространства R𝑝,𝑞. Группа Spin(𝑝, 𝑞) содержит подгруппу Spin+(𝑝, 𝑞) =
= {𝑠 ∈ Spin(𝑝, 𝑞) | 𝑁(𝑠) = 1}.
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было введено Картаном [22]. Ван дер Варден [23] отмечает, что название «спи-
нор» было дано Эренфестом после появления известной статьи Гаудсмита и
Уленбека [24] о вращающемся электроне. Более точно, геометрический смысл
спинорных представлений движений неевклидовых пространств 𝑆𝑛 состоит в
том, что координаты спиноров можно рассматривать как координаты плос-
ких образующих максимальной размерности абсолютов7 этих пространств, а
спинорные представления движения этих пространств совпадают с теми пре-
образованиями спиноров, которые соответствуют преобразованиям абсолютов
при движениях. Так, в случае, важном для физики, известно, что связная
группа движений трёхмерного неевклидова пространства 𝑆1,2 (пространство
Лобачевского) изоморфна связной группе вращений четырёхмерного псевдо-
евклидова пространства R1,3 (пространство-время Минковского), совпадающей
с группой преобразований Лоренца специальной теории относительности. По-
этому спинорное представление связной группы движений пространства 𝑆1,2

(комплексными матрицами второго порядка с определителем +1) является в
то же время спинорным представлением группы Лоренца. Отсюда следует, что
каждому спинору пространства 𝑆1,2 соответствует некоторая точка абсолюта8

пространства 𝑆1,2, а каждой точке абсолюта пространства 𝑆1,2 соответствует
изотропная прямая пространства R1,3, проходящая через некоторую точку этого
пространства. Изложенное геометрическое истолкование спиноров и спинорных
представлений было предложено Картаном [25] (см. также [21]).

В своей книге [26] Шевалле отмечает, что концепция понятия спинора,
данная Картаном, является довольно сложной, а более простое представление
теории, основанное на использовании алгебр Клиффорда, было предложено в
статье Брауэра и Вейля [27]. В своём изложении алгебраической теории спи-
норов Шевалле следует статье [27]. Так, наряду с геометрической интерпре-
тацией Картана возник алгебраический подход к описанию спиноров и спи-
норных представлений, далее развитый в работах [28–30]. Продуктивность
и развитость алгебраического подхода показывает, что спинор по преимуще-
ству является объектом алгебраической природы. Согласно алгебраическому
определению, спинор задаётся элементом минимального левого идеала алгеб-
ры Клиффорда9 𝐶ℓ(𝑉,𝑄), где 𝑉 – векторное пространство, снабжённое невы-
рожденной квадратичной формой 𝑄. При 𝑛 чётном минимальный левый идеал
алгебры 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) соответствует максимальному тотально изотропному под-
пространству10 𝑈 ⊂ 𝑉 размерности 𝑛/2, т. е. изоморфен спинпространству S
размерности 2𝑛/2 [32].

Понятие спина неразрывно связано с природой того математического объек-

7 Абсолютом называется множество бесконечно удалённых точек неевклидова пространства.
8 Абсолют пространства Лобачевского 𝑆1,2 гомеоморфен расширенной комплексной плоско-

сти C ∪ {∞}.
9 Исторически первое рассмотрение спиноров как элементов минимального левого идеала

алгебры Клиффорда было дано в работе [31].
10 Подпространство 𝑈 пространства 𝑉 называется тотально изотропным подпространством,

если билинейная форма 𝐵(𝛼𝑖, 𝛼𝑗) = 0 для всех 𝛼𝑖, 𝛼𝑗 ∈ 𝑈 . Подпространство 𝑈 ⊂ 𝑉 максималь-
ной размерности с указанным выше свойством называется максимальным тотально изотропным
подпространством.



Математические структуры и моделирование. 2022. №1 (61) 9

та (спинора), геометрическое и алгебраическое определения которого мы рас-
смотрели выше. И именно здесь лежит «загадка», т. е. в физическом пони-
мании спина, а не в геометрическом значении спиноров, как это утверждал
Атья. Как известно, понятие спина ввёл Паули в 1925 г., объясняя дублетную
структуру спектра щелочных металлов (аномальный эффект Зеемана): «Дуб-
летная структура спектров щелочных металлов, а также нарушение теоремы
Лармора согласно этой точке зрения объясняется своеобразной, классически
не описываемой двузначностью квантовотеоретических свойств излучающего
электрона» [33, c. 644]. Ван дер Варден отмечает: «Эту неподдающуюся клас-
сическому описанию двузначность электрона ныне мы называем спином» [23,
c. 236]. Как известно, все попытки классического (механического) описания
спина электрона, начиная с работы Уленбека и Гаудсмита [24], не имели успе-
ха11. Первая теория спина, дающая корректную математическую формулировку
«двузначности, не поддающейся классическому описанию», была предложена
Паули в работе 1927 г. [36]. Избегая построения каких-либо наглядных кине-
матических моделей, Паули ввёл удвоенное гильбертово пространство H2 ⊗H∞
(пространство волновых функций), векторами которого являются двухкомпо-
нентные спиноры. Так впервые в физике появились двухкомпонентные спиноры
и первое удвоение. Последующее удвоение (биспиноры, пространство H4⊗H∞)
было предложено Дираком в 1928 г. [37]12. Ван дер Варден пишет: «Переход от
однокомпонентной волновой функции к двухкомпонентной 𝜓 более радикален,
чем переход от двух компонент к четырём; переход от векторной алгебры к
двузначным представлениям группы вращений совершить много труднее, чем
расширить группу вращений до группы Лоренца» [23, c. 258]. Как известно,
после работы Томаса [40] о величине дублетного расщепления Паули формаль-
но принял гипотезу о вращающемся электроне, однако остался при убеждении,
что спин нельзя описать классической кинематической моделью, поскольку та-
кая модель никогда не сможет привести к двузначным представлениям группы
вращений. Таким образом в понятии о спине возник своего рода «теорети-
ческий компромисс», сущность которого Паули выразил следующими словами:
«После короткого периода идейного разброда и разногласий, вызванных времен-

11 В воспоминаниях Ю.Б. Румер пишет: «В свое время Паули сказал Кронигу, что тео-
рия спина – это вздор, потому что математическая точка не может вокруг себя вращаться»
[34, c. 56]. Точечность электрона является требованием специальной теории относительности,
поэтому электроны в квантовой электродинамике, как и кварки в квантовой хромодинамике,
представляются точечными фермионами спина 1/2. Более того, согласно кварковой модели,
кварки совершают «внутри» адрона орбитальные и радиальные движения. При этом спин адро-
на ассоциируется с полным угловым моментом J, являющимся суммой орбитального момента
L и спина кварков S: J = L + S. Очевидно, что это определение есть своего рода «механи-
ческая пародия» реального спина. Как утверждал Фок [35], спин не является механическим
понятием.

12 Принцип удвоения есть ведущий принцип физики микромира («удвоение симметрии»
Паули, Гейзенберг [12, c. 342–343], см. также [38]). Следующее удвоение приводит к ги-
пертвисторам в K-гильбертовом пространстве H8 ⊗ H∞. Гипертвисторы являются вектора-
ми фундаментального представления группы Румера–Фета SO(2, 4) ⊗ SU(2) ⊗ SU(2)′, дающей
теоретико-групповую интерпретацию периодической системы элементов [39]. Спиноры, биспи-
норы и твисторы суть частные случаи гипертвистора.
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ным ограничением “наглядности”, было достигнуто общее согласие, о замене
конкретных образов абстрактными математическими символами, например 𝜓.
В частности, конкретный образ вращения в трёхмерном пространстве был заме-
нён на математические характеристики представления группы вращения. Эту
группу Дирак скоро расширил до группы Лоренца» [42, c. 46]. В приведён-
ной цитате особенно важно последнее предложение, поскольку полное описа-
ние спина достигается в рамках двузначных представлений группы Лоренца,
а традиционное описание спина посредством группы SU(2) является ограни-
ченным представлением, исторически связанным с наглядным трёхмерным об-
разом. SU(2)-трактовка спина принята в стандартной модели, в SU(6)-теории
и её «орбитальном» расширении SU(6) ⊗ O(3), а также в понятии изотопиче-
ского спина («вращение» в изопространстве). Очевидно, что редуцированное на
трёхмерный образ (вследствие указанного Паули компромисса) SU(2)-описание
спина не отражает всех свойств этой важнейшей характеристики квантового
микрообъекта (состояния). Так, при SU(2)-описании невозможно объяснить на-
личие одинакового спина у состояний, имеющих различную массу (энергию).
Это становится возможным при SL(2,C)-описании, где спин 𝑠 = 𝑙 − 𝑙, 𝑙 = 𝑘/2,
𝑙 = 𝑟/2, 𝑘 и 𝑟 – степени спинтензорных факторизаций циклических векторов,
задающих фермионные и бозонные состояния. SL(2,C)-описание спина было
дано в работах [10,41].

Как уже отмечалось выше, общее понятие спина имело своим источником
конкретное описание «двузначности, не поддающейся классическому описа-
нию» электрона, понимаемого как частица. Однако частица – это класси-
ческое понятие. Ван дер Варден задаётся вопросом: «Почему Паули не припи-
сал электрону момент количества движения 𝑚𝑠 = ±1/2 и магнитный момент
2𝑚𝑠?» [23, c. 243]. Может ли классическая частица обладать неклассическим
свойством? Очевидно, что нет. Это и есть ответ на вопрос Ван дер Вардена.
Ю. Румер и А. Фет пишут: «До сих пор мы считали, что одна и та же части-
ца – например, электрон – может находиться в двух спиновых состояниях со
спином +1/2 и −1/2. Однако электрон без определённого значения спина ни-
когда не наблюдается и представляет собой лишь абстрактное понятие. Ввиду
этого вполне закономерна другая точка зрения: можно считать, что существуют
две элементарные частицы – электрон со спином +1/2 и электрон со спином
−1/2, в то время как “просто электрон” в природе не встречается. При этом
можно сохранить понятие об электроне как о некоторой абстрактной частице,
энергия которой в магнитном поле всегда расщепляется на два возможных
значения» [43, c. 161–162]. Согласно расхожему мнению («дурная философия»
по Гейзенбергу) в пространстве-времени существуют некие объекты («просто
электрон», «просто протон» и т. д.), которые понимаются как независимые друг
от друга сущности, обладающие самостоятельным бытием и имеющие сразу
все присущие им квантовые характеристики. Излишне напоминать, что такое
представление не имеет ничего общего с реальностью, открытой в последних
экспериментах по проверке неравенств Белла (опыты Фридмана–Клаузера, Ас-
пэ, Гринберга–Хорна–Цайлингера и др.). Очевидно, что классическое понятие
частицы несостоятельно на микроуровне, а также несостоятельны все меха-
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нические модели, связанные с этим понятием. Абстрагируясь от наглядного
образа (ментального шаблона), мы видим, что в основании понятия «части-
ца» лежит представление о дискретности, заключающееся в предположении
о существовании некоторой минимальной величины, неделимой далее до бес-
конечности, т. е. отрицание континуума. Прерывность и непрерывность (тезис
и антитезис), квант и континуум (Демокрит и Эмпедокл). В отличие от чисто
умозрительной процедуры деления до бесконечности, превращающей контину-
ум в идеализацию, понятие кванта опирается на фундаментальный закон План-
ка о прерывности (дискретности) энергии. М.А. Марков в статье «О современ-
ной форме атомизма», анализируя эволюцию понятия «элементарная частица»,
приходит к выводу: «Если дано понятие поля, то дальше следует определе-
ние: элементарная частица – атом данного поля. Только в этом случае слово
“атом” современной физики заменяется словом “квант”. Данная элементарная
частица – это простейший элемент данного поля, или просто “квант данного
поля”. Здесь действительно по праву, т. е. в соответствии с терминологическим
смыслом можно употребить и слово “атом”» [4, c. 412]. Итак, согласно Марко-
ву частица – это квант поля, если дано понятие поля. Увы, здесь мы видим
определение одного тёмного понятия («частица») с помощью другого, пожалуй,
ещё более тёмного понятия «поле». Сам Марков это видит и отмечает: «Но, к
сожалению, с той же педагогической точки зрения нелегко объяснить содержа-
ние понятия поля» [4, c. 412]. И далее, Марков приводит весьма любопытную
аналогию между четырьмя взаимодействиями современной физики и четырьмя
стихиями древних греков, давая тем самым недвусмысленно понять, что со-
временные представления не так уж далеко ушли от античной физики. Поле
является необходимым атрибутом концепции близкодействия, определение поля
требует наличия пространственно-временного континуума (для передачи взаи-
модействия от точки к точке). Однако понятие кванта возникло вне какой-либо
связи с полевыми представлениями. Более того, дискретность энергии нахо-
дится в противоречии с непрерывностью континуума. Согласно этой позиции,
частица это не квант поля, а квант энергии.

Возвращаясь к спинорным представлениям группы Лоренца, мы видим, что
фундаментальное представление этой группы над полем комплексных чи-
сел F = C действует в двумерном спинпространстве, вектором которого яв-
ляется двухкомпонентный спинор. И далее, любое конечномерное неприво-
димое спинорное представление группы Лоренца может быть факторизовано
в виде тензорного произведения двумерных фундаментальных представлений.
В свою очередь, спинпространство фундаментального представления является
минимальным левым идеалом кватернионной алгебры (алгебры бикватернионов
C2 ≃ C⊗H в случае поля F = C и алгебр кватернионов 𝐶ℓ0,2 ≃ H, 𝐶ℓ1,1 ≃ R(2),
𝐶ℓ0,2 ≃ R(2) в случае поля F = R, при этом с кольцом деления K ≃ H для
𝐶ℓ0,2 и K ≃ R для 𝐶ℓ1,1 и 𝐶ℓ2,0). Элементами минимальных левых идеалов
четырёхмерных кватернионных алгебр являются двухкомпонентные спиноры.
Здесь мы рассмотрели только один из путей возникновения K-структур (ал-
гебр деления) в теоретической физике. В более широком контексте алгебраиче-
ская формулировка квантовой теории была впервые предложена Йорданом, фон
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Нейманом и Вигнером [44, 45], а также Сигалом [46] (в терминах 𝐶*-алгебр).
Впоследствии алгебраические методы проникли в квантовую теорию поля и
статистическую механику [47–49]. Авторы работ [44,45] рассматривали R-, C-
и H-реализации квантовой теории на равных основаниях. Исторически это бы-
ла первая реализация K-структур в физике. В 1962 г. Дайсон [50] предложил
рассматривать все три K-реализации квантовой теории (K = R,C,H) в рам-
ках единой структуры, названной им «троичный путь». Более точно, троичный
путь Дайсона описывает, как определённые комплексные представления групп
можно рассматривать как возникающие из вещественных или кватернионных
представлений. И далее, в 2012 г. Баез [51] развивает троичный путь в рам-
ках теории категорий и K-гильбертовых пространств. Теория K-гильбертовых
пространств была ранее предложена в работе [52]. Ещё одно применение K-
структур в физике связано с алгебраическим описанием стандартной модели
(алгебра Диксона R ⊗ C ⊗ H ⊗ O [53], где O – алгебра октонионов13). Пред-
ставление дискретных симметрий в виде автоморфизмов алгебр Клиффорда
было предложено в [55–57] (𝑃𝑇 - и 𝐶𝑃𝑇 -группы). При этом существенную
роль играет K-структура псевдоавтоморфизма алгебры Клиффорда, задающего
зарядовое сопряжение 𝐶: кольцо деления K ≃ C соответствует заряженным со-
стояниям (частицам), K ≃ H – нейтральным состояниям, K ≃ R соответствует
истинно нейтральным (майорановским) состояниям. Определение фермионных
и бозонных представлений группы Лоренца в терминах тензорных произведе-
ний двумерных спинпространств (минимальных левых идеалов четырёхмерных
кватернионных алгебр) и действие соответствующих 𝐶𝑃𝑇 групп для полей
высшего спина были даны в [9,41].

В настоящей статье, являющейся продолжением серии работ [2, 58, 59],
рассматривается алгебраическая формулировка квантовой теории с двоичной
структурой. Следуя Гейзенбергу, основной наблюдаемой на фундаментальном
уровне (микроуровне) считается энергия, которой соответствует эрмитов опера-
тор 𝐻. 𝐶*-алгебра A наблюдаемых состоит из оператора энергии 𝐻 и присоеди-
нённых к 𝐻 генераторов группы SU(2, 2) (двулистной накрывающей конформ-
ной группы SO0(2, 4)), образующих с 𝐻 общую систему собственных функ-
ций. Спектр состояний (спектр материи) генерируется посредством конструк-
ции Гельфанда–Наймарка–Сигала. Чистые сепарабельные состояния спектра
материи задаются циклическими векторами K-гильбертова пространства, где
K = R,C,H (вещественные числа R, комплексные числа C и кватернионы H). В
соответствии со спектром масс [60] чистые сепарабельные состояния 𝜔 образу-
ют физическое K-гильбертово пространство Hphys(K), где каждый циклический
вектор |𝜓⟩ ∈ Hphys(K) соответствует определённому наблюдаемому состоянию
(«частице»). Алгебраическое квантование, реализуемое ГНС-конструкцией в
рамках концепции циклических векторов K-гильбертова пространства и энер-
гетической интерпретации 𝐶*-алгебры, естественным образом приводит к по-
ниманию состояния («частицы») как кванта энергии. При этом минимальный

13 Гюнайдин и Гюрши [54] рассмотрели алгебраическое представление кварковой модели
в рамках октонионной группы автоморфизмов 𝐺2 (𝐺2 является 14-мерной исключительной
группой Ли, содержащей в качестве подгруппы группу SU(3)).
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квант энергии соответствует фундаментальному состоянию 𝐶*-алгебры (мини-
мальный левый идеал алгебры кватернионов), а тензорные произведения фун-
даментальных состояний образуют фермионные состояния при нечётном числе
сомножителей (кватернионных алгебр) и бозонные состояния при чётном. По-
казывается, что все состояния (фермионные и бозонные) из K-подпространств
(K = R,C,H) являются производными структурами, которые получаются из
фундаментальных состояний посредством операций слияния и удвоения.

2. Слияние, удвоение и аннигиляция состояний

В рамках двоичной структуры для состояний с минимальной тензорной раз-
мерностью существуют три базовые операции14:
1) Слияние.

|q⟩ ⊗ |q̄⟩ =

⃒⃒⃒⃒
H, 0, 1,

1

2

⟩
⊗

⃒⃒⃒⃒
H, 0,−1,

1

2

⟩
=

⃒⃒
H⊗H, 0, 0, 1

⟩︀
= |R, 0, 0, 1⟩ = |𝛾⟩ .

2) Удвоение.

⃒⃒
𝑒−

⟩︀
= |q⟩ ⊕ |q̄⟩ =

⃒⃒⃒⃒
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1
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⟩
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⃒⃒
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= |q⟩ ⊖ |q̄⟩ =
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H⊖ 𝑖H, 0,−1,

1

2

⟩
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1

2

⟩
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3) Аннигиляция.

⃒⃒
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⟩︀
⊗

⃒⃒
𝑒+
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=

⃒⃒⃒⃒
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C, 0,−1,
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⟩
=

=
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H⊕ 𝑖H, 0, 1,

1

2

⟩
⊗

⃒⃒⃒⃒
H⊖ 𝑖H, 0,−1,

1

2

⟩
= |H⊗H, 0, 0, 1⟩ + 𝑖 |H⊗H, 0, 0, 1⟩−

− 𝑖 |H⊗H, 0, 0, 1⟩ + |H⊗H, 0, 0, 1⟩ = 2 |R, 0, 0, 1⟩ = 2 |𝛾⟩ .

Последняя операция является алгебраическим аналогом процесса аннигиляции
электрон-позитронной пары на два 𝛾-кванта: 𝑒−𝑒+ → 2𝛾.

Покажем, что все циклические векторы физического K-гильбертова про-
странства, представляющие чистые сепарабельные состояния спектра материи,
могут быть определены посредством вышеперечисленных операций слияния и
удвоения. С этой целью потребуется вспомнить некоторые сведения, касающи-
еся факторизации и периодичности алгебр Клиффорда.

Пусть 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) – алгебра Клиффорда над полем F = R, где 𝑉 – векторное
пространство, снабжённое квадратичной формой 𝑄 = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑝 − . . .− 𝑥2𝑝+𝑞.
Если 𝑝 + 𝑞 чётно и 𝜔2 = 1, то 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) называется положительной, и, соот-
ветственно, отрицательной, если 𝜔2 = −1, т. е. 𝐶ℓ𝑝,𝑞 > 0, если 𝑝 − 𝑞 ≡ 0, 4
(mod 8) и 𝐶ℓ𝑝,𝑞 < 0, если 𝑝− 𝑞 ≡ 2, 6 (mod 8).

14 Операция слияния была ранее определена в [2]
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Теорема 1 (Каруби [61]). 1) Если 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) > 0 и dim𝑉 чётна, то

𝐶ℓ(𝑉 ⊕ 𝑉 ′, 𝑄⊕𝑄′) ≃ 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) ⊗ 𝐶ℓ(𝑉 ′, 𝑄′).

2) Если 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) < 0 и dim𝑉 чётна, то

𝐶ℓ(𝑉 ⊕ 𝑉 ′, 𝑄⊕𝑄′) ≃ 𝐶ℓ(𝑉,𝑄) ⊗ 𝐶ℓ(𝑉 ′,−𝑄′).

Используя теорему Каруби, получим для алгебры 𝐶ℓ𝑝,𝑞 (𝑝 − 𝑞 ≡ 0 (mod 2))
следующую факторизацию:

𝐶ℓ𝑝,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑠𝑖,𝑡𝑗 ⊗ 𝐶ℓ𝑠𝑖,𝑡𝑗 ⊗ · · · ⊗ 𝐶ℓ𝑠𝑖,𝑡𝑗⏟  ⏞  
(𝑝+𝑞)/2 раз

, (1)

где 𝑠𝑖, 𝑡𝑗 ∈ {0, 1, 2}.

Теорема 2. Все циклические векторы |𝜓⟩ физического K-гильбертова
пространства Hphys(K), задающие фермионные и бозонные состояния R-,
C- и H-подпространств, определяются посредством композиции операций
слияния и удвоения из активных |q𝑎⟩ и инертных |q𝑠⟩ фундаментальных
состояний.

Доказательство. Согласно теореме 3 в [58], фермионным состояниям 𝐹 со-
ответствуют циклические векторы 𝜏 𝑘

2
,0 ⊗ 𝜏0, 𝑟

2
|𝜔⟩ с нечётным числом сомножи-

телей 𝜏 1
2
,0 (соотв. 𝜏0, 1

2
) в тензорном произведении. В свою очередь, бозонным

состояниям 𝐵 соответствуют циклические векторы с чётным числом сомножи-
телей. Следовательно,

𝜏 1
2
,0 ⊗ 𝜏 1

2
,0 ⊗ · · · ⊗ 𝜏 1

2
,0

⨂︁
𝜏0, 1

2
⊗ 𝜏0, 1

2
⊗ · · · ⊗ 𝜏0, 1

2⏟  ⏞  
𝑚 раз

⇒

{︃
𝐹, 𝑚 ≡ 1 (mod 2);

𝐵, 𝑚 ≡ 0 (mod 2).

(2)
Двумерное гильбертово пространство H2(C), в котором действует фундамен-
тальное циклическое представление 𝜏 1

2
,0 (соотв. 𝜏0, 1

2
), т. е. «базовый стро-

ительный блок» структуры (2), эквивалентно спинпространству S2(C), кото-
рое, в свою очередь, является минимальным левым идеалом алгебры биква-
тернионов C2. С другой стороны, алгебра C2 изоморфна комплексификациям
вещественных подалгебр 𝐶ℓ2,0, 𝐶ℓ1,1, 𝐶ℓ0,2. Соответственно, спинпространство
S2(C) изоморфно комплексификациям минимальных левых идеалов веществен-
ных подалгебр15: S2(C) ≃ C ⊗ 𝐼2,0, S2(C) ≃ C ⊗ 𝐼1,1, S2(C) ≃ C ⊗ 𝐼0,2. Кроме

15 Минимальный левый идеал подалгебры 𝐶ℓ2,0 имеет вид 𝐼2,0 = 𝐶ℓ2,0𝑓20, где 𝑓20 = 1
2 (1+e1) –

примитивный идемпотент для 𝐶ℓ2,0, соответствующее кольцо деления K ≃ 𝑓20𝐶ℓ2,0𝑓20 ≃ {1} ≃
≃ R изоморфно полю вещественных чисел. Для подалгебры 𝐶ℓ1,1 имеем 𝐼1,1 = 𝐶ℓ1,1𝑓11, где
𝑓11 = 1

2 (1 + e12), K ≃ 𝑓11𝐶ℓ1,1𝑓11 ≃ {1} ≃ R. Аналогично, минимальный левый идеал подал-
гебры 𝐶ℓ0,2 задаётся выражением 𝐼0,2 = 𝐶ℓ0,2𝑓02, где 𝑓02 = 1, а кватернионное кольцо деления
имеет вид K ≃ 𝑓02𝐶ℓ0,2𝑓02 ≃ {1, e1, e2, e12} ≃ {1, i, j,k} ≃ H. Следует отметить, что выбор
примитивных идемпотентов алгебр 𝐶ℓ𝑝,𝑞 неоднозначен и определяется числом коммутирующих
элементов алгебры 𝐶ℓ𝑝,𝑞, образующих конечную группу порядка 2𝑘, где 𝑘 = 𝑞 − 𝑟𝑞−𝑝, здесь
𝑟𝑞−𝑝 – числа Радона–Гурвица, значения которых образуют цикл с периодом 8: 𝑟𝑖+8 = 𝑟𝑖 + 4
(более подробно см. [30,56]).
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того, для алгебры C2 справедлив изоморфизм C2 ≃ 𝐶ℓ3,0, где 𝐶ℓ3,0 – алгебра
Клиффорда над полем F = R с комплексным кольцом деления K ≃ C (тип
𝑝 − 𝑞 ≡ 3 (mod 8)). В свою очередь, для алгебры 𝐶ℓ3,0 справедливо разло-
жение 𝐶ℓ3,0 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊕ 𝐶ℓ0,2 ≃ H ⊕ H (частный случай общего изоморфизма
𝐶ℓ𝑝,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1⊕𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 для нечётномерных алгебр, более подробно см. [10,28]).
Далее, поскольку максимальный базисный элемент 𝜔 = e1e2e3 алгебры 𝐶ℓ3,0
принадлежит центру Z3,0 = {1, 𝜔} ∈ 𝐶ℓ3,0 и 𝜔2 = −1, то Z3,0 ≃ C, а сле-
довательно, алгебра 𝐶ℓ3,0 является комплексификацией (удвоением) алгебры
кватернионов 𝐶ℓ0,2 ≃ H, т. е. алгеброй бикватернионов C2. Отсюда следует, что
комплексная структура (2), задающая заряженные состояния (согласно теоре-
ме 4 в [58]), является производной от нейтральной структуры. Иными словами,
заряд есть удвоение (комплексификация) нейтральной структуры16. Таким об-
разом, наряду с операцией слияния имеем операцию удвоения состояний17.

Операция слияния, генерирующая состояние (2), индуцирует тензорное про-
изведение K⊗K⊗· · ·⊗K соответствующих колец фундаментальных состояний.
Согласно факторизации (1), любая чётномерная алгебра 𝐶ℓ𝑝,𝑞 над полем F = R
изоморфна тензорному произведению кватернионных алгебр 𝐶ℓ0,2 (K ≃ H) и
𝐶ℓ1,1, 𝐶ℓ2,0 (K ≃ R). Соответственно этому имеем два типа фундаментальных
состояний18:

16 В этом контексте, электрон есть комплексификация (удвоение) двух нейтринных состоя-
ний (нейтрино и антинейтрино), что и выражается в стандартном формализме в виде биспинора
Дирака. Как известно [62], безмассовое уравнение Дирака 𝑖𝛾𝜈𝜕𝜈𝜓(𝑥) = 0 в «расщеплённом»
базисе для 𝛾-матриц (базис Вейля) распадается на два уравнения

(︀
𝜕

𝜕𝑥0 ± 𝜎 𝜕
𝜕x

)︀
𝜙(±)(𝑥) = 0,

впервые предложенные Вейлем в 1929 г. [63], где двухкомпонентные функции 𝜙𝛼 [𝛼 = (−), (+)]
описывают, соответственно, левовинтовое нейтрино (отрицательная спиральность, 𝛼 = (−)) и
правовинтовое антинейтрино (положительная спиральность, 𝛼 = (+)). При этом проекцион-
ные операторы 𝑃± = 1/2(1 ± 𝛾5) являются центральными идемпотентами алгебры Дирака C4.
Уравнения Вейля были получены в предположении, что нейтрино имеют нулевую массу, однако,
согласно современным данным [64], нейтрино обладают ненулевой массой, лежащей в зависи-
мости от сорта («аромата») нейтрино в пределах: 𝑚𝜈𝑒

< 1, 1 eV, 𝑚𝜈𝜇
< 0, 19 MeV, 𝑚𝜈𝜏

< 18, 2
MeV. Наличие массы у нейтрино с необходимостью приводит к определению диракоподобных
уравнений для нейтрино, трансформационные свойства которых (дискретные симметрии) су-
щественно отличны от таковых для уравнений Вейля. Это расширение трансформационных
свойств находится в резком противоречии с наблюдательными данными. Наличие этого про-
тиворечия, очевидно, является следствием попытки пространственно-временного описания (в
рамках теории континуума) квантовых микрообъектов. Алгебраическая формулировка, свобод-
ная от привязки к континууму, позволяет обойти это противоречие.

17 Согласно нейтринной теории света де Бройля [65], фотон есть результат слияния двух ней-
тринных состояний (нейтрино и антинейтрино): |𝛾⟩ = |𝜈⟩ ⊗ |𝜈⟩ =

⃒⃒
H⊗H, 0, 0, 1

⟩︀
= |R, 0, 0, 1⟩.

В свою очередь, электрон есть удвоение (комплексификация) нейтринных состояний: |𝑒⟩ =
= |𝜈⟩ ⊕ |𝜈⟩ =

⃒⃒
H⊕H, 0, 1, 1/2

⟩︀
= |C, 0, 1, 1/2⟩. В этом контексте, электрон и фотон являются

производными состояниями (структурами), а подлинно фундаментальным состоянием явля-
ется нейтрино. Нетрудно видеть, что все циклические векторы |𝜓⟩ K-гильбертова пространства
Hphys(K) могут быть получены посредством операций слияния и удвоения из фундаментального
состояния |q⟩ = |𝜈⟩. Эти операции задают динамическую связь между тензорной структурой и
K-линейной структурой векторов |𝜓⟩ ∈ Hphys(K), т. е. связь между массой, спином и зарядом
состояний. В некотором смысле это позволяет обобщить нейтринную теорию света де Бройля
до нейтринной теории «всего».

18 Второй тип соответствует алгебрам 𝐶ℓ1,1, 𝐶ℓ2,0 с вещественным кольцом K ≃ R. В этом
случае зарядовое сопряжение 𝐶 (псевдоавтоморфизм 𝒜 → 𝒜) редуцируется к тождественному
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I. |q𝑎⟩ =
⃒⃒
H, 0, 1, 1

2

⟩︀
, |q̄𝑎⟩ =

⃒⃒
H, 0,−1, 1

2

⟩︀
.

II. |q𝑠⟩ =
⃒⃒
R, 0, 0, 1

2

⟩︀
, |q̄𝑠⟩ = |q𝑠⟩.

Отождествление минимальной структурной составляющей |q⟩ (квант энер-
гии) с нейтрино |𝜈⟩, |q⟩ ≡ |𝜈⟩, привело бы к «нейтринной теории всего» и к
пониманию нейтрино как первоэлемента материи. Однако субстанция (энергия)
не определяется своими состояниями. Как отмечал Спиноза: «Субстанция по
природе первое своих состояний» (теорема 1, «Этика»). Субстанция как целое
первичнее своих состояний. Состояния имеют вторичную (подчинённую) при-
роду по отношению к целому (субстанции). Это один из главных принципов
холизма. Спектр состояний субстанции, которую мы называем энергией или
материей, содержит бесконечное множество состояний, среди которых одним
из самых минимальных является нейтрино. Субстанция не является агрегатом,
построенным из элементарных частей, вопреки всем представлениям атомизма
и редукционизма.

Таким образом, согласно (2) и (1) любое состояние из Hphys(K) является
комбинацией (слиянием или удвоением) активных и инертных фундаменталь-
ных состояний. В зависимости от 𝑚 ≡ 0, 1 (mod 2) из (2) имеем фермионные
или бозонные состояния. Фундаментальные состояния (типы I и II) соответ-
ствуют 𝑚 = 1. При 𝑚 = 2 структура K⊗K соответствует алгебрам

𝐶ℓ4,0 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗H −→ H,
𝐶ℓ3,1 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⇒ R⊗ R −→ R,
𝐶ℓ2,2 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R −→ R,
𝐶ℓ1,3 ≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗H −→ H,
𝐶ℓ0,4 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ H⊗ R −→ H.

Далее, для структуры K⊗K⊗K при 𝑚 = 3 имеем19

𝐶ℓ6,0 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗H⊗ R −→ H,
𝐶ℓ5,1 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗H −→ H,

𝐶ℓ4,2 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R⊗ R −→ R,
≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⇒ R⊗ R⊗ R −→ R,
≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ H⊗H⊗ R −→ R,

преобразованию, т. е. состояние совпадает со своим зарядово-сопряжённым (антисостоянием).
Таким образом, второй тип задаёт истинно нейтральное состояние, а именно, майорановский
фермион минимального спина 𝑠 = 1/2, т. е. стерильное нейтрино |𝜈𝑠⟩ (нейтрино Майорана).
Существование стерильного (инертного) нейтрино было предсказано Б.М. Понтекорво [66]. В
настоящее время ведутся интенсивные поиски этого типа нейтрино в предположении, что |𝜈𝑠⟩
является основной составляющей так называемой «тёмной материи». В отличие от инертного
нейтрино |𝜈𝑠⟩, активное нейтрино |𝜈𝑎⟩ подразделяется на две разновидности: левовинтовое
нейтрино |𝜈𝑎⟩ и правовинтовое антинейтрино |𝜈𝑎⟩.

19 Для алгебры 𝐶ℓ4,2 ≃ R(8) справедливо разложение 𝐶ℓ4,2 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ0,4 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗
𝐶ℓ2,0 ≃ H⊗H⊗R(2) (теорема 1), поскольку H⊗H ≃ R(4), то H⊗H⊗R → R. Аналогично для
алгебр 𝐶ℓ3,3 ≃ R(8) и 𝐶ℓ0,6 ≃ R(8).
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𝐶ℓ3,3 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⇒ R⊗ R⊗ R −→ R,
≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ H⊗ R⊗H −→ R,

𝐶ℓ2,4 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗H −→ H,
≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗H −→ H,

𝐶ℓ1,5 ≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗H⊗ R −→ H,
𝐶ℓ0,6 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ H⊗ R⊗H −→ R.

При 𝑚 = 4 для K⊗K⊗K⊗K получим

𝐶ℓ8,0 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗H⊗ R⊗H −→ R,
𝐶ℓ7,1 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R⊗H⊗ R −→ H,

𝐶ℓ6,2 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗H −→ H,
≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗H −→ H,
≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ H⊗H⊗ R⊗H −→ H,

𝐶ℓ5,3 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗ R −→ R,
𝐶ℓ4,4 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗ R −→ R,

≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗ R −→ R,
≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ H⊗ R⊗ R⊗H −→ R,

𝐶ℓ3,5 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗ R⊗ R⊗H −→ H,
𝐶ℓ2,6 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R⊗H⊗ R −→ H,

≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ R⊗ R⊗H⊗ R −→ H,
𝐶ℓ1,7 ≃ 𝐶ℓ1,1 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⇒ R⊗H⊗ R⊗H −→ R,
𝐶ℓ0,8 ≃ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⇒ H⊗ R⊗H⊗ R −→ R.

Для 𝑚 = 5, 6, . . . явный вид структуры K ⊗ K ⊗ · · · ⊗ K определяется перио-
дичностью Картана–Ботта20 для алгебр 𝐶ℓ𝑝,𝑞 над полем F = R (более подробно
см. [10]). Алгебра Клиффорда над полем F = R периодична по модулю 8:
𝐶ℓ𝑝+8,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑝,𝑞 ⊗ 𝐶ℓ8,0 (𝐶ℓ𝑝,𝑞+8 ≃ 𝐶ℓ𝑝,𝑞 ⊗ 𝐶ℓ0,8). Так, при 𝑚 = 5 для алгебры
𝐶ℓ10,0 ≃ R(32) имеем разложение

𝐶ℓ10,0 ≃ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ8,0 ≃ R(2) ⊗ R(16) ⇒ R⊗H⊗ R⊗H⊗ R −→ R,
20 В 1908 г. Картан [67] определил алгебры Клиффорда как матричные алгебры с элементами

в R, C, H, R ⊕ R, H ⊕ H и открыл периодичность по модулю 8. 8-периодичность Картана для
алгебр Клиффорда часто приписывается Ботту, который доказал свою периодичность гомото-
пических групп для групп вращений в 1959 г. [68].
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что соответствует

𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 ⊗ 𝐶ℓ0,2 ⊗ 𝐶ℓ2,0 −→ |q𝑠⟩ ⊗ |q𝑎⟩ ⊗ |q𝑠⟩ ⊗ |q𝑎⟩ ⊗ |q𝑠⟩

и т. д. Таким образом, все состояния, составляющие H- и R-подпространства
физического K-гильбертова пространства (только H-подпространства в случае
фермионов), могут быть построены посредством операции слияния из фунда-
ментальных состояний.

Состояния, составляющие C-подпространства, определяются посредством
операции удвоения, при этом ключевую роль играет изоморфизм C𝑝+𝑞−1 ≃ 𝐶ℓ𝑝,𝑞,
где 𝑝−𝑞 ≡ 3, 7 (mod 8). Частным случаем является изоморфизм C2 ≃ 𝐶ℓ3,0, рас-
смотренный выше. В свою очередь, при 𝑝− 𝑞 ≡ 3, 7 (mod 8) для нечётномерной
алгебры 𝐶ℓ𝑝,𝑞 справедливо разложение21

𝐶ℓ𝑝,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 ⊕ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1, (3)

которое можно представить следующей схемой:

J
J
JĴ







�

𝐶ℓ𝑝,𝑞

𝜆+ 𝜆−

𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1⊕

Здесь центральные идемпотенты22

𝜆+ =
1 + e1e2 · · · e𝑝+𝑞

2
, 𝜆− =

1 − e1e2 · · · e𝑝+𝑞

2

удовлетворяют соотношениям (𝜆+)2 = 𝜆+, (𝜆−)2 = 𝜆−, 𝜆+𝜆− = 0. При 𝑝 −
− 𝑞 ≡ 3 (mod 8) изоморфизм (3) приводит к разложению алгебры 𝐶ℓ𝑝,𝑞 на две
подалгебры 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 с кватернионным кольцом деления K ≃ H:

𝐶ℓ𝑝,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 ⊕ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 ≃ H
(︁

2
𝑝+𝑞−3

2

)︁
⊕H

(︁
2

𝑝+𝑞−3
2

)︁
−→ H⊕H.

Далее, при 𝑝− 𝑞 ≡ 7 (mod 8) изоморфизм (3) приводит к разложению алгебры
𝐶ℓ𝑝,𝑞 на две подалгебры 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 с вещественным кольцом деления K ≃ R:

𝐶ℓ𝑝,𝑞 ≃ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 ⊕ 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 ≃ R
(︁

2
𝑝+𝑞−1

2

)︁
⊕ R

(︁
2

𝑝+𝑞−1
2

)︁
−→ R⊕ R.

В обоих случаях максимальный базисный элемент 𝜔 = e1e2 · · · e𝑝+𝑞 алгебр 𝐶ℓ𝑝,𝑞
принадлежит центру Z𝑝,𝑞 = {1, 𝜔}. Поскольку 𝜔2 = −1, то Z𝑝,𝑞 ≃ C, а сле-
довательно, алгебры 𝐶ℓ𝑝,𝑞 являются комплексификациями (удвоениями) своих
подалгебр 𝐶ℓ𝑞,𝑝−1 с кольцами K ≃ H и K ≃ R: H⊕𝑖H (𝑝−𝑞 ≡ 3 (mod 8)) и R⊕𝑖R
(𝑝 − 𝑞 ≡ 7 (mod 8)). Таким образом, имеем два вида заряда: 1) C ≃ H ⊕ 𝑖H
– удвоение активных состояний |q𝑎⟩; 2) C ≃ R ⊕ 𝑖R – удвоение инертных
состояний |q𝑠⟩. �

21 Для алгебр вида 𝐶ℓ0,𝑞 имеем 𝐶ℓ0,𝑞 ≃ 𝐶ℓ0,𝑞−1 ⊕ 𝐶ℓ0,𝑞−1.
22 Согласно [69], идемпотенты 𝜆+ и 𝜆− могут быть отождествлены с проекционными опера-

торами спиральности, которые различают лево- и правополяризованные спиноры.
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В заключение следует отметить, что главной целью данной статьи явилось
стремление подчеркнуть фундаментальную роль двухкомпонентных спиноров.
Двухкомпонентный спинор описывает минимальную структурную составляю-
щую материи (квант энергии). Квантованная природа ферми- и бозе-состояний
спектра материи заключается в факторизации (сепарабельности) циклических
векторов K-гильбертова пространства посредством тензорного произведения
фундаментальных состояний |q⟩ (ГНС-конструкция, алгебраическое квантова-
ние). При этом наличие K-структуры расщепляет |q⟩ на два состояния |q𝑎⟩ и
|q𝑠⟩23.
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