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Аннотация. В работе показано, как с помощью полученных ранее ре-
зультатов о предельных теоремах для симметрических функций от слу-
чайных величин можно доказывать центральную предельную теорему для
𝑈 -статистик, в частности в с случае ядер растущего числа переменных.

Ключевые слова: симметрические функции от случайных величин, цен-
тральная предельная теорема, 𝑈 -статистики с ядрами растущего числа пе-
ременных.

Пусть {𝜉𝑛} — последовательность случайных величин. Будем писать

𝜉
𝑑
= 𝜂, 𝜉𝑛

𝑑→ 𝜂 и 𝜉𝑛
𝑑∼ 𝜂𝑛 в случаях, когда, соответственно, распределения 𝜉 и

𝜂 совпадают, {𝜉𝑛} сходится к 𝜂 по распределению и когда последовательности
{𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} слабо эквивалентны (см., например, [1, § 28.1]).

Следуя [2], назовём {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} правильно меняющейся последователь-
ностью порядка 𝜌, если 𝑏[𝑥], 𝑥 > 0 является правильно меняющейся функцией
порядка 𝜌, где [𝑥] — целая часть 𝑥. Через 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 будем обозначать независи-
мые случайные величины такие, что 𝜉𝑘

𝑑
= 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена симметрическая вещественнозначная
функция 𝑓 , то есть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛) для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R для
любой перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛} (на самом деле определена
последовательность функций, но чтобы не загромождать рассуждений, мы не
будем подчёркивать зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓
последовательностью).

Пусть 𝑋𝑛 = 𝑓 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) , E𝑋2
𝑛 < ∞, 𝐴𝑛 = E𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝐵2

𝑛 = D𝑋𝑛 →
∞, а 𝒩 (0, 1) — случайная величина, имеющая нормальное распределение с
параметрами 0 и 1. Если

𝐵−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞,

то будем говорить, что к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная
предельная теорема.

Обозначим

𝛼𝑛 =

(︂
𝐵𝑛

𝐵𝑛+𝑚

)︂ 1

2𝜌
−1

, 𝛼𝑚 =

(︂
𝐵𝑚

𝐵𝑛+𝑚

)︂ 1

2𝜌
−1

, 𝜌 > 0.
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Будем говорить, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию (Rf), если

𝑋𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝛼𝑛
̂︀𝑋𝑛

𝐵𝑛+𝑚

+
𝛼𝑚
̂︀𝑋𝑚

𝐵𝑛+𝑚

, 𝑛 + 𝑚 → ∞. (Rf)

Если {𝐵𝑛} является правильно меняющейся последовательностью порядка
𝜌 > 0 и 𝛾𝑛 = 𝐵−1

𝑛+𝑚(𝛼𝑛𝐴𝑛 + 𝛼𝑚𝐴𝑚 − 𝐴𝑛+𝑚) → 0, 𝑛 + 𝑚 → ∞, то будем
говорить, что выполнены условия нормировки (N).

В [3] получен следующий результат:

Теорема 1. Пусть {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная последовательность
и пусть E𝑋2

𝑛 < ∞. Для того чтобы к последовательности {𝑋𝑛} была приме-
нима центральная предельная теорема и выполнялись условия нормировки
(N), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (Rf) и последо-
вательность {𝐵−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)2} была равномерно интегрируема.

Замечание 1. В предположениях теоремы 1 условие (Rf) равносильно усло-
вию

𝑋𝑛+𝑚 − 𝐴𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼
𝛼𝑛

(︁ ̂︀𝑋𝑛 − 𝐴𝑛

)︁
𝐵𝑛+𝑚

+
𝛼𝑚

(︁ ̂︀𝑋𝑚 − 𝐴𝑚

)︁
𝐵𝑛+𝑚

, 𝑛 + 𝑚 → ∞. (R*
f )

Этот факт по сути доказан в Теореме 2 в [3], где показано, что в условиях
теоремы 1 из (Rf) и равномерной интегрируемости {𝐵−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)2} следует
условие нормировки (N) и, следовательно, (R*

f ); если же выполняется условие
(N), то очевидным образом из (R*

f ) следует (Rf).

Пусть 𝑓 симметрическая вещественнозначная функция и пусть {𝜉𝑛} — по-
следовательность независимых одинаково распределённых величин.

𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) =
∑︁

16𝑖1 ̸=𝑖2 ̸=,..., ̸=𝑖𝑘6𝑛

𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘) (1)

называют 𝑈 -статистикой с ядром 𝑓 (см., например [4]).
В. Хёфдингом [5] показано, что если DE{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} ̸= 0, то к последо-

вательности {𝑈𝑛} применима центральная предельная теорема.

Замечание 2. Условие DE{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} ̸= 0 просто означает, что
E{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} — невырожденная случайная величина. Роль этого условия
поясним на простом примере, когда 𝑈𝑛 =

∑︀
16𝑖 ̸=𝑗6𝑛

𝜉𝑖𝜉𝑗, 𝜎2 = D𝜉1 > 0. Ес-

ли E𝜉1 = 0, (в этом случае 𝑈𝑛 называют канонической или вырожденной
𝑈 -статистикой), то E{𝜉1𝜉2|𝜉1} = 0, a

𝑛−1𝑈𝑛 = 𝑛−1

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

)︃2

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜉2𝑖

⎞⎠ 𝑑→ 𝒩 2(0, 𝜎) − 𝜎2, 𝑛 → ∞,
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то есть предельное распределение не является нормальным, и для {𝑈𝑛} цен-
тральная предельная теорема не выполняется. Если же 𝑎 = E𝜉1 ̸= 0, то
E{𝜉1𝜉2|𝜉1} = 𝑎𝜉1, а

𝑈𝑛 − E𝑈𝑛 =
∑︁

16𝑖 ̸=𝑗6𝑛

(𝜉𝑖 − 𝑎)(𝜉𝑗 − 𝑎) + 2(𝑛− 1)𝑎
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝑎),

так что 𝑛−3/2(𝑈𝑛 − E𝑈𝑛)
𝑑→ 𝒩 (0, 𝜎′), 𝜎′ > 0, то есть к {𝑈𝑛} применима цен-

тральная предельная теорема.

Будем предполагать, что

𝑎 = E𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘), 𝑏2 = E𝑓 2(𝜉1, ..., 𝜉𝑘) < ∞, 𝜎2 = DE{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} ≠ 0.

Обозначим 𝜎6𝑠 𝜎-алгебру, порождённую величинами {𝜉𝑙 : 𝑙 6 𝑠}, и пусть

E𝑠𝑈𝑛 = E{𝑈𝑛|𝜎6𝑠}, 𝑌𝑠 = E𝑠𝑈𝑛 − E𝑠−1𝑈𝑛, 𝑠 = 1, ..., 𝑛.

Тогда {𝑌𝑠, 𝜎6𝑠} — мартингал-разность и 𝑈𝑛 − E𝑈𝑛 =
𝑛∑︀

𝑠=1

𝑌𝑠. Если ни одно из

чисел 𝑖1, ..., 𝑖𝑘 не равно 𝑠, то

E𝑠𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘) = E𝑠−1𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘),

так что
𝑌𝑠 = E𝑠

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘) − E𝑠−1

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘), (2)

где (𝑖1, ..., 𝑖𝑘)𝑠 — выборки (упорядоченные без повторений) объёма 𝑘 из
{1, 2, ..., 𝑛}, в которых одно из чисел равно 𝑠, число таких выборок равно

𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1, 𝐴𝑘

𝑛 =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
. В силу 2

D𝑈𝑛 =
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑌 2
𝑠 6 2

𝑛∑︁
𝑠=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

‖𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)‖2

⎞⎠2

6 2𝑏𝑛
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
, (3)

(‖𝜉‖22 = E𝜉2). Обозначим E{𝑌𝑠|𝜉𝑠} = 𝑍𝑠. Тогда

D𝑈𝑛 =
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑌 2
𝑠 =

𝑛∑︁
𝑠=1

E (𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2 +

𝑛∑︁
𝑠=1

E𝑍2
𝑠 ,

𝑍𝑠 = E{𝑌𝑠|𝜉𝑠} =
∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

(E{𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)|𝜉𝑠} − E𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)) .

В последней сумме все слагаемые одинаковы и равны

ℎ(𝜉𝑠) = E{𝑓(𝜉𝑠, 𝜉𝑗2 , ..., 𝜉𝑗𝑘)|𝜉𝑠} − E𝑓(𝜉𝑠, 𝜉𝑗2 , ..., 𝜉𝑗𝑘),
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где 𝑗2, ..., 𝑗𝑘 — произвольные не равные 𝑠 числа из {1, 2, ..., 𝑛}. Так что

𝑍𝑠 = 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1ℎ(𝜉𝑠), E𝑍2

𝑠 = D𝑍𝑠 =
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2DE{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} =
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝜎2.

Далее, в сумме

𝑌𝑠 − 𝑍𝑠 =
∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

(E𝑠𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘) − E𝑠−1𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)−

−E{𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)|𝜉𝑠} + E𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘))

равны нулю слагаемые, в которых 𝑖1 > 𝑠, ..., 𝑖𝑘 > 𝑠, так что в силу (3)

E(𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2 6 16𝑏2(𝑘 − 1)2(𝑛− 1)

(︀
𝐴𝑘−2

𝑛−2

)︀2
. (4)

Обозначим

𝐴𝑛 = E𝑈𝑛 = 𝑎𝐴𝑘
𝑛, 𝐵2

𝑛 = D𝑈𝑛 =
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑌 2
𝑠 = 𝑛

(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝜎2 ∼ 𝑛2𝑘−1𝑘2𝜎2, 𝑛 → ∞.

Тогда 2𝜌 = 2𝑘 − 1 и

𝛼𝑛 =

{︂ √
𝑛√

𝑛 + 𝑚− 1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

𝐴𝑘−1
𝑛+𝑚−1

}︂2 − 2𝑘

2𝑘 − 1 ∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

, 𝛼𝑚 ∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑚−1

. (5)

С помощью (4) получаем

1

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

E (𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2 6 16𝑎2𝑛(𝑛− 1)(𝑘 − 1)2

(︂
𝐴𝑘−2

𝑛−2

𝐵𝑛

)︂2

∼ 16
𝑎2(𝑘 − 1)2

𝜎2𝑘2𝑛
→ 0,

так что

𝐵−1
𝑛 (𝑈𝑛 − 𝐴𝑛) = 𝐵−1

𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠
𝑑∼ 𝐵−1

𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑍𝑠 = 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1𝐵

−1
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

ℎ(𝜉𝑠), 𝑛 → ∞. (6)

Воспользовавшись (5) и (6), выводим

𝐵−1
𝑛+𝑚(𝑈𝑛+𝑚 − 𝐴𝑛+𝑚)

𝑑∼ 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛+𝑚−1𝐵

−1
𝑛+𝑚

(︃
𝑛∑︁

𝑠=1

ℎ(𝜉𝑠) +
𝑛+𝑚∑︁
𝑠=𝑛+1

ℎ(𝜉𝑠)

)︃
𝑑∼

𝑑∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

̂︀𝑈𝑛 − 𝐴𝑛

𝑏𝑛+𝑚

+
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑚−1

̂︀𝑈𝑚 − 𝐴𝑚

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝛼𝑛

̂︀𝑈𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛+𝑚

+ 𝛼𝑚

̂︀𝑈𝑚 − 𝐴𝑚

𝑏𝑛+𝑚

,

то есть выполнено (R**
f ).

В силу (4) равномерная интегрируемость {𝐵−2
𝑛 (𝑈𝑛 −𝐴𝑛)2} равносильна рав-

номерной интегрируемости

{︃
𝐵−2

𝑛

(︂
𝑛∑︀

𝑠=1

𝑍𝑠

)︂2
}︃

, что, в силу независимости и оди-

наковой распределённости 𝑍1, ..., 𝑍𝑛 равносильно выполнению условия Линде-
берга

𝑛𝐵−2
𝑛 E{𝑍2

1 , |𝑍1| > 𝜀𝐵𝑛} = 𝜎−2E{ℎ2(𝜉1), |ℎ(𝜉1)| > 𝜀𝜎
√
𝑛} → 0, 𝑛 → ∞.
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Из теоремы 1 и замечания 1 следует теперь, что к последовательности {𝑋𝑛}
применима центральная предельная теорема, то есть мы получили результат
В. Хёфдинга [5].

Замечание 3. В доказательстве достаточности в Теореме 1 используется
условие (R*

f ), а правильное изменение {𝐵𝑛} используется для того, чтобы
обеспечить выполнение соотношения 𝐵𝑛𝑙 ∼ 𝑙𝜌𝐵𝑛 при любом натуральном 𝑙.
Нетрудно видеть, что вместо правильного изменения {𝐵𝑛} можно предполагать
для некоторой не зависящей от 𝐵𝑛 последовательности 𝜌(𝑛) → ∞ выполня-
ется 𝐵𝑛𝑙 ∼ 𝑙𝜌(𝑛)𝐵𝑛; это, например, имеет место в случае, когда 𝐵𝑛 ∼ 𝑛𝜌(𝑛),
где (𝜌(𝑙𝑛) − 𝜌(𝑛)) ln𝑛 → 0, 𝑛 → ∞. Необходимые изменения в доказательстве
достаточно очевидны.

В дальнейшем мы будем рассматривать 𝑈 -статистики с ядрами вида
𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) = 𝑥1 ·𝑥2 · ... ·𝑥𝑘 растущего числа переменных, то есть 𝑘 = 𝑘(𝑛) →
∞, и покажем, как с помощью теоремы 1 (замечания 2) можно доказывать
предельные теоремы для 𝑈 -статистик указанного вида (полилинейных форм
растущего числа переменных).

Пусть

𝑎 = E𝜉1 ̸= 0, 𝑎𝑘 = E𝜉1 · ... · 𝜉𝑘 = 𝑎𝑘, 𝑏2 = E𝜉21 < ∞, 𝑏2𝑘 = E(𝜉1·, ..., ·𝜉𝑘)2 = 𝑏2𝑘,

𝜎2
𝑘 = DE{𝜉1 · ... · 𝜉𝑘|𝜉1} = 𝑎2𝑘−2D𝜉1 = 𝑎2𝑘−2𝜎2 ̸= 0.

Как и выше, будем обозначать

E𝑠𝑈𝑛 = E{𝑈𝑛|𝜎6𝑠}, 𝑌𝑠 = E𝑠𝑈𝑛 − E𝑠−1𝑈𝑛, 𝑠 = 1, ..., 𝑛.

Тогда {𝑌𝑠, 𝜎6𝑠} — мартингал-разность и 𝑈𝑛 − E𝑈𝑛 =
𝑛∑︀

𝑠=1

𝑌𝑠,

𝑌𝑠 =
∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

(E𝑠(𝜉𝑖1 · ..., ·𝜉𝑖𝑘) − E𝑠−1(𝜉𝑖1 · ... · 𝜉𝑖𝑘)) ,

откуда

D𝑈𝑛 =
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑌 2
𝑠 6 2

𝑛∑︁
𝑠=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

‖𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘‖2

⎞⎠2

6 2𝑛
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝑏2𝑘. (7)

Обозначим E{𝑌𝑠|𝜉𝑠} = 𝑍𝑠. Тогда

D𝑈𝑛 =
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑌 2
𝑠 =

𝑛∑︁
𝑠=1

E (𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2 +

𝑛∑︁
𝑠=1

E𝑍2
𝑠 , (8)

𝑍𝑠 = E{𝑌𝑠|𝜉𝑠} =
∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

(E{(𝜉𝑖1 · ... · 𝜉𝑖𝑘)|𝜉𝑠} − E(𝜉𝑖1 · ... · 𝜉𝑖𝑘)) .
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В последней сумме все слагаемые одинаковы и равны

ℎ𝑘(𝜉𝑠) = E{(𝜉𝑠 · 𝜉𝑗2 · ... · 𝜉𝑗𝑘)|𝜉𝑠} − E(𝜉𝑠 · 𝜉𝑗2 · ... · 𝜉𝑗𝑘) = (𝜉𝑠 − 𝑎)𝑎𝑘−1,

где 𝑗2, ..., 𝑗𝑘 — произвольные не равные 𝑠 числа из {1, 2, ..., 𝑛}. Так что

𝑍𝑠 = 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1ℎ𝑘(𝜉𝑠), E𝑍2

𝑠 = D𝑍𝑠 =
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2DE{𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑘)|𝜉1} =
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝑎2𝑘−2𝜎2.

Далее, в сумме

𝑌𝑠 − 𝑍𝑠 =
∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑘)𝑠

(E𝑠𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘) − E𝑠−1𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)−

−E{𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘)|𝜉𝑠} + E𝑓(𝜉𝑖1 , ..., 𝜉𝑖𝑘))

равны нулю слагаемые, в которых 𝑖1 > 𝑠, ..., 𝑖𝑘 > 𝑠, так что в силу (7)

E(𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2 6 16(𝑘 − 1)2(𝑛− 1)

(︀
𝐴𝑘−2

𝑛−2

)︀2
𝑏2𝑘. (9)

С помощью (8) получаем

𝜀𝑛 =

𝑛∑︀
𝑠=1

E (𝑌𝑠 − 𝑍𝑠)
2

𝑛
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝑎2𝑘−2𝜎2

6
16(𝑛− 1)(𝑘 − 1)2

(︀
𝐴𝑘−2

𝑛−2

)︀2
𝑏2𝑘(︀

𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1

)︀2
𝑎2𝑘−2𝜎2

6 16
𝑎2(𝑘 − 1)2

𝜎2𝑘2(𝑛− 1)

(︂
𝑏

𝑎

)︂2𝑘

.

(10)
Из (7), (8) и (10) выводим

𝐵2
𝑛 = D𝑈𝑛 =

(︃
𝑛∑︁

𝑠=1

E𝑍2
𝑠

)︃
(1 + 𝜀𝑛) = 𝑛

(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝑎2𝑘−2𝜎2(1 + 𝜀𝑛).

Мы будем предполагать, что 𝑘 = 𝑘(𝑛) = 𝑜(ln𝑛). Тогда
(︂
𝑏

𝑎

)︂2𝑘

= 𝑜(𝑛),

𝜀𝑛 → 0, 𝑛 → ∞ и
𝐵2

𝑛 = D𝑈𝑛 ∼ 𝑛
(︀
𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

)︀2
𝑎2𝑘−2𝜎2. (11)

В силу (8), (9) и (11)

𝐵−1
𝑛 (𝑈𝑛 − 𝐴𝑛) = 𝐵−1

𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑌𝑠
𝑑∼ 𝐵−1

𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑍𝑠 ∼ 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛−1𝐵

−1
𝑛

𝑛∑︁
𝑠=1

ℎ𝑘(𝜉𝑠), 𝑛 → ∞. (12)

Далее, в сделанных предположениях

𝐴𝑘−1
𝑛−1 = 𝑛𝑘−1

(︂
1 + 𝑂

(︂
𝑘2

𝑛

)︂)︂
= 𝑛𝑘−1(1 + 𝑜𝑛(1)), (13)

так что
𝐵𝑛𝑙

𝐵𝑛

=

√
𝑛𝑙𝑘𝐴𝑘−1

𝑛𝑙−1√
𝑛𝑘𝐴𝑘−1

𝑛−1

∼ 𝑙𝑘−
1
2 ,
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то есть выполнены предположения замечания 3 с 𝜌(𝑛) = 𝑘(𝑛) − 1

2
. Из (11) и

(13) выводим

𝐵𝑛+𝑚

𝐵𝑛

∼
(︂
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

)︂2𝑘 − 1

2𝑘 − 2
,

поэтому

𝛼𝑛 =

(︂
𝐵𝑛

𝐵𝑛+𝑚

)︂ 1

2𝜌𝑛
−1

∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

, 𝛼𝑚 ∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑚−1

. (14)

Воспользовавшись (12) и (14), выводим

𝐵−1
𝑛+𝑚(𝑈𝑛+𝑚 − 𝐴𝑛+𝑚)

𝑑∼ 𝑘𝐴𝑘−1
𝑛+𝑚−1𝐵

−1
𝑛+𝑚

(︃
𝑛∑︁

𝑠=1

ℎ(𝜉𝑠) +
𝑛+𝑚∑︁
𝑠=𝑛+1

ℎ(𝜉𝑠)

)︃
𝑑∼

𝑑∼
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑛−1

̂︀𝑈𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛+𝑚

+
𝐴𝑘−1

𝑛+𝑚−1

𝐴𝑘−1
𝑚−1

̂︀𝑈𝑚 − 𝐴𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝛼𝑛

̂︀𝑈𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛+𝑚

+ 𝛼𝑚

̂︀𝑈𝑚 − 𝐴𝑚

𝐵𝑛+𝑚

,

то есть выполнено (R*
f ).

В силу (9) и (10) равномерная интегрируемость {𝐵−2
𝑛 (𝑈𝑛−𝐴𝑛)2} равносильна

равномерной интегрируемости

{︃
𝐵−2

𝑛

(︂
𝑛∑︀

𝑠=1

𝑍𝑠

)︂2
}︃

, что в силу независимости и

одинаковой распределённости 𝑍1, ..., 𝑍𝑛 равносильно выполнению условия Лин-

деберга, которое выполняется ввиду того, что
𝑍1

𝐵𝑛

∼ 𝜉1 − 𝑎

𝜎
√
𝑛

и

𝑛𝐵−2
𝑛 E{𝑍2

1 , |𝑍1| > 𝜀𝐵𝑛} = 𝜎−2E{(𝜉1 − 𝑎)2, |𝜉1 − 𝑎| > 𝜀𝜎
√
𝑛} → 0, 𝑛 → ∞,

и в силу замечания 2 к последовательности {𝑈𝑛} применима центральная пре-
дельная теорема.

Замечание 4. Легко видеть, что из представлений (6) или (12) центральную
предельную теорему можно получить и без использования Теоремы 1, но цель
настоящей работы — показать, как работают результаты такого типа при дока-
зательстве предельных теорем, в частности когда дисперсия D𝑈𝑛 не является
линейной функцией от 𝑛.
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