
Математические
структуры и моделирование

2021. №2(58). С. 96–111

УДК 378.147
DOI 10.24147/2222-8772.2021.2.96-111

О ВЗАИМОЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ
КОЭФФИЦИЕНТАХ В ЗАДАЧАХ ЛИНЕЙНОГО

ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Д.А. Салимоненко1

к.ф.-м.н., доцент кафедры програмирования и экономической информатики
Башкирского государственного университета, e-mail: seadima@goon.ru

А.М. Зиганшин2

к.м.н., доцент, e-mail: Zigaidar@yandex.ru
В.А. Мудров3

к.м.н., доцент, e-mail: mudrov_viktor@mail.ru
Ю.Д. Салимоненко4

студентка 4 курса, e-mail: iyulya99@gmail.com

1Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия
2Башкирский государственный медицинский университет, г. Уфа, Россия

3Читинская медицинская академия, г. Чита, Россия
4Уфимский государственный авиационный технический университет, г. Уфа, Россия

Аннотация. В статье проведён анализ возможности применения симплекс-
метода для решения задач линейного программирования взаимозависимы-
ми переменными коэффициентами. Проблема взаимозависимости коэффи-
циентов оценки состоит в том, что различные столбцы могут быть зависи-
мыми друг от друга, что способно вызывать затруднения в определении ми-
нимальной оценки — на каждой итерации симплекс-метода. Это особенно
актуально при определении оптимальных (для каждой итерации) значений
переменных коэффициентов. В работе показано, что усреднение значений,
предлагаемое рядом исследователей, применять необязательно, исключение
составляют вырожденные задачи линейного программирования, в которых
присутствует неединственность решения.

Ключевые слова: задача, линейное программирование, переменный ко-
эффициент, симплекс-метод, генерация столбцов, взаимозависимый, пара-
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Введение

Задача линейного программирования с переменными параметрами представ-
ляет собой систему линейных уравнений и/или неравенств, в которой изме-
няться (варьироваться) могут не только переменные, входящие в её состав, но
и коэффициенты, а также правая часть и параметры (коэффициенты при пере-
менных) целевой функции. Именно поэтому такие задачи называются задачами
с переменными параметрами. Наша статья посвящена отдельному классу таких
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задач — задачам линейного программирования с переменными коэффициен-
тами (ЛППК). Вообще говоря, переменными могут быть все коэффициенты
задачи ЛППК или же только некоторые из них.

При этом на практике всегда возникает ситуация, когда на переменные
коэффициенты налагаются те или иные ограничения, которые, в свою очередь,
также имеют форму линейных уравнений и/или неравенств. Такие ограничения
нередко содержат взаимосвязи между коэффициентами. В эти ограничения,
конечно, могут входить и постоянные коэффициенты тоже.

Как правило, учёные, изучающие ЛППК, рассматривают только такие за-
дачи, в которых присутствуют взаимосвязи только в пределах того или иного
столбца, причём таких столбцов может быть более одного. Этот класс задач
в последнее время уже достаточно хорошо разработан, в научной литературе
приводятся эффективные алгоритмы их решения, в том числе, основанные на
использовании симплекс-метода. А вот что касается задач, содержащих взаи-
мосвязи между коэффициентами, находящимися в различных столбцах, здесь
следует отметить, что, к сожалению, методология их решения практически не
разработана. В пределах теоретических подходов исследователи ограничива-
ются далеко не всегда обоснованными умозрительными методологиями, а на
практике, в процессе создания компьютерных алгоритмов для решения, ограни-
чиваются, разве что, теми или иными частными случаями. В общем же случае
алгоритмы решения подобных задач в настоящее время отсутствуют. При этом
переменные коэффициенты задачи ЛППК будут взаимозависимыми.

В нашей работе предлагается подход, позволяющий решать задачи линейно-
го программирования с взаимозависимыми переменными коэффициентами при
помощи симплекс-метода. Подход демонстрируется на простом примере задачи
ЛППК.

1. Общая постановка задачи ЛППК с взаимозависимыми
коэффициентами

Задача линейного программирования с переменными коэффициентами
(ЛППК) в своей общей постановке имеет следующий общий вид [1]–[13]:

1. В матричной форме записи:

𝑚𝑎𝑥𝐹 = 𝑐𝑇𝑥 (1)

при условиях

𝐴 · 𝑥

⎛⎜⎜⎝
6

=

>

⎞⎟⎟⎠ 𝐵 (2)
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где ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 · · · 𝑎1𝑗𝑜 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑗𝑜 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 𝑎𝑚−1𝑗𝑜 · · · · · ·
𝑎𝑚1 · · · 𝑎𝑚𝑗𝑜 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1

𝑏2

· · ·
· · ·
𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2. То же самое, но в координатной форме записи:

𝑚𝑎𝑥𝐹 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑥𝑗 (3)

при условиях:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

⎛⎜⎜⎝
6

=

>

⎞⎟⎟⎠ 𝑏𝑖 (4)

𝑖 = 1, ...,𝑚,

𝑥𝑗 > 0, (5)

𝑗 = 1, ..., 𝑛,
где 𝑚 — число ограничений (4),
𝑛 — число переменных (5),
и дополнительных ограничениях на переменные коэффициенты:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎−11 6 𝑎11 6 𝑎+11

𝑠−𝑘 6
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 6 𝑠+𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑝𝑙𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 = 𝑟𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝐿

𝑐−𝑗 6 𝑐𝑗 6 𝑗+𝑗

(6)

В системе ограничений (6) все параметры 𝑎−𝑖𝑗, 𝑎
+
𝑖𝑗, 𝑠

−
𝑘 , 𝑑𝑘𝑖𝑗, 𝑠

+
𝑘 , 𝑝𝑙𝑖𝑗, 𝑟𝑙, 𝑐

−
𝑗 , 𝑐

+
𝑗

представляют собой константы, задаваемые в процессе формулирования зада-
чи ЛППК [12, 14]. Ограничения (6) характеризуют независимые переменные
коэффициенты 𝑎𝑖𝑗, т. е. такие, что
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𝑎𝑖𝑗 ̸= 𝑓(𝑎𝛾𝜂), 𝑗 ̸= 𝜂

где 𝑓 — некоторая функция.
Однако, в ряде практических задач нередко встречается противоположная

ситуация – когда подобная зависимость может присутствовать [9], [13], [15]–
[17], [20], [21]. Очень часто такая зависимость является линейной, т. е. име-
ются ограничения вида ∑︁

𝑖,𝑗

𝜎𝑣𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 = 𝛾𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 𝜈1 (7)

где 𝜎𝑣𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗, 𝛾𝜈 𝑣 — некоторые (известные) постоянные.

2. Имеющиеся на сегодняшний день подходы к решению
задачи

Немало исследователей предлагают подходы, так или иначе основанные на
переборе всевозможных решений задачи линейного программирования [10],
[13], [16]. Такие подходы в целом более-менее работоспособны, когда речь
идёт о постоянных коэффициентах задачи линейного программирования. Тогда
как для переменных коэффициентов и, тем более, при наличии их взаимоза-
висимости, такие подходы работоспособны, разве что, в простых случаях. В
общем же случае тот факт, что коэффициенты задачи линейного программи-
рования имеют не точечные (единственные), а интервальные значения, не поз-
воляет использовать перебор решений по крайней мере, потому, что при этом
их получается бесконечно много. В самом деле, допустим на коэффициент 𝑎11
наложено ограничение вида (6):

𝑎−11 6 𝑎11 6 𝑎+11

это ограничение можно записать иначе:

𝑎11 ∈ [𝑎−11; 𝑎
+
11]

Иными словами, имеем бесконечное множество возможных значений для
переменного коэффициента 𝑎11. При этом вовсе необязательно, что оптималь-
ные значения переменного коэффициента будут находиться именно на границах
этого отрезка [13], [21] (хотя на практике в ряде случаев это не редкость). По-
тому что другие переменные коэффициенты также могут иметь те или иные
интервальные представления вида (6), между ними могут существовать слож-
ные зависимости. Иными словами, очевидно, что получение оптимального ре-
шения на основе перебора возможных решений в общем случае при наличии
(взаимозависимых) переменных коэффициентов — невозможно.

Есть класс методов, основанный на приближенном решении задачи ЛППК.
Эти методы зачастую работают достаточно быстро, но имеют один общий недо-
статок: при росте размерности задачи существенно растёт погрешность рас-
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чётов, в итоге при некотором критическом значении размерности погрешность
может стать весьма существенной [13], [15].

Симплекс-метод выгодно отличается от подобных методов. От методов, ос-
нованных на переборе, его отличие в том, что на каждой итерации значение
целевой функции улучшается, тогда как при переборе это в общем случае
не так. При этом оптимальные значения переменных коэффициентов внача-
ле определяются не на основе перебора, а оптимизационным расчётом [13],
[21] (и, если то или иное оптимальное значение коэффициента соответствует
границе соответствующего интервала, то расчётное значение заменяется этим
граничным значением). Что, собственно, и даёт возможность определить их
значения.

Что касается приближенных методов решения, то симплекс-метод в боль-
шей степени застрахован от накопления погрешности, так как (см. выше) на
каждой его итерации производится перенабор матрицы столбцов переменных
коэффициентов (для тех коэффициентов, оптимальные значения которых соот-
ветствуют границам их интервалов), а не расчёт их значений [13], [21]. Иными
словами, каждая итерация симплекс-метода осуществляется как бы «заново»,
т. е. с использованием исходных значений тех переменных коэффициентов,
значения которые получились равными граничным. Поэтому, условно говоря,
погрешность расчёта значений переменных коэффициентов, оказавшихся рав-
ными их граничным значениям, на каждой итерации симплекс-метода обнуля-
ется.

Исследователями предложена технология симплекс-метода для решения за-
дач ЛППК с взаимозависимыми коэффициентами [13]–[15], [17]–[19], [22].
Однако, предлагаемые алгоритмы являются достаточно сложными. Например,
предлагаемый в работах [12], [13] алгоритм требует добавления дополнитель-
ных ограничений в состав исходной системы вида (6).

Такой алгоритм основан на следующих основных положениях:
— на этапах генерирования текущих вариантов переменных столбцов ре-

шения задачи линейного программирования с переменными коэффициентами
(ЛППК), некоторые из таких коэффициентов входят в ограничения вида (7) и
для них генерируются взаимозависимые варианты,

— на каждом этапе генерирования текущих вариантов переменных столбцов
для каждой группы взаимозависимых вариантов, определяемых одним ограни-
чением вида (7), составляется линейное уравнение с интенсивностями исполь-
зования соответствующих взаимозависимых вариантов и включается в состав
ограничений (6). Т. е., по сути, предлагается производить усреднение вариантов
значений переменных взаимозависимых столбцов.

то для его оценки получим

𝑑2 = −12 + 4𝑦.

Следовательно (после выбора минимальной оценки), получится, что 𝑦 = 0,
а не 5, как было выше. Это, в свою очередь, может привести к (нередким) си-
туациям, когда одни и те же столбцы будут то входить в базис, но выходить из
него, что именуется зацикливанием. Поэтому, в реальный алгоритм решения
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задачи ЛППК с взаимозависимыми переменными коэффициентами целесооб-
разно включить блок, предназначенный для разрешения подобных ситуаций.

На наш взгляд, в усреднении нет необходимости. В самом деле, что под-
разумевается под оговоренным выше усреднением? Для этого рассмотрим, как
протекает процесс решения задачи ЛППК при использовании симплекс-метода.

Изначально составляется матрица из единичных столбцов (которым, как
правило, соответствуют искусственные переменные, впоследствии выходящие
из базиса). Затем для каждого из столбцов определяются величины оценок, по
результатам расчётов выбирается главный (разрешающий) столбец, входящий
в базис на следующей итерации симплекс-метода. Наконец, выбирается раз-
решающая строка, производится преобразование базисной матрицы и столбца
свободных членов, затем вновь вычисляются (уже для новой базисной матрицы)
оценки для столбцов и т. д. [5]–[8], [10], [15], [23]–[25].

Так вот, на этапе вычисления (минимизации) оценок для каждого из пере-
менных столбцов решается, по сути, отдельная задача линейного программи-
рования. Причём, на каждой итерации могут получиться, вообще говоря, раз-
личные значения переменных коэффициентов, входящих в столбцы. Иной раз
бывает так, что на одной итерации некоторые коэффициенты принимают свои
максимально достижимые (в рамках (6)) значения, тогда как на другой они
могут стать минимальными. При этом значения переменных коэффициентов
для каждой итерации запоминаются и в конце (на самой последней итерации,
когда получено оптимальное решение) производится их усреднение. Тем самым
рассчитываются значения переменных коэффициентов, принимаемые затем в
качестве окончательных результатов расчёта [15], [17].

Данный подход мотивируется тем фактом, что коль скоро определённые
значения переменных коэффициентов были получены на той или иной итерации
решения задачи ЛППК, значит, они удовлетворяют ему и поэтому их следует
учитывать в составе окончательного решения.

Однако, на наш взгляд, это излишне. Дело в том, что ранее полученные
(предыдущие) значения переменных коэффициентов являлись подходящими
для предварительных решений задачи, не являющихся оптимальным. Поэтому
и их значения также не являются оптимальными. Следовательно, нет необходи-
мости учитывать их в последующих расчётах. Оптимальными являются лишь
те значения переменных коэффициентов, которые получены на самой последней
итерации. То же, конечно, относится и к самим переменным.

Можно рассмотреть данный вопрос и с другой стороны. Для любой задачи
ЛППК, имеющей конечное решение, существует хотя бы один оптимальный
базис [2], [5], [7], [21], [26], [27]. Предположим, что этот базис уже известен
(или найден путём расчётов). Тогда, вместо прохождения процедуры симплекс-
метода, можно сразу составить базисную матрицу из столбцов, которые входят
в него. Т. е., по сути, ограничиться лишь последней итерацией.

При этом, как обычно, необходимо будет определить минимальные значения
оценок (так как базис — оптимальный, то все они будут неотрицательными).
В рамках решения задач минимизации оценок будут определены (оптималь-
ные) значения каждого из переменных коэффициентов. Важно, что те значе-
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ния переменных коэффициентов, которые могли быть получены на предыдущих
итерациях, теперь известны не будут. Следовательно, усреднять будет попро-
сту нечего, поэтому необходимо будет взять такие их значения, которые были
получены на последней итерации.

Однако, если мы не сразу берём готовый оптимальный базис, а начинаем
решать задачу ЛППК, то ясно, что некоторые переменные коэффициенты могут
принимать различные значения на разных итерациях. Следовательно, усреднён-
ные их значения будут отличаться от оптимальных. Т. е. усреднение их будет
ухудшать значение целевой функции. Кроме того, необходимость усреднения,
на наш взгляд, не обоснована и, очевидно, является одним из методов прибли-
женного решения задачи ЛППК.

Разумеется, для каждого из оптимальных базисов вполне возможны какие-
то свои значения переменных коэффициентов. А при наличии неединственно-
сти решения, даже для одного и того же (оптимального) базиса переменные
коэффициенты, вообще говоря, могут принимать не одно, а несколько (или
диапазон) оптимальных значений, и все они в итоге будут соответствовать
одному и тому же (оптимальному) значению целевой функции.

Именно поэтому усреднение имеет смысл только тогда, когда оптимальное
решение неединственно: при этом получаются некие усреднённые величины пе-
ременных коэффициентов — по всей области их оптимальных значений. Вместе
с тем, даже и при таких обстоятельствах можно обойтись без усреднения. Ибо
усреднение не улучшает значение целевой функции задачи ЛППК.

На наш взгляд, такая ситуация ничем не хуже той, при которой значения
коэффициентов получаются усреднёнными, т. е., зачастую, лежащими в ин-
тервалах своей неопределённости. Ведь, в любом случае, имеется оптимальное
решение и соответствующие ему величины переменных (𝑥𝑗), а также перемен-
ных коэффициентов (𝑎𝑖𝑗). А уж какие из конкретных (оптимальных) значений
выбрать в качестве окончательных — здесь, на наш взгляд, следует руковод-
ствоваться уже не математическими, а какими-либо иными соображениями.
Например, выбирать их с учётом смысла (физического, экономического, соци-
ального или т. п. — в зависимости от того, что именно моделируется) системы
или ситуации, которая описывается при помощи ограничений (1)–(7).

Таким образом, даже в условиях неединственности усреднение является
необязательным (хотя, ряд исследователей предпочитают им пользоваться)
[12], [22], [23], [24]. А в случае единственности решения — оно даже мо-
жет ухудшить целевую функцию, ибо будет учитывать значения переменных
коэффициентов, полученные на предыдущих итерациях, которые, по сути, не
обязательно являются оптимальными. Поэтому нет необходимости его приме-
нять.

Но, при отказе от усреднения, решение задач ЛППК с взаимозависимыми
коэффициентами существенно упрощается. Ибо вместо предлагаемого в [12],
[13] алгоритма можно применить обычный симплекс-метод.

Правда, здесь возникает вопрос в отношении сходимости симплекс-метода
ЛППК. На сегодняшний день в науке обоснована его сходимость для невырож-
денных задач [5], [13], [15], [25]. Это такие задачи, решение которых является
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единственным (т. е. выбор оптимального базиса однозначен). Тогда как в вы-
рожденных может присутствовать более одного оптимального базиса [13], [24].
При этом возникает возможность зацикливания, т. е. поочерёдного вхождения
и выбытия в базис одних и тех же столбцов. Наличие взаимозависимости пе-
ременных коэффициентов, конечно, может способствовать этому.

Вместе с тем, исследователи отмечают, что, во-первых, в практических за-
дачах зацикливание является большой редкостью — настолько, что разработ-
чики реальных программных алгоритмов даже не предусматривают алгоритма
действий в этом случае. Во-вторых, даже если оно и (вдруг) возникнет, су-
ществует ряд способов, модифицирующих алгоритм симплекс-метода решения
задачи ЛППК [5], [14], [17]. На особенностях этих способов мы здесь оста-
навливаться не будем.

Перейдем теперь к обоснованию возможности применения симплекс-метода
для задач ЛППК с взаимосвязанными (взаимозависимыми) переменными ко-
эффициентами (𝑎𝑖𝑗) и обсуждению его отличий от случая, когда коэффициенты
взаимозависимыми не являются. Рассуждения будут носить конструктивный
характер – в том смысле, что мы будем, по сути, повторять общеизвестный
алгоритм симплекс-метода по этапам, обосновывая каждый этап для случая
взаимозависимых переменных коэффициентов. Алгоритм симплекс-метода об-
щеизвестен. Руководствуясь [5], [15], [21], рассмотрим этапы уточненного ал-
горитма симплекс-метода, распространённого на случай наличия взаимозависи-
мых переменных коэффициентов (имеющихся в зависимости вида (7) в задаче
ЛППК вида (1)–(6):

(0) На данном этапе составляется исходная базисная матрица B, состоящая
из столбцов, соответствующих искусственным и положительным дополнитель-
ным переменным. Она будет единичной. Этот этап, очевидно, не зависит от
того, взаимосвязаны ли коэффициенты в задаче ЛППК.

(1) Вычисляется вектор симплекс-множителей по формуле

𝑈 = 𝑐𝑇𝐵𝐵
−1 (8)

где (𝑐𝐵)𝑖 - коэффициент целевой функции при базисной переменной, содержа-
щейся в (1) по i-й строке,

— символ транспонирования.
Здесь также не играет роли факт наличия взаимозависимости переменных

коэффициентов, ибо последние не входят в (8).
(2) Вычисляются оценки

𝑚𝑖𝑛𝑑𝑖, 𝑗 = 1, . . . 𝑛,

где

𝑑𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖 − 𝑐𝑗 (9)

Вот как раз здесь проявляется указанная выше взаимозависимость. В самом
деле, при отсутствии ограничений вида (7), выражения будут, очевидно, неза-
висимыми друг от друга. Ибо каждая оценка 𝑑𝑗 вычисляется при этом только
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с использованием значений j-го столбца матрицы В (суммирование идёт по i,
т. е. по каждой из строк конкретного столбца).

Тогда как взаимозависимость коэффициентов в рамках (7) проведёт к зави-
симости оценок с разными 𝑗. На практике это приведёт к тому, что от одного
переменного коэффициента могут зависеть значения не одной, а нескольких
оценок. Рассмотрим простой пример — с целью пояснения сказанного.

3. Практический пример применения предлагаемого под-
хода

Пусть имеется (︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

)︃
=

(︃
𝑦 1

2 −𝑦

)︃
Здесь 𝑎11 = −𝑎22 = 𝑦,
где 𝑦 — переменная величина, определяемая с учётом ограничений вида (6),

(7). Пусть, к примеру, они таковы, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 6 𝑦 6 5

𝑢𝑖 =

(︃
3

4

)︃

𝑐𝑖 =

(︃
3

4

)︃
(10)

Тогда имеем

𝑑1 = 3𝑦 + 4

𝑑2 = 6 − 4𝑦

Таким образом, при изменении величины х значения оценок будут меняться
в соответствии с противоположными тенденциями. Следовательно, минимиза-
ция одной из них приведёт к максимизации другой.

Соответственно, как в таком случае решить задачу (9), т. е. найти минимум
𝑑𝑖?

Предлагается использовать плавающие значения коэффициентов. А именно
— при минимизации каждой из оценок значения переменных коэффициентов
(𝑎11 и 𝑎22 — если взять рассмотренный пример) каждый раз считаются неиз-
вестными и определяются заново.

В рассмотренном примере, с учётом (10), имеем

𝑚𝑖𝑛(𝑑1) = 3 * 0 + 4 = 4



Математические структуры и моделирование. 2021. №2(58) 105

𝑚𝑖𝑛(𝑑2) = 6 − 4 * 5 = −14

Далее, выбираем среди рассчитанных оценок минимальную:

∆ = 𝑚𝑖𝑛{𝑑1, 𝑑2} = 𝑑2 = −14

Следовательно, в качестве значения х нужно выбрать именно то, которое
обеспечило минимальность величины ∆, т.е. 𝑦 = 5.

Отметим, что на данном этапе выбор величины y (и, соответственно, значе-
ний переменных коэффициентов 11, 22) влияет на выбор разрешающего (главно-
го) столбца, который войдёт в базис на следующей итерации симплекс-метода.

Обобщая, можно сделать очевидный вывод, что в процессе определения
∆ = 𝑚𝑖𝑛{𝑑1, . . . 𝑑𝑛} будут найдены конкретные значения переменных коэффи-
циентов на текущей итерации (при условии, конечно, что задача (1)–(7) имеет
хотя бы одно конечное решение).

(3) Проверяем знак ∆. Если ∆ > 0, то оптимальное решение получено. Если
∆ < 0, то на данном этапе определён разрешающий столбец 𝑎.𝑗𝑜 (в рассмотрен-
ном примере это столбец с номером 𝑗 = 2).

Делается преобразование разрешающего столбца:

𝑎′𝑖𝑗0 = 𝐵−1 × 𝑎𝑖𝑗0

Так как текущие значения его элементов на данной итерации уже опреде-
лены, такое преобразование возможно. Так как выше, в соответствии с алго-
ритмом, определялись конкретные оптимальные (быть может, лишь для данной
итерации!) значения переменных коэффициентов, то взаимозависимость вида
(7) здесь уже роли не играет. (4) Определяется номер разрешающей строки:

Θ𝑖0 =

(︃
𝑚𝑖𝑛

𝑖

)︃
{𝑏𝑖/𝑎′𝑖𝑗0|𝑎′𝑖𝑗0>0}

где 𝑏𝑖 — i-й элемент правой части (см. (2)).
Условие 𝑎′𝑖𝑗0 > 0 означает, что минимизация осуществляется для всех поло-

жительных 𝑎′𝑖𝑗0. Если же все 𝑎′𝑖𝑗0 < 0, то решение неограничено.
Так как на этапе (2) были определены конкретные оптимальные (для данной

итерации, значения переменных коэффициентов, вектор правой части задан, то
можно утверждать, что если существует хотя бы одно положительное значение,
то номер разрешающей строки будет определён. Наличие ограничений вида (7)
на это не окажет никакого влияния.

(5) На этом этапе производятся преобразования обратной базисной матрицы
и вектор-столбца правой части (свободных членов):

(𝐵−1)′ = (𝐵−1),

где 𝐵−1 — матрица трансформации, определяемая в соответствии с [5, 15,
22]. Данный этап также не использует ограничения (7). Затем производится
переход к первому этапу — начинается следующая итерация. Таким образом,
ограничения (7) используются на каждой итерации лишь на этапе (2)).
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Надо сказать, что на следующей итерации значения переменных коэффици-
ентов, определённые в рамках минимизации оценок (9), могут стать другими.
Однако, как уже говорилось выше, важность имеют лишь те значения, которые
получены на самой последней итерации, остальные могут не приниматься во
внимание. Кроме того, алгоритм симплекс-метода реализован таким образом,
что значение целевой функции после реализации каждой последующей итера-
ции ухудшиться не может [5], [13], [15].

Итак, наличие ограничений вида (7) в задаче (1)–(6) не вносит принципи-
альных изменений в алгоритм — разве что, немного замедляется процесс ре-
шения. Это при условии, что усреднение вариантов сгенерированных значений
переменных коэффициентов не производится. Что, как показали вышеприве-
дённые рассуждения, не является необходимым для получения оптимального
решения.

Однако, здесь возникает одна небольшая проблема. В задачах с взаимо-
связанными (взаимозависимыми) переменными коэффициентами вероятность
зацикливания, на наш взгляд, выше, чем в обычных задачах ЛППК.

Дело в том, что при минимизации оценок каждый раз могут определять-
ся новые варианты соответствующих переменных коэффициентов. А, так как
последние в силу (7) являются взаимозависимыми, их значения могут силь-
но варьироваться (конечно, в рамках, налагаемых ограничениями (6)–(7) — в
зависимости от того, каким будет состав базиса на текущей итерации.

Так, обращаясь к приведённому выше примеру, если вместо столбца с но-
мером 𝑗 = 2 в базисе будет находиться такой столбец, как

𝑎𝑖2 =

(︃
−2

𝑦

)︃
то для его оценки получим 𝑑2 = −12 + 4𝑦. Следовательно (после выбора

минимальной оценки), получится, что 𝑦 = 0, а не 5, как было выше.
Это, в свою очередь, может привести иногда к ситуациям, когда одни и

те же столбцы будут то входить в базис, то выходить из него, что и имену-
ется зацикливанием. Поэтому, в реальный алгоритм решения задачи ЛППК
с взаимозависимыми переменными коэффициентами целесообразно включить
блок, предназначенный для разрешения подобных ситуаций. Тогда как для за-
дач ЛППК, не говоря уже о задачах с постоянными коэффициентами, такой
блок не является столь необходимым, так как для них уже разработаны соот-
ветствующие способы преодоления ситуаций зацикливания.

4. Выводы

В настоящей работе обоснована возможность применения симплекс-метода
для решения задач линейного программирования с взаимозависимыми перемен-
ными коэффициентами. В стандартный алгоритм симплекс-метода необходимо
внести изменения, выражающиеся в определении оптимальных величин взаи-
мозависимых переменных коэффициентов на каждой его итерации. В общем
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случае это может привести к возрастанию сложности компьютерной реализа-
ции алгоритма. Хотя основа алгоритма, конечно, остаётся той же самой.

Использование процедуры усреднения, применяющейся для определения
средних значений конкретных переменных коэффициентов, не является обяза-
тельной (а иногда может даже навредить, ухудшив значение целевой функции),
что существенно упрощает решения задачи.

В процессе решения задач со взаимозависимыми переменными коэффициен-
тами возможность реализации ситуации зацикливания может быть выше, чем в
обычных задачах линейного программирования с переменными коэффициента-
ми. Это вызывает необходимость для разработчика программного обеспечения
решения задачи ЛППК предусмотреть тот или иной способ ликвидации такой
ситуации.
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Abstract. The article analyses the possibility of using the simplex method to solve
linear programming problems with interdependent variable coefficients. The problem
with the interdependence of evaluation coefficients is that different columns can be
dependent on each other, which can cause difficulties in determining the minimum
estimate - on each iteration of the simplex method. This is especially relevant when
determining the optimal (for each iteration) values of variable coefficients. The work
shows that the averaging of values proposed by a number of researchers is optional,
the exception is degenerate linear programming problems in which there is a non-
singularity of the solution
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