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Револьт Иванович Пименов
16.05.1931 – 19.12.1990

16 марта 2021 года исполнилось бы 90 лет замечательному математику Ре-
вольту Ивановичу Пименову.

Р.И. Пименов стал известен в математическом мире благодаря появлению
в 1968 году его книги «Пространства кинематического типа». Она посвящена
аксиоматическому построению причинной теории пространства-времени. Книга
была переведена в 1970 году на английский язык и издана в США.

Издание стало важным событием в распространении идей аксиоматической
теории относительности (хроногеометрии). Аксиоматизацией теории относи-
тельности ему предложил заниматься А.Д. Александров в 1953 году. Этим
Р.И. Пименов занимался всю свою жизнь.

Практически одновременно (1967) в Польше на английском языке вышла
похожая книга прекрасного математика Герберта Буземана «Time-like spaces».
Обе эти книги были ярким событием в истории хроногеометрии, но книга
Р.И. Пименова была гораздо более объёмной и содержательной.

Буземан вскоре отошёл от тематики своей книги, а Р.И. Пименов в даль-
нейшем подарил миру и другие яркие книги, насыщенные идеями и глубокими
размышлениями, касающимися устройства пространства-времени и Вселенной,
в которой мы живём.

Введённые Р.И. Пименовым в геометрию пространства кинематического ти-
па стали содержанием его докторской диссертации (1969).

Револьт Иванович — талантливый человек со сложной судьбой. Во многом
это обусловлено его характером. Понять его поступки было дано не каждому,



6

но за него вступались и помогали ему в тяжёлых для него ситуациях знамени-
тые люди: академик В.И. Смирнов, президент Академии наук СССР М.В. Кел-
дыш, академик А.Д. Сахаров, академик А.Д. Александров, В.А. Залгаллер,
директор ЛОМИ Г.И. Петрашень, поэт А.Т. Твардовский, И.Р. Шафаревич,
академик-филолог В.В. Виноградов и другие.

В 1953 году его исключают из Ленинградского университета, затем вос-
станавливают. И в это же время он начинает свои исследования в области
геометрии. В 1953–56 годах он описал девять плоских геометрий, которые при-
вели его к воззрению о существовании науки «Космометрия», представленной
им дважды (1955, 1960) в его работах с названием Космометрии и которые
никогда не были опубликованы.

Револьт Иванович в своих воспоминаниях пишет о том, как он радовался
своей работе и перечисляет её творцов. В частности, он пишет [1, c. 539]:

«Не тот творец, кто создал, а тот, кто велел создать». Поэтому тво-
рец этого труда не я, а Вы, Александр Данилович1. В мрачные для
меня дни декабря 1953, когда я не видел себе пути, Вы предложи-
ли мне заняться аксиоматикой частной теории относительности. Из
этого родилась космометрия.

Primo motore...

Но больше всех я благодарен своей судьбе. Она верно служит мне.
Нет в моём прошлом дня, которого я теперь бы не хотел бы. Пусть
и впредь судьба моя идёт моим путём.

26.02.56

Вольнороссийск

Revolte»

Во втором варианте «Космометрии», написанной в местах, где он пребывал в
заключении (Вихоревка, Владимирский централ), он использует свои идеи для
аксиоматизации биологии, экономики и лингвистики. Лингвистика неслучайна
— Револьт Иванович знал многие европейские языки, китайский, арабский,
древние языки и пр.

В 1965 году Р.И. Пименов защищает кандидатскую диссертацию, и ему
присваивается учёная степень кандидата физико-математических наук.

Докторскую диссертацию Пименов защитил по кинематическим простран-
ствам в 1969 году. Учёная степень не была утверждена по политическим моти-
вам. Ссылка в Сыктывкар (1970–74). Диплом доктора физико-математических
наук выдали ему только в 1989 году — через двадцать лет!

Револьт Иванович многое видел раньше других. Так он неоднократно об-
ращал внимание на роль условия гладкости структур, используемых в теории

1Александров А.Д. — учитель Р.И. Пименова, c 1952 по 1964 год — ректор Ленинградского
университета, отчисливший Пименова в апреле 1953 года «за крайний индивидуализм...», а
затем восстановивший его в рядах студентов в январе 1954 года.
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пространства-времени. Когда речь шла о траекториях (мировых линиях) частиц
или динамике самих пространств-времён, описываемых с помощью дифферен-
циальных уравнений, то Пименов пояснял, что эти уравнения созданы для
однозначного предсказания будущих состояний, и, следовательно, требование
гладкости решений означает принятие принципа детерминизма, вершиной ко-
торого является лапласовский детерминизм. Он отмечал, что требование аб-
солютной непрерывности решений, при которой производная существует почти
всюду (п. в.), но не всюду, нарушает детерминизм, поскольку, например, задачи
Коши

�̈� = 0 п.в., 𝑥(0) = �̇�(0) = 0

имеет бесконечное множество различных абсолютно непрерывных решений [5,
c. 15], т. е. нет однозначности в предсказании будущего.

Если сконцентрировать внимание на передаче причинно-следственного вза-
имодействия (каузальное взаимодействие), то в общей теории относительно-
сти, где принят неявный постулат гладкости, оно передаётся по гладким
мировым линиям в 4-мерном лоренцевом многообразии, которое чаще всего
рассматривается как R4 (или R × 𝑆3 в космологии). Обнаружение в 1982 году
бесконечного числа недиффеоморфных гладкостей на R4 и R × 𝑆3 заставля-
ет нас увидеть нечто непривычное: каузальные взаимодействия, передаваемые
по гладким траекториям в одной гладкости, оказываются передаваемыми по
негладким траекториям в другой гладкости в пространстве-времени. Следова-
тельно, однозначная предсказуемость в одной гладкости должна как-то совме-
щаться с неоднозначностью предсказания в другой гладкости. В одном случае
следствие единственно, в другом — их может оказаться бесконечно много [6,
c.1̇92].

Пименов писал по этому поводу:

«Вся идеология использования дифференциальных уравнений для
детерминации будущего на основе настоящего и прошлого рушится
из-за релятивизации гладкости. И от того, что факт сей математики
открыли лишь к концу XX в., ничуть не легче при осмыслении
концепции механического детерминизма и парадигмы дифференци-
альных уравнений, которые бытовали в XVIII, XIX и до середины
1970-х гг. Ведь и тогда эта лакуна в обосновании присутствовала,
хотя бы и незримо. Детерминизм не был «обнаружен в природе».
Детерминизм не был «выведен логически» или «доказан математи-
чески». Мы всего лишь ВЕРИЛИ В ДЕТЕРМИНИЗМ. И в качестве
веры, принимаемой за факт, он входил в парадигму механического
(и шире) мышления».

Но интерес к дифференциальным уравнениям — это всего лишь временная
остановка на пути главного дела жизни Р.И. Пименова: «занятия теми мате-
матическими моделями, которые могут позволить объяснить (эксплицировать)
ВРЕМЯ, ТЕОРИЮ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ, КОСМОЛОГИЮ» — это у него
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«оттуда, из вечного интереса Александрова и Борисова2 к этим проблемам» [1,
c. 432].

В Ленинградском университете он читал спецкурсы «Основания геометрии
и космологии» (1964–1966), «Тензорный и флагтензорный анализ с приложе-
нием к гравэлектромагнетизму» (1965–1966), «Теория пространства-времени»
(1966–1967), «Элементы космологии» (1966–1968), «Математическая теория
пространства-времени» ( 1967–1968, 1969–1970) [2, c. 275],

Все научные работы Пименова связаны, в основном, с исследованием при-
роды и структуры пространства-времени.

Рис. 1. Автограф Р.И. Пименова на препринте «Хроногеометрия...»

Пока он жил в Ленинграде и преподавал в ЛГУ, у него были дипломники
(Санкин, Козлов, Крейнович и др.). Но в Сыктывкаре только Н.А. Громов защи-
тил кандидатскую диссертацию3. И это-то при его даре бесконечно порождать
задачи для исследования и формулировать вопросы, требующие ответов. Но
такова судьба людей, удалённых от потоков талантливых студентов, бурлящих
в столичных вузах или крупных научных центрах.

Револьт Иванович обладал ещё одной чертой характера — независимо-
стью суждений. Только он мог спокойно заявить, что всю жизнь «к писаниям

2Борисов Юрий Федорович (1925–2007) — д.ф.-м.н., профессор, ученик и друг А.Д. Алек-
сандрова. Написал несколько прекрасных статей по хроногеометрии.

3Крейнович В.Я. позже переехал в новосибирский Академгородок и защитил диссертацию
под руководством А.Д. Александрова.
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А.Н. Колмогорова относился скептически, презрительно». Пименов — человек
полный достоинства, ни перед кем не унижавшийся, ценивший людей, ува-
жавший их право на человеческую жизнь и получивший в конце своей жизни
возможность от имени народа писать Конституцию России.

А.К. Гуц
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1. Why Does Science Need Revolutionary Ideas

Revolutions in general: pro and contra. People have different attitudes towards
revolutions.

On the one hand, revolutions often overthrow oppressors, bring hope, make
many people happier. In many countries – in France, in the US – anniversary of a
revolution is a major national holiday.

On the other hand, revolutions bring sufferings, civil wars, deaths – and often,
bring new oppressors who sometimes become even more brutal than the previously
overthrown ones.

So what is a revolution in science? In countries where revolution is a good idea,
this word is used to praise – to make people enthusiastic about a new scientific
theory, new research result, journalists writing about science call it a revolution.
For this reason, journalists use this word even when there is a tiny step forward.

On the other hand, in countries where the word “revolution” had many negative
connotations, journalists are reluctant to apply this word to scientific ideas – even
when these ideas drastically change the scientific landscape.

These over-eagerness or reluctance to use this word does not change the fact
that some ideas propose drastic changes – are, in other words, revolutionary ideas,
while other ideas lead to gradual, evolutionary improvement. This is how we will
understand the word “revolution” in this paper.

Comment. We decided not to hide behind synonyms like paradigm shift. We do not
want to allow bad guys affect our linguistic decisions. It is well known that bad
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guys demagogically use many good words to do bad things, from burning people
alive in the name of loving your neighbor as yourself to 20th century nightmarish
dictatorships packaged in good words and seemingly good ideas like equality and
happiness.

Why do we need revolutions in science? Why cannot science evolve gradually
– as it often does? The answer to this question is clear to anyone who ever tried
to find a solution to an optimization problem: if we only perform local optimization
(e.g., gradient techniques), we usually end up in a local maximum. To find the
true (global) maximum of an objective function, we need to make a drastic move
out of the local optimum.

Similarly, in science, gradual evolution often leads us to a local optimum – we
are not yet predicting physical processes perfectly accurately, but we have reached
(or almost reached) the limits of what the gradual changes can do. No gradual
change will allow us to make a significant improvement. For this, we need a
drastic change – i.e., a revolutionary idea.

2. What Happened in 1950s-70s

What science is about: a brief reminder. Among the main goals of science is
to describe the current state of the world and to predict the world’s future state.

Let us recall how both goals are usually pursued.

How was (and often is) the word described. To get a better understanding
of the world, we measure the values of different quantities. Thus, the state of the
world is usually described in terms of the values of different quantities; see, e.g.,
[1,3].

Some of these quantities can take all possible values, some only take values
from some discrete set. Until the 20 century, this distinction was very clear. In
some cases, we have “yes”-“no” properties: alive and not alive, etc., i.e., in effect,
discrete variables. In other cases, we have a continuous quantity like energy,
charge, mass, etc., that can take all possible values.

Early 20 century physics changed this description. Special relativity made it
clear that for some quantities, some values are not possible: e.g., velocity cannot
exceed the speed of light. Quantum physics showed that some quantities can only
take values from a discrete set – e.g., electric change, or an energy level of an
atom.

Still, what was previously discrete (“yes”-“no”) remained discrete.

First revolutionary idea: fuzzy logic. While the idea of “yes”-“no” questions
is natural in science, in real life, such questions are rare. In most cases, we do
not have strict “yes”-“no” distinctions between young and old, healthy and sick,
short and tall, etc. Even in seemingly simple situations like alive-not alive, there
is sometimes no strict border: is a virus alive? is a brain-dead person alive?

In view of this, Lotfi Zadeh suggested that it would be reasonable to follow
the same pattern in science as well – and to claim that everything is a matter of
degree. This idea led to many useful practical applications, especially in designing
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efficient controllers for trains, elevators, cars, video cameras, washing machines,
rice cookers, etc.; see, e.g., [3,5,9,12,15,15].

Second revolutionary idea: enter Pimenov. An even more radical idea was
proposed by Revolt Pimenov. Let us briefly describe this idea.

In our life, we have measuring instruments, so we can get numerical values of
different quantities. Clearly, in extreme conditions, our measuring instruments will
not work, maybe none of the instruments will work. In a very strong gravitational
field, all instruments will be torn apart. Near the Big Bang, there were clearly no
measuring instruments. In the micro-world, the uncertainty principle prevents us
from making meaningful measurements.

The existing physical paradigm understand this very well, but still continues to
describe the world by numerical quantities, even when there is no way to actually
measure these quantities. The only reason for using these quantities is that the
physics equations are written in terms of numerical quantities – but, honestly, from
the physics viewpoint, this is not a very convincing argument.

Pimenov’s main idea was: since we cannot measure these quantities, why
describe them? Let us allow the areas of the world – be it on cosmological level
or on the micro-level – where we do not have any numerical characteristics. But
what do we have? Well, for example, we have the notion of causality: some events
cause other events. Motivated by this idea, he started studying physical models –
models of space-time with events in it – in which the only structure we have is the
causality relation. He called such models kinematic spaces; see, e.g., [5].

This is still a rather radical idea, but it is already part of mainstream physics:
e.g., already in 1973, the idea of “foam” space-time where numerical quantities
make no sense, was included into an encyclopedic textbook on gravitation theory
[13].

How the state of the world changes: description before the 1950s-70s
revolution. So far, we talked about how we describe the state of the world. But
this description only starts the scientific process. The most important thing is to
predict the future state, i.e., to predict how the state of world will change.

Before the late 1950s, the description of such changes was straightforward:
� some physical quantities do not change, they are what is called fundamental

constants: Planck’s constant, speed of light, gravitational constant, etc.;
� other quantities change according to differential equations; and
� by using these equations, we can, in principle, reconstruct the future state.

In the 1950s-70s, all these three ideas got challenged.

Third revolutionary idea: “constants” may change. Many things that we
originally thought to be constant turned to be changing. For example, the free fall
acceleration of 9.81 m/sec2 turned out to be slightly different in different locations
– and by measuring this acceleration, we can get a lot of information about the
density of the material below the Earth’s surface.

So, a natural idea is to believe what we now consider to be constants will turn
out to be changing – i.e., will turn out to be a new (scalar) physical field. This
idea first originated in gravity, since gravity is a relatively weak force, and thus,
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the accuracy of determining its constant is much lower than of other fundamental
constants. The result was scalar-tensor theory of gravitation, first proposed by
Brans and Dicke. This theory also became mainstream [13] – and it started an
avalanche of other theories in which fundamental constants are changing.

For example, a recent discovery of the Higgs boson confirmed that rest masses
of elementary particles – which were previously assumed to be fundamental con-
stants – are actually due to the Higgs field.

Fourth revolutionary idea: non-smoothness. Many observed processes are non-
smooth, even discontinuous: phrase transitions, explosions, etc. So why should we
insist that processes in nature be smooth? Just because Newton succeeded in
describing planetary motions by differential equations does not necessarily mean
that all the processes should be smooth. And indeed, e.g., many large-scale grav-
itational phenomena: the Big Bang, the black holes – show some degree of non-
smoothness.

This motivated Pimenov to consider space-times which do not necessarily have
the usual smooth structure, space-time models which are not smooth [5].

Fifth revolutionary idea: maybe not everything is computably predictable.
While we can predict the motion of planets hundreds years into the future, from
the commonsense viewpoint, it is not realistic to expect that we can predict our
own actions and thoughts – although, strictly speaking, our actions and thoughts
are also described by some differential equations. So why not abandon the naive
belief that everything can be predicted and learn to distinguish between situa-
tions in which predictions are possible and situations in which predictions are not
algorithmically possible.

A natural way to do it is to introduce, in addition to usual existential quantifier
– which simply means that the object with given properties exists, not necessarily
that we can compute it – a special “constructive” quantifier, whose meaning is
that there is an algorithm for computing the desired object. This, in a nutshell,
is the main idea behind what was called constructive mathematics; see, e.g.,
[1,2,4–7,7,11,17,19].

In some sense, this is also now part of the mainstream: maybe not neces-
sarily in the original logical terms, but definitely computational questions are an
important topic in mathematics, especially in applied mathematics.

Summarizing. For science to progress, it is not sufficient to have evolution:
we need revolutionary steps, steps leading to drastic changes. In the 1950s-70s,
several such changes have indeed been proposed, changes that are now largely part
of the mainstream science. And of the pioneers who introduced these changes was
Revolt Pimenov.
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Аннотация. В этом году Револьту Пименову, философу и мыслителю, чьи глав-
ные мысли были обращены на геометрию пространства-времени, исполнилось бы
90 лет. В 1950-70-е годы он был наиболее продуктивным и предложил две из
пяти революционных научных идей, наряду с нечёткой логикой, конструктивной
математикой и скалярно-тензорной теорией гравитации. Эти две естественные и
важные идеи, по нашему мнению, все ещё могут изменить мир.
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1. What This Article Is About

This year, we celebrate 90th birthday of Revolt Ivanovich Pimenov, a researcher
who pioneered new directions in space-time geometry. I was lucky to learn from
him:

� I attended his seminar in 1969-70, when I was a freshman student at St.
Petersburg University,

� I spent a semester working with him in Syktyvkar, Komi Republic, his place
of exile (for samizdat) – as an official practice semester sponsored by my
university,

� I had many discussions with him in 1974 when we both attended the First
National Conference on Chronogeometry in Novosibirsk in 1974, and

� we exchanged a lot of letters.
He was one of my teachers, one of those who taught me how to do science –

and, more generally, how to live. In this article, I will summarize what he taught
us – me and other students of his.

2. How to Attract Students to Do Science

At St. Petersburg University, we had numerous weekly research seminars led
by leading professors, seminars that were open to all the students. Some seminars
studied a certain topic in details week after week, but many other seminars just
had different talks every week – so that you could skip one week if you are out of
town or otherwise busy and still understand what is discussed next week.

This was one of the main duties of the seminar organizer(s) – to make sure that
as much as possible is understandable to students – and students were strongly
encouraged to ask questions if something was not clear. I remember at some point
Pimenov introduced me to one of his colleagues by saying that Vladik is very good
student: he asks many questions at the seminar.
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Sometimes, a speaker would dismiss a question as childish and/or naive, but in
this case, the seminar leader usually jumped in and forced the speaker to reply.

All our professors highly recommended us, freshman students, to attend one or
more of these seminars, so that later on, when the decision would need to be made
to specialize, we would have a good idea of what the choice are. I attended three
seminars: on logic and constructive mathematics, on game theory, and Pimenov’s
seminar on space-time geometry – largely based on his then-published book [5].
All three were interesting seminars, and I especially liked Pimenov’s seminar –
since there, in addition to mathematicians, he also invited physicists who often
provided a different view of problems related to space-time.

A seminar organizer would approach new students attending the seminar, ask
about their specific interests and their level of knowledge – and then offer a new
paper (or, sometimes a book) to review at the seminar (with the organizer’s help,
of course). To me, Pimenov suggested that I review a book Space-Time Algebra by
David Hestenes [2]. It was an interesting – and still somewhat heretic – approach
to describing physics, where the main objects were not, as usual, separately scalars,
vectors, tensors, etc., but rather linear combinations of a scalar 𝑎, a 4D vector 𝑎𝑖,
and antisymmetric tensors 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗𝑘, and 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙, with a multiplication operations
similar to 3D vector product. Interestingly, this unusual combination of apples
and oranges allows to simplify a description of physical equations – just like the
introduction of vectors made the description of Maxwell equations simpler.

This book would probably not impress a physicist – as I remember, there were
no new physical theories, no new results – but as a mathematician, I was im-
pressed. It took me several months to go over this book – with Pimenov’s help,
and with his help, I presented it at the seminar. I was very much impressed by
the fact that I, a freshman student, was able to teach something interesting to
renowned professors. For many years, I kept the flier advertising my talk as a
souvenir, and after my talk, Pimenov have me a present: Hestenes’s book. You
will never forget your first seminar talk – he said – just like you never forget your
first serious love. And so it was.

Later, he gave me a problem to think about – how to embed a kinematic space
(his model of space-time as an ordered set) into a lattice kinematic space, following
the known result that every ordered set can be embedded in a lattice; see, e.g., [1].
I was hooked, I thought about it all the time, always carried with me a piece of
paper to draw possible spaces and embeddings. This was a good way to spend time
when standing in lines – in a cafeteria, in a store, in a library. I befriended another
student whom I met at the library and who recognized by my drawings that I was
interested in lattices. Once, when making these drawing in a bus, I almost got
into trouble since one of the passengers thought that I am a spy drawing the plan
of the city; luckily, it was no longer Stalin’s time (under Stalin, such accusations
were taken more seriously), so other passengers simply laughed at this suggestion
– especially since this did not make sense when one could easily buy a map of St.
Petersburg.

By the way, I never solved this problem, but I got hooked on research anyway.
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3. How to Select a Problem to Solve

It is important to have a good supply of open problems, so that:
� you yourself can solve some of them, and
� you can offer to every student of yours a problem that best fits her/her

interests.
Sometimes, one gets a genius idea and comes up with a great problem, but such
events are rare, so what should we do? Here, Pimenov had many ways to find
problems.

Find related ideas in other sciences and try to relate them. This is very
natural for space-time geometry – which is naturally related to space-time physics.
Pimenov had a somewhat naive (but maybe correct) belief that many problems of
physics can be solved if we make physics completely mathematically precise – and
not filled with intuitions as it is now. This was the main motivation for his work in
the first place, this is why he so enthusiastically invited physicists to his seminar
– and was especially interested in their challenging open problems.

Sometimes, he would ask them a lot of question about differentiability etc.,
questions that physicists considered nitpicking, but which to him were important,
since he wanted to understand everything in precise mathematical terms. He
bombarded Penrose and Hawking, who just published what was supposed to be a
theorem that a singularity is inevitable in General Relativity, with these types of
question until they stopped answering.

He also believed that we should be able to formalize physicists’ intuitive rea-
soning – he thought that Zadeh’s fuzzy logic [15], which at that time, few people
took seriously, is an important step in this direction, but that to truly formalize
physics, we need to got beyond Zadeh’s idea of degrees of certainty being numbers
from the interval [0, 1] – Pimenov thought that a more general approach, similar
to his kinematic spaces, would be more adequate.

Pimenov also wanted to find connections the other way around – he was always
curious about possible observable consequences of his non-standard space-time
models.

It was not just relation to physics: he saw many ideas about space-time in
philosophy, and was eager to try to formalize them. To tell the truth, while I
appreciated and shared his enthusiasm for physics, at that time, I viewed philosophy
as mostly nonsense – following the famous Russian psychologist Ivan Pavlov who
cited Hegel’s writing as an example of senseless psychotic mumblings. Pimenov
tried to impress me by citing Hegel’s phrase that the Great Square has no vertices
– which he interpreted as meaning that in the limit, the larger and larger square
becomes simply a plane, all vertices disappear. However, I was – at that time –
not convinced.

See if results from related areas can be extended to your area of interest.
Kinematic spaces are a particular case of ordered sets – and they also have a
natural topology. So, a natural idea is to take some results about ordered sets
or about topological spaces and see if a similar result can be formulated about
kinematic spaces.
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I have already mentioned the lattice problem that I was unable to solve. There
were many others: one of them (which I did solve) was to extend the theorem
that under reasonable conditions, topological spaces can be metrized, to prove that
under similar conditions, every kinematic space would have a “kinematic metric” –
a natural generalization of geodesic-based proper time between events as defined in
relativity theory. He also asked a now-renowned topologist Yakov Eliashberg (who
at that time worked in Syktyvkar) how to generalize homotopy theory to cases
when we limit ourselves only to time-like curves connecting two points (or only
to space-like curves).

Which properties are preserved under constructions. In every theory, there
are basic objects, and there are constructions that combine them (and/or objects
from other theories) into new objects. For example, in space-time geometry, we
can naturally define Cartesian product of two spaces – or we can generalize the
usual causality relation of special relativity to the case when the proper space is
not 3D Euclidean but a general metric space. A natural question is, e.g., when
does the Cartesian product have the given property?

For example, is the Cartesian product of any number of separable kinematic
spaces always separable? To this, I found a counterexample – that the Cartesian
product of countably many copies of the real line is a non-separable kinematic
space.

4. How to Write Papers

A paper must be interesting to read. Once the result is obtained and the proof is
written down and checked, now comes the need to prepare it for publication. When
I started working with Pimenov, I followed the boring style, with no motivations. I
was also writing poems and short stores which I was glad to share with my teacher.
Proofs came tough, I was very proud of them, while stories came naturally. I was
somewhat shocked when Pimenov said that my short story parodying our then-
naive Zionism – Life and Adventures of Boris Haimovich in a 12-Dimensional
Jewish State – he liked much more than more than 100 pages of my complex
proofs.

His comments reminded me of how Nikolai Vorobiev, the organizer of a game
theory seminar that I also attended, taught us how not to write: he brought, to
seminar, a paper on game theory that was written with no motivations at all, it
started with “Let 𝐴 be a 𝜎-algebra”. After having attended several talks at his
seminar, we understood very well that this was indeed a very important result
with great consequences for game theory, but one would never guess it from the
way the paper was written.

But too colloquial is also not good. When I was in Syktyvkar, Pimenov pre-
sented a cycle of lectures on space-time geometry. Several of us tried to write them
down, he also recorded it on a tape recorded, with a purpose of later forming a
textbook – this was how many textbooks were written in those days and probably
how many textbooks are written now. His lectures were brilliant and exciting, but,
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to our big surprise, when we literally wrote down word-by-word, it did not look so
good: some phrases were not finished, there was a lot of repetition. We learned
that we need to edit, and we learned how to edit, and it all helped us write our
own papers.

5. How to Self-Gauge the Quality of Your Own Results

This is difficult. Every time you get a new result – especially if it was a challenge
– you like it. But this does not mean that others will like it. How do you guage
the result’s quality? This is one of the things that Pimenov taught us: that there
are three reasons why results are valued more by others.

First reason: general results are valued more. A counterexample is cute, but
a general result is better. Pimenov did not even suggest that I publish my result
about Cartesian products – but he send my metrization paper to A. D. Alexandrov,
the country’s leading specialist in space-time geometry, to publish in Doklady –
one of the top journals [3]. This result became the most praised part of my PhD
dissertation [4].

Second reason: somewhat famous formulated the problem. If you yourself
formulated the problem – or your not-well-known advisor – why would anyone be
excited about its solution? On the other hand, if someone famous formulated it, it
is a different story. For example, as it turned out, the question about metrization
of space-time models (at that time, they were not yet called kinematic spaces) was
first formulated by the famous topologist Urysohn, and later studied by a renowned
geometer Vadim Efremovich.

Third reason: when you completely solve the problem. For example, according
to Pimenov, if I found, for each of the important properties of kinematic spaces,
necessary and sufficient conditions when a Cartesian product would have this
property, this would have been a good paper. On the other hand, a partial result is
not yet a good paper.

6. How to Live

Attitude to scientists: respect and adore (but it is OK to also make fun).
Pimenov had a great respect to people who had interesting results, even though
some of them not always behaved in the most ethical way. Even foreign scientists
would sometimes not cite known results of others – while they have read the
others’ papers and used their ideas.

In particular, he was very tolerant towards A. D. Alexandrov, even though
A. D. was a very emotional person, ready to explode and to be not very polite with
others, and not only with the ones who made him mad.

But making fun sometimes is OK. Pimenov reminded me that even in the
ancient Rome, when the Emperor had a triumphal ride through the city, the best
comedian was following him by foot parodying his pompousness.



Mathematical Structures and Modeling. 2021. N. 2(58) 21

Attitude to bosses: healthy scepticism and a need to compromise. Pimenov
was always sceptical about non-scientist bosses, he considered it healthy to assume
that they have other unspoken motives – be it careerism or fear of their own bosses
or something even worse. And sometimes, he turned out to be right.

On the other hand, he taught us to compromise. This was unusual to hear from
an active defender of human rights who was exiled for this defense, but what he
said made sense: if one have a God’s spark to be a scientist, this should be your
main goal, everything else in a distraction preventing you from doing science. To
me, he said that if I felt that I would rather be a Zionist story writer, I should
emigrate to Israel and forget about science. But if I decide to do science, then I
should not waste my efforts on such stories. He himself felt that in him, there
were sparks both of a scientists and of a human rights fighter. He loves and adored
many revolutionaries of the past, but he gave an example of Taras Shevchenko, the
great Ukrainian poet who was clearly not a born revolutionary. All Ukrainians and
all Russians loved (and still love) many of his poems, we all sang beautiful songs
made when his poems was put on music. But Shevchenko’s life was ruined when
he wrote a poem insulting the Tsar’s family and was made a soldier without the
right to write anything.

In this advice to compromise, he was similar to my own Dad – who also taught
me that going with sabers against tanks is not the smartest idea – you die and
the tanks are not hurt at all. And by the way, it was similar to the advice that we
learned from studying Lenin’s works: it may be a surprise who have not studied
his works, but he often was on the side of the compromise – and this was one of
the reasons why he was so successful.

7. Conclusions

Do I agree with all this advice? Not necessarily, but now, after several decades,
I appreciate Pimenov’s advice much more than I did then. So maybe this advice
will help others as well. And maybe those whom his advice helped will remember
Pimenov by – in the words of Shevchenko – “nezlym tihim slovom”, by a few kind
and quiet words.
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Писать воспоминания — дело безнадёжное, если вы не отдаёте себе отчёт
в том, что то, в чём вы абсолютно уверены, действительно имело место быть,
лет через пятьдесят или более будет представлять собой лишь литературное
произведение, не претендующее на полное соответствие тому, что реально име-
ло место быть, а являет собой всего лишь вариант реального существования,
который совсем не обязан быть вашим / нашим прошлым.

Таковы законы времени — прошлое не восстановимо, дальнее прошлое мно-
говариантно.

Такое предисловие к воспоминаниям более чем странно. Ведь от вас ждут
правдивых воспоминаний, а в данном случае автор как бы предупреждает чи-
тателя, что таковых воспоминаний не следует ждать. Ну, во-первых, речь идёт
об относительно недавнем прошлом, которое ещё наше, а во-вторых, воспо-
минания предлагаются о человеке, который всю жизнь посвятил устройству
пространства-времени, и кому уж как не ему было многое известно о текуче-
сти, неизмеримости, непредсказуемости событий в пространстве-времени.

Думаю, что Р.И. Пименов не возражал бы против такого подхода. Разве что
в чем-то не согласился или уточнил, или озадачил.

Револьт Иванович Пименов — это один из лучших специалистов по теории
пространства-времени, его книги и статьи впечатляют. Хотя как-то однажды
наш общий учитель Александр Данилович Александров спросил меня: «А у
Пименова есть нетривиальные теоремы?» Такой вопрос мог себе позволить
только великий геометр, которым А.Д. Александров и являлся. Многие резуль-
таты и мысли Р.И. Пименова лично для меня удивительны и нетривиальны.

1. Встреча первая. 1974 год

В 1974 году, в июле, я переехал работать из новосибирского Академгородка
в Омск, где открывался новый университет.

В октябре мой учитель А.Д. Александров позвонил мне и пригласил при-
ехать на организованный им Всесоюзный симпозиум по хроногеометрии. По-
скольку отношения с ректором не сложились, то я поехал на симпозиум не как



24 А.К. Гуц. Две встречи с Револьтом Пименовым

командированный, а как недисциплинированный солдат, сбежавший в самовол-
ку.

В первый же день мне дали время для доклада, который назывался «Инвари-
антные порядки на трёхмерных группах Ли». В нём я излагал то, что пришло
мне в голову в августе-сентябре. Я плохо тогда ориентировался в тонкостях
вычисления группы Ли преобразований по алгебре Ли, и это видно по тем не
менее опубликованной статье в «Сибирском математическом журнале» [1]. Но
самое главное: в докладе я построил (аффинные) представления разрешимых
групп Ли, для них нашёл лево-инвариантные конические порядки и показал,
что соответствующие порядковые группы автоморфизмов состоят из аффинных
преобразований.

Я попытался сделать обобщение на локальные порядки, но сделал это весь-
ма некорректно, на что сразу обратил внимание мужчина с усами и бородкой
в очках, сидевший почти рядом от того места, где стоял докладчик. Я что-то
стал бормотать, но чувствовал, что-то у меня не так. Мужчина меня пожалел
и сказал, что он в своей книге уже описал, как надо определять локальный
порядок и что я мог бы этим воспользоваться. В общем мне похлопали.

В перерыве я подошёл к А.Д. Александрову, рядом с ним сидела очень ми-
лая женщина. А.Д., как мы называли Александрова, познакомил меня с ней.
Это была Светлана Михайловна Владимирова (Богачева) (его ученица и буду-
щая вторая жена А.Д.). Александров сказал, что вот, Светлана Михайловна
похвалила вас, но, мол, надо учиться делать доклады и стараться не выносить
на публику то, что ещё не продумано до конца.

И в это время к нам подошёл тот самый мужчина в очках с усами и бород-
кой и заметил, что, кажется, я первый, кто ввёл так удачно порядки в группы
Ли и сумел вычислить порядковые группы автоморфизмов. Это был Пименов!
О нём я много слышал от А.Д. и от профессора Ю.Ф. Борисова1, моего первого
научного руководителя (на полгода, затем он передал меня А.Д.).

Р.И. Пименов отбывал ссылку в Сыктывкаре, и ему какое-то время назад
разрешили выезжать в другие города. Так он появился на симпозиуме.

На следующий день профессор Ю.Ф. Борисов пригласил на ужин к себе
домой А.Д., всех его учеников и некоторых участников симпозиума. Было
тесно, но интересно. После застолья все разбились на группки. Я прибился
сразу к той, состоящей из молодёжи, где находился Пименов. Ему задавали
множество вопросов — все мы о нём слышали, например, о неутверждении его
докторской диссертации (из-за его политической деятельности), но не видели.
Он нас покорил силой своей личности и разносторонней образованности.

Я его спросил, правда ли, что он знает очень много языков. «Не очень
много, где-то языков двадцать», — ответил Пименов.

На вопрос, заданный кем-то, почему он осуждается советской властью на
заключение, ссылку за свою политическую деятельность. Ответ пронзает: «Я
видел, как зэков в Магадане грузят на пароход в сетке, как картошку, портовым

1Борисов Ю.В. — д.ф.-м.н., профессор, специалист в области геометрии и хроногеометрии,
заведующий кафедрой геометрии и топологии (1980–1992) Новосибирского государственного
университета. Неразлучный друг и ученик А.Д. Александрова.
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подъёмным краном. Я не могу мириться с таким отношением к людям».

2. Встреча вторая. 1988 год

Она произошла через 14 лет, в сентябре 1988 года в Кишинёве, где собра-
лась последняя IX Всесоюзная геометрическая конференция.

На конференции блистал Александр Вениаминович Кузьминых — ученик
А.Д. Александрова. На пленарном заседание, собравшем практически всех
участников конференции (несколько сот человек), он представил своё дости-
жение — кривую, все проекции которой на любую гиперплоскость заполняют
всю гиперплоскость [2]. Я назвал её в своё время «гадюкой Кузьминых».

Там же в Кишинёве я познакомился с А.М. Заморзаевым — учеником
А.Д. Александрова «второго поколения», которого очень не жаловал Пименов.

С Револьтом Ивановичем мы пересеклись достаточно случайно не в первый
день конференции, кажется возле гостиницы, и разговорились. Я ему расска-
зал о своём замысле использовать для аксиоматизации теории относительности
теорию топосов. Главное в замысле состояло в том, чтобы один набор аксиом,
выраженный в терминах теории категорий, описывал и специальную теорию
относительности, и общую теорию относительности (ОТО), т. е. пространство-
время Минковского и псевдоримановы (лоренцевы) многообразия. Ключом ин-
терпретаций являлся выбор конкретного топоса.

Надо сказать, что в то время часть научной школы А.Д. Алексан-
дрова, занимавшаяся разработкой причинной (каузальной, порядковой) тео-
рии пространства-времени, именуемая хроногеометрами, в которую входили
Р.И. Пименов, Ю.Ф. Борисов, А.К. Гуц, А.В. Кузьминых, А.В. Шайденко,
А.В. Левичев, С.Н. Астраков, В.Я. Крейнович, О. Кошелева, занималась ак-
сиоматизацией пространства-времени Минковского, и совсем не покушалась
на аксиоматизацию общей теории относительности.

Но именно такую аксиоматизацию ОТО в Кишинёве и представил на кон-
ференции Револьт Иванович. То, что я ему сообщил, означало, что, в какой-то
мере, нет необходимости отдельно заниматься отысканием аксиом для ОТО.

Надо сказать, что аксиоматику ОТО, найденную Пименовым, я хорошо знал
и до доклада. В 1987 году я оказался рецензентом статьи Револьта Ивановича,
присланной им в «Сибирский математический журнал» (СМЖ). Я дал поло-
жительную рецензию, хотя некоторые места не имели доказательств. Но когда
чуть позже я приехал на Всесоюзную конференцию по геометрии «в целом»
(1987), меня пригласил заместитель главного редактора проф. В.И. Кузьминов2

и стал задавать вопросы по статье Пименова по «недоказательным местам» —
могу ли я их доказать. «Нет, не могу... но чувствую, что они верны». Возникла
пауза. Владимира Ивановича я всегда побаивался... и в этот момент чувствовал
себя как нерадивый студент на экзамене.

2Кузьминов В.И. — д.ф.-м.н., профессор, специалист в области алгебраической топологии,
заведующий кафедрой геометрии и топологии (1992–1999) Новосибирского государственного
университета.
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«Я понимаю, что Вы хотите помочь своему другу, — сказал Кузьминов, —
но есть определённые требования к публикации математических работ... Мне
поручено провести титульное рецензирование3 статьи Пименова, одной Вашей
рецензии мало, я должен дать своё заключение».

В это время я «переваривал» фразу «своему другу»! Кто Пименов и кто я?!
Разве можно зачислить меня в друзья столь выдающегося человека!

«Владимир Иванович, я как-то не могу зачислить себя в друзья Пименова, я
посчитал, что «дыры» в доказательствах рано или поздно кто-нибудь заделает,
и у Погорелова были «дыры»... а статья мне очень понравилась и я посчитал,
что она заслуживает опубликования».

«Хорошо, у меня нет больше вопросов».
Статья была опубликована в СМЖ [3]. Позже я привёл данную аксиомати-

ку Применова в своём обзоре, вышедшем в Германии [4], и в книге «Хроногео-
метрия» [5].

А с Владимиром Ивановичем Кузьминовым у меня сложились отношения,
которые хочется назвать дружескими.

Но вернёмся в Кишинёв 1988 года.
Выслушав моё сообщение о теоретико-топосной аксиоматизации теории от-

носительности, Револьт Иванович... (и тут я запамятовал самую суть его речи)
... в чем-то не согласился, что-то уточнил, или озадачил, но поддержал. И
уже в самолёте я набросал важный момент в построении топосной аксиома-
тики — описал аффинный объект в топосах, используя замечательную идею
В.К. Ионина по аксиоматизации аффинных пространств [6].

Больше года ушло на оформление задуманного в виде статьи, которая бы-
ла представлена А.Д. Александровым в «Доклады академии наук СССР» [7].
Кажется, это первая статья по категорному описанию теории относительности.
На неё часто ссылаются те, кто исследует теорию относительности в рамках
теории топосов.

3. Заключение

Ещё до второй встречи, живя в Омске и во времена без интернета, я напи-
сал Револьту Ивановичу письмо с просьбой прислать его книгу «Пространства
кинематического типа». Он прислал, с дарственной надписью (рис. 1). Позже
он присылал мне свои препринты и книгу [8].

В 1989 году мы с ним одновременно активно включились в политическую
жизнь страны, участвуя в выборах народных депутатов СССР. Оба потерпели
поражение, он как кандидат в депутаты, я как член команды С.Н. Бабурина4.
Но на следующий год (1990) пришла удача: и он, и Бабурин стали народными
депутатами РСФСР.

3Я в первый и в последний раз слышал о неком «титульном рецензировании».
4Бабурин С.Н. — советский, российский политический и государственный деятель, учёный-

юрист, д.ю.н., профессор. Член Совета Республики Верховного Совета РСФСР.
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Рис. 1. Автограф Р.И. Пименова

Депутат Р.И. Пименов вошёл в состав комиссии, которая должна была на-
писать новую Конституцию России. Но в декабре 1990 года он умер от рака.

Пименов ушёл в вечность раньше своего учителя А.Д. Александрова. Их
нет, нет тех, кто в чём-то не согласится или уточнит, или озадачит. А в итоге
окрылит.
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Аннотация. Рассматривается четырёхмерная алгебра Ли IV типа Биан-
ки. Доказывается, что существует только один способ задания на ней ло-
ренцева скалярного произведения, при котором существует нетривиальная
однопараметрическая группа изометрий, являющихся автоморфизмами ал-
гебры Ли. Выписаны матрица Грамма скалярного произведения и матрица,
описывающая действие однопараметрической группы. Также доказывается,
что данная алгебра Ли не допускает однопараметрической группы подобий,
являющихся автоморфизмами алгебры Ли, при любом способе задания в
ней лоренцева скалярного произведения.

Ключевые слова: алгебра Ли, лоренцево скалярное произведение, одно-
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1. Постановка задачи

Пусть в алгебре Ли 𝒢 введено евклидово или лоренцево скалярное произве-
дение. Линейное преобразование 𝑓 : 𝒢 → 𝒢 назовём автоизометрией, если оно
является одновременно изометрией относительно скалярного произведения и
автоморфизмом алгебры Ли. Преобразование 𝑓 назовём автоподобием, если оно
является одновременно подобием и автоморфизмом. Как показано в работе [1],
решение задачи нахождения однопараметрических групп автоподобий данной
алгебры Ли позволяет построить самоподобные однородные многообразия со-
ответствующей группы Ли, снабжённой левоинвариантной метрикой. В этой же
работе найдены все автоподобия трёхмерной алгебры Ли ℋ∫ группы Гейзенбер-
га при различных способах задания на ней лоренцева скалярного произведения
и найдены соответствующие однопараметрические группы подобий однородного
лоренцева многообразия трёхмерной группы Ли Гейзенберга 𝐻𝑠.

Некоммутативная двумерная алгебра Ли 𝒜(1) – это алгебра Ли группы
𝐴(1) аффинных преобразований прямой. Компонента связности этой группы
Ли, содержащая единичный элемент, – это группа 𝐴+(1), состоящая из аф-
финных преобразований, сохраняющих ориентацию прямой. В работах [2] и
[3] были найдены все способы задания лоренцева скалярного произведения
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на двумерной и трёхмерной алгебрах Ли 𝒜(1) и 𝒜(1) ⊕ R, при которых они
допускают однопараметрические группы автоподобий и автоизометрий, а также
выписаны формулы, по которым действуют эти однопараметрические группы.
Это позволило построить самоподобные связные многообразия групп Ли 𝐴+(1)
и 𝐴+(1)×R. Все возможные однопараметрические группы автоподобий и авто-
изометрий для четырёхмерной алгебры Ли 𝒜(1) ⊕R2 найдены в работе [4], а
в работе [5] подобная задача решена в случае задания в алгебре Ли евклидова
скалярного произведения.

Цель данной работы: найти все способы задания лоренцева скалярного про-
изведения в алгебре Ли 𝒢4 = 𝒜(1) ⊕ 𝒜(1), при которых она допускает однопа-
раметрическую группу автоизометрий, выписать матрицу, задающую действие
этой группы, и доказать, что она не допускает автоподобий при любом спо-
собе задания на ней лоренцева скалярного произведения. Эта четырёхмерная
алгебра Ли является единственной, относящейся к IV типу по классификации
Бианки.

2. Структура алгебры Ли

В подходящем базисе (𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4) коммутационные соотношения алгебры
Ли 𝒢4 задаются двумя равенствами: [𝐸3, 𝐸1] = 𝐸1, [𝐸4, 𝐸2] = 𝐸2, а остальные
скобки равны нулевому вектору. Будем называть такой базис каноническим.
Двумерное подпространство ℋ, являющееся линейной оболочкой векторов 𝐸1

и 𝐸2 является производной алгеброй Ли [𝒢4,𝒢4]. Это коммутативный идеал.
Линейные оболочки векторов 𝐸1, 𝐸3 и 𝐸2, 𝐸4 обозначим соответственно ℒ1 и
ℒ2. Эти подпространства являются двумерными некоммутативными идеалами.
Кроме того, алгебра Ли 𝒢4 содержит бесконечное количество коммутативных
двумерных идеалов: ∀𝑋 ∈ ℒ1, 𝑌 ∈ ℒ2 линейная оболочка этих векторов явля-
ется коммутативным идеалом.

Алгебра Ли 𝒢4 допускает четырёхмерную группу автоморфизмов, которая
состоит из преобразований, задающихся матрицами вида

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼 0 𝛾 0

0 𝛽 0 𝛿

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (1)

где 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0, a 𝛾 и 𝛿 могут принимать любые значения. Такие автоморфиз-
мы будем называть автоморфизмами первого типа. Одновременная перестанов-
ка базисных векторов 𝐸1 и 𝐸2, 𝐸3 и 𝐸4 тоже сохраняет операцию скобки. Она
задаётся матрицей вида
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⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2)

Поэтому композиция автоморфизмов, задаваемых матрицами (1) и (2), тоже
является автоморфизмом. Они задаются матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝛼 0 𝛾

𝛽 0 𝛿 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0. (3)

Будем их называть автоморфизмами второго типа. Важно отметить, что опреде-
литель матриц (1) и (3) равен 𝛼𝛽, т.е. равен определителю матрицы, задающей
ограничение преобразования на ℋ. Однопараметрическая группа автоморфиз-
мов может содержать только автоморфизмы первого типа при 𝛼 > 0, 𝛽 > 0.

Линейную оболочку векторов 𝑋, 𝑌 будем обозначать ⟨𝑋, 𝑌 ⟩.

3. Основные результаты

Пусть на алгебре Ли 𝒢4 введено лоренцево скалярное произведение.

Теорема 1. 1) Существует только один способ задания лоренцева ска-
лярного произведения в алгебре Ли 𝒢4 = 𝒜(1) ⊕𝒜(1), котором она допуска-
ет нетривиальную однопараметрическую группу автоизометрий. Действие
этой группы в каноническом базисе задаётся матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑒𝜈𝑡 0 0 0

0 𝑒−𝜈𝑡 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4)

при этом матрица Грама базиса имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)

2) Автоподобий рассматриваемая алгебра Ли не допускает при любом
способе задания в ней лоренцева скалярного произведения.
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Доказательство. Cлучай 1. На идеале ℋ индуцируется лоренцево скалярное
произведение. Тогда на подпространстве ℋ⊥ индуцируется евклидово скалярное
произведение.

Пусть ℎ(𝑡) : 𝒢4 → 𝒢4 – однопараметрическая группа автоизометрий или ав-
топодобий. Под её действием должны оставаться инвариантными идеал ℋ, два
изотропных направления в нём и одномерные идеалы R𝐸1,R𝐸2. В дальнейшем
обозначаем 𝐸 ′

𝑖(𝑡) = ℎ(𝑡)(𝐸𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
Согласно [6], в подходящем базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) любая однопараметрическая

группа подобий четырёхмерного пространства Минковского, имеющая более
одного инвариантного изотропного собственного вектора, задаётся матрицей
𝑒𝜇𝑡F1(𝑡), 𝜇 > 0, где

F1(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒𝜈𝑡 0 0 0

0 𝑒−𝜈𝑡 0 0

0 0 * *
0 0 * *

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝜈 > 0, 𝑡 ∈ R, (6)

и звёздочками обозначена ортогональная матрица Q(𝑡). При этом матрица Гра-
ма имеет вид (5).

В работе [7] были найдены все инвариантные двумерные подпространства
группы преобразований, которая задаётся матрицами вида (6).

Согласно доказанной в [7] теореме и следствию из неё, выполнено
𝐻 = ⟨𝑒1, 𝑒2⟩, и можно сделать вывод, что Q(𝑡) ≡ E. Но нам важно уточнить:
задаётся ли ℎ(𝑡) матрицей 𝑒𝜇𝑡F1(𝑡) именно в каноническом базисе, а также надо
найти матрицу Грама этого базиса.

Определитель матрицы преобразования не зависит от выбора базиса в век-
торном пространстве. Определитель матрицы 𝑒𝜇𝑡F1(𝑡) равен 𝑒4𝜇𝑡, тогда как
матрица ограничения преобразования ℎ(𝑡) на ℋ имеет определитель, равный
𝑒2𝜇𝑡. Следовательно, 𝜇 = 0, и может существовать только однопараметрическая
группа автоизометрий.

Если 𝜈 = 0, то однопараметрическая группа состоит только из тождествен-
ных преобразований. Пусть 𝜈 ̸= 0. Тогда ограничение ℎ(𝑡) на ℋ не может иметь
более двух инвариантных направлений. Следовательно, 𝐸1 и 𝐸2 совпадают с 𝑒1
или 𝑒2, т. е. они являются изотропными (см. рис. 1 a)).

Согласно матрицам (1) и (6) соответственно

𝐸 ′
3(𝑡) = 𝛾𝐸1 + 𝐸3, 𝐸

′
2(𝑡) = 𝑒−𝜈𝑡𝐸2.

Тогда

𝐸 ′
3(𝑡) · 𝐸 ′

2(𝑡) = 𝛾𝑒−𝜈𝑡𝐸1 · 𝐸2 + 𝑒−𝜈𝑡𝐸3 · 𝐸2 = 𝛾𝑒−𝜈𝑡 + 𝑒−𝜈𝑡𝐸3 · 𝐸2.

Последнее выражение должно быть тождественно равно 𝐸3 · 𝐸2. Отсюда полу-
чаем тождество

𝛾𝑒−𝜈𝑡 + (𝑒−𝜈𝑡 − 1)𝐸3 · 𝐸2 ≡ 0.
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Это выполняется, только если одновременно 𝛾 = 0 и 𝐸3 · 𝐸2 = 0. Аналогично
получим 𝛿 = 0 и 𝐸4 · 𝐸1 = 0.

Поскольку скалярные квадраты векторов 𝐸1 и 𝐸2 равны нулю, то

𝐸 ′
3(𝑡) · 𝐸 ′

1(𝑡) = (𝛾𝐸1 + 𝐸3) · (𝑒𝜈𝑡𝐸1) = 𝑒𝜈𝑡𝐸3 · 𝐸1.

Это выражение должно быть равно 𝐸3 · 𝐸1. Следовательно, 𝐸3 · 𝐸1 = 0, и
аналогично получаем 𝐸4 · 𝐸2 = 0. Это значит, что 𝐻⊥ = ⟨𝐸3, 𝐸4⟩. В итоге
матрица Грама канонического базиса имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 𝑔33 𝑔34

0 0 𝑔34 𝑔44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑔33 𝑔34

𝑔34 𝑔44

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 0, 𝑔33 > 0. (7)

Поскольку 𝛾 = 𝛿 = 0, мы приходим к выводу, что в рассматриваемом случае
может существовать только однопараметрическая группа автоизометрий, дей-
ствие которой в каноническом базисе задаётся матрицей (4).

Cлучай 2. На идеале ℋ индуцируется евклидово скалярное произведение.
Тогда на подпространстве 𝐻⊥ индуцируется лоренцево скалярное произведение,
и заведомо скалярные квадраты векторов 𝐸1 и 𝐸2 не равны нулю. Заменим
базисный вектор 𝐸3 на 𝛾𝐸1 + 𝐸3. Тогда

(𝛾𝐸1 + 𝐸3) · 𝐸1 = 𝛾𝐸1 · 𝐸1 + 𝐸3 · 𝐸1.

Мы выберем 𝛾 так, чтобы это выражение стало равным нулю. Точно также
выберем 𝛿 так, чтобы вектор 𝛿𝐸2 + 𝐸4 был ортогонален 𝐸2, и мы заменим
базисные векторы 𝐸3 и 𝐸4 на 𝛾𝐸1 + 𝐸3 и 𝛿𝐸2 + 𝐸4 соответственно. Сохраним
прежнее обозначение для нового базиса, который тоже будет каноническим.
Также, не меняя операции скобки, можем сделать векторы 𝐸1 и 𝐸2 единичными.

Пусть ℎ(𝑡) : 𝒢4 → 𝒢4 – однопараметрическая группа автоизометрий или авто-
подобий. Изотропные направления подпространства ℋ⊥ должны быть инвари-
антны относительно ℎ(𝑡). Следовательно, ℎ(𝑡) относительно некоторого базиса
(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) задаётся матрицей 𝑒𝜇𝑡F1(𝑡). Согласно [7], выполнено ⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = ℋ,
и тем самым, ⟨𝑒3, 𝑒4⟩ = ℋ⊥ (см. рис. 1 б)). Из условия на определитель матрицы
автоморфизма мы опять делаем вывод, что 𝜇 = 0 и может существовать только
однопараметрическая группа автоизометрий. При этом ограничение ℎ(𝑡) на ℋ
имеет два инвариантных направления. Это возможно, только если матрица Q(𝑡)
в (6) равна тождественно E. Нам необходимо ещё доказать, что 𝜈 = 0.

Предположим, что 𝐸1 · 𝐸2 ̸= 0. Имеем

𝐸 ′
2(𝑡) = 𝐸2, 𝐸

′
3(𝑡) = 𝛾𝐸1 + 𝐸3.

𝐸 ′
3(𝑡) · 𝐸 ′

2(𝑡) = 𝛾𝐸1 · 𝐸2 + 𝐸3 · 𝐸2.

Это выражение должно быть тождественно равно 𝐸3 · 𝐸2. Получим

𝛾𝐸1 · 𝐸2 ≡ 0.
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Рис. 1. Расположение базисных векторов

Отсюда 𝛾 = 0, и аналогичным образом получим 𝛿 = 0, если 𝐸1 · 𝐸2 ̸= 0. Это
означает, что однопараметрическая подгруппа состоит только из тождествен-
ных преобразований. Поэтому рассматриваем далее только случай 𝐸1 · 𝐸2 = 0.
Мы уже доказали, что можно выбрать базис так, что 𝐸3 · 𝐸1 = 0. Поэтому

𝐸 ′
3(𝑡) · 𝐸 ′

1(𝑡) = 𝛾𝐸1 · 𝐸1 + 𝐸3 · 𝐸1 = 𝛾𝐸1 · 𝐸1.

Это выражение должно быть тождественно равно нулю. Следовательно, 𝛾 = 0,
и аналогичным образом получим 𝛿 = 0. Итак, в рассматриваемом случае не
существует нетривиальной однопараметрической группы автоизометрий и авто-
подобий.

Cлучай 3. На подпространстве ℋ индуцируется вырожденное скалярное
произведение. Пусть ℎ(𝑡) : 𝒢4 → 𝒢4 – однопараметрическая группа автоизомет-
рий или автоподобий. Тогда единственное изотропное направление в ℋ должно
быть инвариантным относительно действия группы. Предположим сначала, что
оно является единственным инвариантным изотропным направлением. Тогда,
согласно [6], относительно некоторого базиса (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) группа ℎ(𝑡) задаётся
матрицей 𝑒𝜇𝑡F2(𝑡), 𝜇 > 0, где

F2(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑡 𝑡2/2 0

0 1 𝑡 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

При этом матрица Грама базиса имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Расположение базисных векторов относительно конуса изотропных векторов
схематично показано на рисунке 2 а).
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Рис. 2. Расположение базисных векторов

В работе [8] доказано, что в этом случае все инвариантные двумерные под-
пространства содержат вектор 𝑒1. Учитывая структуру рассматриваемой алгеб-
ры Ли, мы приходим к выводу, что ℎ(𝑡) не может задаваться матрицей 𝑒𝜇𝑡F2(𝑡).
Следовательно, существует ещё одно инвариантное изотропное направление
и в подходящем базисе (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) группа ℎ(𝑡) задаётся матрицей 𝑒𝜇𝑡F1(𝑡).
Подпространство ℋ может быть инвариантным, только если Q(𝑡) ≡ E.

Предположим, что 𝜈 ̸= 0. В этом случае, согласно [7], двумерные идеалы ℋ,
ℒ1 и ℒ2 содержатся в трёхмерных подпространствах 𝑉1 и 𝑉2, которые задаются
соответственно уравнениями 𝑥1 = 0 и 𝑥2 = 0. Эти подпространства являются
ортогональными дополнениями к 𝑒1 и 𝑒2 соответственно и имеют общее пере-
сечение ⟨𝑒3, 𝑒4⟩, поэтому идеал ℋ может содержаться только в одном из них.
Пусть это будет 𝑉1 (см. рис. 2 б)). Тогда ℒ1 и ℒ2 тоже содержатся в 𝑉1, посколь-
ку они имеют ненулевое пересечение с ℋ. Это значит, что линейная оболочка
ℒ1 и ℒ2 является трёхмерной. Мы получили противоречие, поскольку линейная
оболочка ℒ1 и ℒ2 должна быть четырёхмерной. Следовательно, однопараметри-
ческая группа ℎ(𝑡) состоит только из тождественных преобразований.

4. Заключение

В данной работе мы доказали, что четырёхмерная алгебра Ли
𝒢4 = 𝒜(1) ⊕𝒜(1) не допускает однопараметрической группы автоподобий при
любом способе задания в ней лоренцева скалярного произведения. Это означа-
ет, что соответствующая ей связная группа Ли 𝐴+(1)×𝐴+(1), снабжённая лево-
инвариантной лоренцевой метрикой, не может быть однородным самоподобным
лоренцевым многообразием. Существующая однопараметрическая группа авто-
изометрий для алгебры 𝒢4 позволит в дальнейшем построить однопараметриче-
скую группу движений группы Ли 𝐴+(1) × 𝐴+(1), оставляющую неподвижной
единицу группы. �
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Abstract. We consider four-dimensional Lie algebra of IV Bianchi type. It is proved
that there is only one way of defining Lorentz scalar product on it, for which there
exists nontrivial one-parameter group of isometries that are automorphisms of the Lie
algebra. Gram matrix of the scalar product and the matrix describing the action of
the one-parameter group are written out. It is also proved that the given Lie algebra
does not admit one-parameter group of similarities, which are automorphisms of the
Lie algebra, for any way of defining the Lorentz scalar product in it.
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Аннотация. В работе исследовано поведение двумерной модели Изинга на
гексагональной решётке во внешнем осциллирующем поле. Было опреде-
лено значение критического полупериода, а также значение критических
индексов 𝛽/𝜈, 𝛾/𝜈 и 𝛼. Установлено, что класс универсальности данной
модели соответствует классу универсальности двумерной модели Изинга в
равновесном случае.

Ключевые слова: динамические фазовые переходы, модель Изинга на гек-
сагональной решетке, осциллирующее магнитное поле.

1. Введение

Исследование критического поведения систем в осциллирующем магнитном
поле представляет большой теоретический [1–6] и экспериментальный [7–10]
интерес. Особенность критического поведения таких систем заключается в воз-
никновении аномально больших и долго живущих флуктуаций параметра по-
рядка системы при приближении значения полупериода внешнего поля к кри-
тическому значению. Величина параметра порядка, определяемого как средняя
за один период намагниченность, непрерывно обращается в нуль при переходе в
неупорядоченную фазу. Таким образом, в системе реализуется фазовый переход
второго рода.

В работах [3–5] было показано, что критические индексы динамического
фазового перехода в двумерной кинетической модели Изинга на квадратной
решётке и трёхмерной модели Изинга на простой кубической решётке соответ-
ствуют классам универсальности данных моделей в равновесном случае.

В настоящее время является актуальным исследование систем с гексаго-
нальной двумерной решёткой. В качестве примеров таких систем при учёте
ферромагнитного взаимодействия можно привести нанографеновые и графито-
подобные материалы, в частности молекулы 𝐶59𝑁5𝐻22, 𝐶52𝑁4𝐻20 [11, 12], мо-
нослойные 𝐶𝑟𝐼3 [13] и 𝑅𝑢𝐶𝑙3 [14], а также ряд других. Поэтому представляет
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интерес возможность проверить класс универсальности динамического фазово-
го перехода в осциллирующем поле на гексагональной решётке.

2. Модель

Исследовалась кинетическая модель Изинга на двумерной гексагональной
решётке размера 𝐿 с учётом влияния периодического внешнего магнитного
поля. Гамильтониан модели имеет вид:

𝐻 = −𝐽
∑︁
⟨𝑖,𝑗⟩

𝑠𝑖𝑠𝑗 − ℎ(𝑡)
∑︁
𝑖

𝑠𝑖, (1)

где 𝐽 > 0 — константа обменного ферромагнитного взаимодействия; ℎ(𝑡) —
осциллирующее магнитное поле, имеющее форму прямоугольного сигнала с
амплитудой ℎ0 и полупериодом 𝑡1/2 [3,5]; суммирование ⟨𝑖, 𝑗⟩ производилось по
ближайшим соседям. Граничные условия были заданы периодическими.

Динамический фазовый переход в системе характеризуется параметром по-
рядка, который определяется как средняя за период намагниченность

𝑄 =
1

2𝑡1/2

∮︁
𝑚(𝑡)𝑑𝑡, (2)

где удельная намагниченность 𝑚(𝑡) вычислялась по формуле

𝑚(𝑡) =
1

𝐿2

𝐿2∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖. (3)

Восприимчивость и теплоёмкость определялись по формулам:

𝜒𝑄 = 𝐿2
(︀
⟨𝑄2⟩ − ⟨|𝑄|⟩2

)︀
;

𝜒𝐸 = 𝐿2
(︀
⟨𝐸2⟩ − ⟨𝐸⟩2

)︀
.

(4)

Усреднение ⟨. . .⟩ осуществлялось по времени (периодам) и статистическим кон-
фигурациям.

Определение критического значения полупериода осуществлялось на основе
анализа температурных зависимостей кумулянта Биндера 4-го порядка:

𝑈4 = 1 − ⟨𝑄4⟩
3⟨𝑄2⟩2

, (5)

которые образуют область пересечения для различных значений 𝐿.
Параметр порядка 𝑄, восприимчивость 𝜒𝑄 и теплоёмкость 𝜒𝐸 в критической

точке демонстрируют скейлинговые зависимости вида

⟨|𝑄|⟩ ∼ 𝐿−𝛽/𝜈 ,

𝜒𝑄 ∼ 𝐿𝛾/𝜈 ,

𝜒𝐸 ∼ 𝐿𝛼/𝜈 ,

(6)

из которых были определены критические показатели.
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Рис. 1. Кумулянты Биндера, критический полупериод

3. Основные результаты

В настоящей работе для моделирования динамического поведения двумер-
ной кинетической модели с гексагональной двумерной решёткой применялся
алгоритм «тепловой бани» [15].

Размеры системы 𝐿 = 36 − 240. Для каждого размера время на релаксацию
составляло 20000 периодов, на усреднение по времени 100000 периодов; допол-
нительное усреднение проводилось по 500 статистическим конфигурациям.

Амплитуда магнитного поля была выбрана ℎ0 = 0.2 и температура 𝑇 = 0.8𝑇𝑐,
где 𝑇𝑐 = 1.519 — критическая температура модели Изинга на двумерной гекса-
гональной решётке, что соответствует пребыванию системы в мультидроплет-
ном режиме [5].

Критический полупериод определялся по пересечению кумулянтов Биндера
(рис. 1). Найденное значение составляет 𝑡𝑐1/2 = 93 ± 1 MCS/s.

На (рис. 2 – 4) представлено поведение намагниченности в упорядоченной
фазе, в критической области и в полностью неупорядоченной области соответ-
ственно. В полностью неупорядоченной фазе (рис. 4) намагниченность следует
за полем, переключаясь каждый полупериод. В случае упорядоченной фазы
(рис. 2) внешнее поле является быстро осциллирующим, и намагниченность
не успевает существенно измениться в течение периода, слабо изменяясь по
величине относительно среднего значения. В критической области, в районе
𝑡1/2 = 92 MCS/s (рис. 3), наблюдаются сильные флуктуации намагниченности,
что является признаком динамического фазового перехода. На (рис. 5) пред-
ставлено поведение параметра порядка ⟨|𝑄|⟩ в зависимости от фазы системы.
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Рис. 2. Динамическая зависимость намагниченности системы при 𝑡1/2 = 20 MCS/s —
упорядоченная фаза

Рис. 3. Динамическая зависимость намагниченности системы 𝑡1/2 = 92 MCS/s — критическая
область
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Рис. 4. Динамическая зависимость намагниченности системы 𝑡1/2 = 200 MCS/s —
неупорядоченная фаза

Рис. 5. Динамическая зависимость параметра порядка при 𝑡1/2 = 20, 92, 200 MCS/s
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Рис. 6. Восприимчивость, L=36, 60, 120, 240

Рис. 7. Критический показатель 𝛽/𝜈
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Рис. 8. Критический показатель 𝛾/𝜈

Рис. 9. Критический показатель 𝛼
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В полностью неупорядоченной фазе (𝑡1/2 = 200 MCS/s) наблюдаются слабые
осцилляции в окрестности нуля. В районе динамического фазового перехода
наблюдаются сильные флуктуации, а в упорядоченной фазе (𝑡1/2 = 20 MCS/s)
параметр порядка оциллирует в окрестности средней величины, близкой к еди-
нице.

На (рис. 6) восприимчивость демонстрирует признаки фазового перехода
— зависимости восприимчивости от полупериода образуют пики в окрестно-
сти критического полупериода, при этом для различных линейных размеров
системы 𝐿 положения пиков смещается в сторону асимптотического значения
полупериода 𝑡𝑐1/2.

В работе были определены значения критических показателей. Из анализа
зависимости параметра порядка от линейного размера 𝐿 (рис. 7) в критической
точке было определено отношение критических показателей 𝛽/𝜈 = 0.136±0.011.
Из анализа зависимости восприимчивости от линейного размера 𝐿 (рис. 8)
было определено отношение критических показателей 𝛾/𝜈 = 1.73 ± 0.03. Зави-
симость теплоёмкости от линейного размера 𝐿 демонстрирует логарифмический
рост, что соответствует значению критического показателя 𝛼 = 0.

4. Заключение

В работе осуществлено исследование динамического фазового перехода в
двумерной модели Изинга на гексагональной решётке во внешнем осциллиру-
ющем магнитном поле.

Было определено значение критического полупериода, а также значения
критических показателей 𝛽/𝜈, 𝛾/𝜈 и 𝛼.

Из полученных результатов можно сделать вывод, что в системе наблюда-
ется динамический фазовый переход. При этом класс универсальности модели
Изинга в осциллирующем магнитном поле на гексагональной решётке соот-
ветствует классу универсальности данной модели в равновесном случае. Это
соотносится с результатами моделирования двумерной модели Изинга в осцил-
лирующем поле на квадратной [3] и треугольной [15] решётках.
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1. Formulation of the Problem

The problem. One of the important open problems in physics – known as the
hierarchy problem – is to explain why there is a such a huge difference between
physical constants.

For example, gravitational forces are 1040 times weaker that electromagnetic
forces – and this difference is mirrored in the difference between the corresponding
constants; see, e.g., [1,3].

What we do in this paper. In this paper, we provide a possible qualitative
explanation for this phenomenon.

2. Our Explanation

A mathematical result on which our explanation is based: formulation.
Our explanation uses the following result from [4]: in a nutshell, that when we
reconstruct a state based on the measurement results, we will most probably get
not the original state, but one of the extreme points of the set of possible states.

Why this result is valid: an explanation. A state can be characterized by the
values of several physical quantities 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛. In this sense, each state can be
represented as a tuple 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛).

To determine the state, we measure the values of these quantities. Measure-
ments are never absolutely accurate, thus the results 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 of measuring these
quantities are, in general, different from the actual values 𝑠𝑖 of these quantities.
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Usually, the measurement errors are independent and normally distributed, with
0 mean and some standard deviation 𝜎. In this case, for large 𝑛, we have

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑠𝑖 − 𝑟𝑖)
2

𝜎2
≈ 𝑛; (1)

see, e.g., [14].
The approximate equality (1) can be described in an equivalent form

𝑑2(𝑠, 𝑟) ≈ 𝑛 · 𝜎2,

where

𝑑(𝑠, 𝑟)
def
=

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 − 𝑠𝑖)2

is the usual (Euclidean) distance between the 𝑛-dimensional points

𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) and 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛).

Thus, here 𝑑(𝑠, 𝑟) ≈ 𝜀
def
=

√
𝑛 · 𝜎. In other words, the observed state 𝑟 is located at

distance 𝜀 from the actual state 𝑠.
The observed state 𝑟 is, in general, outside the set 𝑆 of possible states. So, to

reconstruct the state 𝑠, we need to find an appropriate state 𝑎 within the set 𝑆. In
general, there are several such states. A natural idea is to use the Maximum Like-
lihood method – i.e., to select the most probable state. For the normal distribution,
the corresponding probability density is described by the following expression:

𝑛∏︁
𝑖=1

(︂
1√

2𝜋 · 𝜎
· exp

(︂
−(𝑟𝑖 − 𝑎𝑖)

2

2𝜎2

)︂)︂
.

This expression can be equivalently reformulated as

1

(
√

2𝜋 · 𝜎)𝑛
· exp

(︃
− 1

2𝜎2
·

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 − 𝑎𝑖)
2

)︃
.

Thus, maximizing this expression is equivalent to minimizing the sum

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 − 𝑎𝑖)
2,

i.e., equivalently, the square root of this expression:

𝑑(𝑟, 𝑎)
def
=

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑟𝑖 − 𝑎𝑖)2.
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Thus, when we reconstruct the signal based on the measurement results 𝑟, we
select the state 𝑎 ∈ 𝑆 which is the closest to the tuple 𝑟 that describes the
measurement results.

Let us show how this geometric fact leads to the above conclusion. For sim-
plicity, let us consider the case when 𝑛 = 2 and the set 𝑆 of possible states is
a convex polygon. The point 𝑟 = (𝑟1, 𝑟2) formed by measurement results is then
located at distance 𝜀 from the set 𝑆.

Let us look at all the points located at the distance 𝜀 from the polygon:

� for some of these points, the closest point on the polygon is located on one
of its edges;

� for others, the closest point is one of the polygon’s vertices.

One can check that for each edge, points for which the closest is on this edge are
located on a segment parallel to this edge and bounded by the two lines orthogonal
to this edge. The length of this segment is equal to the length of the edge. Thus,
the overall length of these segments is equal to the sum of the lengths of all the
edges, i.e., to the perimeter of the polygon. So, this overall length does not grow
when 𝜀 increases.

On the other hand, the set of allthe points which are 𝜀-distant from the set 𝑆
grows with 𝜀. Thus, as 𝜀 increases, the proportion of the points 𝑟 for which the
closest point 𝑎 ∈ 𝑆 is on one of the edges decreases – and hence, for a bigger and
bigger proportion of points 𝑟, the closest point 𝑎 is one of the vertices – i.e., one
of the extreme points of the original set 𝑆 of possible states.

Comment. Of course, these are somewhat informal arguments. For an exact
formulation and proof, see [4].

How this mathematical fact helps in our explanation. In our case, we are
considering the values of different physical constants. We can consider two possible
situation:

� In many cases, we know the sign of the corresponding constant: for example,
we know that gravity only leads to attraction between different objects.

� In other cases, we may now know the sign: e.g., electric forces can lead both
to attraction and to repulsion.

In the first case, the set of possible values of the corresponding constant is the
interval (0,∞). In the second case, the set of possible values of the corresponding
constant is the whole real line (−∞,+∞).

According to the above mathematical result, when we reconstruct the value of
the corresponding constant from observations, most probably, we will get one of
the extreme points of the corresponding set of values. For an interval, extreme
points are its endpoints. Thus:

� in the first case, we will get either 0 or infinity;
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� in the second case, we will get either −∞ or +∞.

Of course, we cannot have 0 or infinity – this does not make physical sense, so
this means that we will have either a very small value or a very large value –
and this is exactly what we observe, this is exactly what the hierarchy problem is
about.

Thus, we have found a possible qualitative explanation for this empirical phe-
nomenon.

Comment. Not only we found a possible explanation for the hierarchy problem
in general, our arguments also explain why the constant corresponding to the
electromagnetic interaction has to be large – since this interaction allows forces of
both signs, attraction and repulsion.

In contrast, gravity has only interactions of one type, so it is not surprising
that the corresponding constant is close to 0 in comparison to the electromagnetic
one.
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Аннотация. Одной из важных открытых проблем теоретической физики является
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Аннотация. В работе предложен алгоритм расчёта значений параметров
газа для произвольной сетки в области одномерных течений безударного
сжатия газа. Такие течения описываются решением системы уравнений
газовой динамики. Алгоритм основан на комбинации одного из методов
машинного обучения — методе ближайших соседей для случая регрессии
и методе характеристик. В качестве оценки близости точек-соседей ис-
пользуется расстояние. Работа алгоритма проверена на примере расчёта
сетки в области задачи сжатия из покоя в покой, когда покоящийся газ
с плотностью 1 сжимается в покоящийся газ с плотностью 104. Сжатие
выполняется без ударных волн, эффективным с точки зрения энерговло-
жения способом: энергия сжатия используется только на сжатие газа, и не
тратится на его разгон. Алгоритм может быть использован при численном
расчёте других задач газовой динамики.

Ключевые слова: система уравнений газовой динамики, одномерные тече-
ния безударного сжатия, метод характеристик, метод ближайших соседей.

Введение

Решение задач газовой динамики находит своё применение во многих обла-
стях, например, моделирование безударного сжатия мишеней для реализации
управляемого термоядерного синтеза и моделирование разрушительных атмо-
сферных вихрей. Изучение управляемого термоядерного синтеза, который яв-
ляется практически неограниченным источником энергии, продолжается уже
несколько десятилетий. Последние физические эксперименты в этой области,
например в Ливерморской лаборатории (США), проводятся [1] с целью получе-
ния энергии от термоядерного горения дейтериево-тритиевой мишени в резуль-
тате сжатия под действием энергии, передаваемой лазерной установкой (ЛТС —
лазерный термоядерный синтез). Такие же работы [2] ведутся в Шеньженьской
лаборатории (Китай). В России установки ЛТС созданы в РФЯЦ-ВНИИЭФ [3].
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Исследования по моделированию процесса безударного сжатия газа при-
ведены в ряде работ, например [4–11]. Предложены различные типы мише-
ней, один из примеров приведён в работе [8]. Мишень является дийтериево-
тритиевым цилиндром, находящимся внутри бериллиевого цилиндрического
слоя. В патенте [11] предложена мишень, в которой роль сжимающего поршня
выполняют грани тетраэдра или треугольной призмы.

Другой областью решения задач газовой динамики является моделирование
процессов разрушительных атмосферных вихрей. В качестве примеров можно
привести многочисленные смерчи и торнадо, тропические циклоны. В работах
[12, 13] предложена модель возникновения и устойчивого функционирования
восходящих закрученных потоков газа.

1. Описание задачи

Эффективным способом описания газовых течений является численное
представление решений системы уравнений газовой динамики, для этого
успешно используется метод характеристик [14, 15]. Метод характеристик об-
ладает следующим свойством: получаемая характеристическая сетка (набор то-
чек, в которых рассчитаны значения газодинамических параметров), вообще
говоря, не является равномерной. При этом возникают такие ситуации, ко-
гда исследователю для проводимого анализа рассчитанных течений удобней
использовать равномерную сетку точек или вообще сетку с произвольным раз-
мещением точек. В любом случае в точках необходимо знать значения газоди-
намических параметров газа.

Предложение о том, как для метода характеристик построить равномерную
сетку, описано в работе [13]. В этой работе на каждом шаге построения сет-
ки для каждой следующей ячейки предлагается с помощью интерполяции по
известным двум точкам рассчитывать новые точки такие, что выпущенные из
них характеристические линии пересекаются в требуемых точках равномерной
сетки (рис. 1a). На рисунке 1а показано нахождение точек на 𝑛+1 шаге: линия
𝑡 = 𝑡𝑛 — построенный слой равномерной сетки, в котором известны значения
газодинамических параметров; линия 𝑡 = 𝑡𝑛+1 — слой, в точках которого значе-
ния газодинамических параметров рассчитываются. Штриховой линией обозна-
чены 𝐶+ и 𝐶− характеристики, выпущенные из точек с координатами (𝑡𝑛, 𝑟𝑖−1)
и (𝑡𝑛, 𝑟𝑖+1), которые пересекутся в точке, вообще говоря, не совпадающей с
точкой (𝑡𝑛+1, 𝑟𝑖) и поэтому равномерность построения сетки будет нарушаться.
Для построения равномерной сетки линейной интерполяцией координат точек
(𝑡𝑛, 𝑟𝑖−1), (𝑡𝑛, 𝑟𝑖+1) и значений газодинамических параметров в них рассчитыва-
ются такие значения 𝑟+𝑖 и 𝑟−𝑖 на линии 𝑡 = 𝑡𝑛 и значения газодинамических
параметров в них, что выпущенные из этих точек 𝐶+ и 𝐶− характеристики
(сплошные наклонные линии) пересекутся в точке (𝑡𝑛+1, 𝑟𝑖). После этого с по-
мощью формул метода характеристик находятся значения газодинамических
параметров в этой точке.

В данной работе описан другой подход к построению сетки. Предлагается не
интерполировать точки при построении каждой ячейки рассчитываемой сетки,
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Рис. 1. Построение равномерной сетки

а рассчитать характеристическую сетку в целом по всей области. И затем,
интерполируя по известным значениям точек рассчитанной характеристической
сетки, получить значения в требуемых точках равномерной сетки (рис. 1б).
За основу использованного подхода к интерполяции взяты формулы метода
ближайших соседей из машинного обучения [16]. В качестве метрики близости
точек-соседей берётся расстояние между точками. Приведён алгоритм расчёта,
реализация которого проверена на полученном ранее [4] численном решении
системы уравнений газовой динамики при одномерном безударном сжатии газа
из покоя в покой.

Задача о сжатии из покоя в покой ставится следующим образом. Имеется
плоский (𝜈 = 0), цилиндрический (𝜈 = 1) или сферический (𝜈 = 2) слой одно-
родного политропного газа с уравнением состояния 𝑝 = 𝜌𝛾/𝛾, в котором 𝑝 —
давление, 𝜌 — плотность, 𝛾 — показатель адиабаты (политропы). Считается, что
все течения, возникающие в газе, являются одномерными и изэнтропическими.
Термином «безударные» называются такие течения газа, в которых искомые те-
чения могут отделяться как друг от друга, так и от известных течений только
слабыми разрывами, но не ударными волнами.

Рассматривается следующая конфигурация газовых течений: в начальный
момент времени 𝑡0 газ однороден с плотностью 𝜌0, а скорость газа равна 0. Это
состояние 1 газа. Состояние газа в момент времени 𝑡* > 𝑡0 такое: газ однороден,
его плотность равна некоторому 𝜌* > 𝜌0; при этом газ покоится. Это состоя-
ние 2. Требуется найти течения газа, возникающие при безударном переходе
(сжатии) одномерного газового слоя из состояния 1 в состояние 2 под дей-
ствием двух непроницаемых поршней, один из которых неподвижен. При этом
газ находится левее неподвижного поршня, а поршень, производящий сжатие,
движется вправо, производя сжатие цилиндрического или сферического слоя
изнутри, когда радиус поршня растёт.

Одномерные изэнтропические течения газа определяются двумя функциями
𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑟) и 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑟), являющимися решениями системы уравнений газовой
динамики, которая после выполнения преобразований принимает следующий
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вид: {︃
𝑐𝑡 + 𝑢𝑐𝑟 + (𝛾−1)

2
𝑐(𝑢𝑟 + 𝜈𝑢

𝑟
) = 0,

𝑢𝑡 + 2
(𝛾−1)

𝑐𝑐𝑟 + 𝑢𝑢𝑟 = 0.
(1)

Здесь 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑟) — скорость газа, а 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑟) связана с плотностью газа 𝜌
соотношением 𝑐 = 𝜌(𝛾−1)/2 и является скоростью звука в газе; 𝑡 — переменная
времени, 𝑟 — пространственная переменная, выражающая расстояние до начала
(𝜈 = 0), оси (𝜈 = 1) или центра (𝜈 = 2) симметрии.

В работе [7] доказано существование решения задачи о сжатии из покоя
в покой в случае, когда газ сжимается двумя поршнями, однако не получены
конкретные значения для массы газа и значения плотности газа, до которой
возможно сжатие безударным способом. Поставленная задача сведена к трём
начально-краевым задачам для системы уравнений газовой динамики, и до-
казано существование локально-аналитических решений. Установлено, что в
решении в финальный момент сжатия возникнет особенность на сжимающем
поршне. Решение описывается обобщением центрированной волны Римана для
случая цилиндрических и сферических течений в некоторой окрестности точ-
ки с особенностью. А в самой особой точке (𝑡*, 𝑟*) описывается формулами
центрированной волны Римана для плоских течений:{︃

𝑐 = 𝑐0 − 𝛾−1
2
𝑢,

𝑢 = 2
𝛾+1

(𝑟−𝑟*)
(𝑡−𝑡*)

+ 2
𝛾+1

𝑐0, 𝑐0 = 𝜌
(𝛾−1)/2
0 .

(2)

В расчётах измерения газодинамических параметров выполняются для со-
ответствующим образом введённых безразмерных величин. И, не ограничивая
общности, принимаются плотность газа в первоначальном покое 𝜌0 равной еди-
нице и координата 𝑟 = 𝑟𝑝(𝑡) сжимающего поршня в начальный момент также
равной единице. Введение этих величин позволяет масштабировать остальные
физические величины 𝑢, 𝜌, 𝑡. Расстояние 𝑟 от центра симметрии до второго
поршня (неподвижной стенки 𝑟𝑤) является расчётной величиной и определяет-
ся при задании массы 𝑚 сжимаемого газа.

2. Расчёт методом характеристик

В работе [4] выше поставленная задача решена численно с помощью мо-
дификации метода характеристик [14,15]. Рассчитывается характеристическая
сетка, узлами которой являются точки пересечения характеристик 𝐶+ и 𝐶− се-
мейств, а также рассчитываются значения искомых функций в этих узлах. Ха-
рактеристики определяются при аппроксимации решений обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

𝐶− :
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡, 𝑟) − 𝑐(𝑡, 𝑟), 𝐶+ :

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡, 𝑟) + 𝑐(𝑡, 𝑟)

с соответствующими начальными условиями.
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Вводятся инварианты Римана 𝑅,𝐿 вычисляемые по формулам:

𝑅 = 𝑢+
2

𝛾 − 1
𝑐, 𝐿 = 𝑢− 2

𝛾 − 1
𝑐.

На рисунке 2 показаны исследованные области построения течений в кон-
фигурации сжатия из покоя в покой. Характеристическая сетка строится в
обратном направлении изменения времени из точки 𝐴(𝑡𝑓 , 𝑟𝑓 ). Для этого на
𝐶− характеристике 𝐴𝐵, отделяющей покоящийся сжатый газ в области 0 от
течений сжатия, выбираются 𝑛0 точек (в них известны параметры газа), из
которых выпускаются 𝐶+ характеристики. Из точки 𝐴 (в этой точке особен-
ность) выпускаются 𝐶− характеристики в количестве 𝑛1 штук и, используя
метод характеристик, строится сетка в области 1. Затем полученные 𝐶− харак-
теристики продолжаются до пересечения с линией 𝑟 = 𝑟𝑤, так достраивается
сетка в области 2 до тех пор, пока в точке пересечения очередной 𝐶− ха-
рактеристики не будет достигнута плотность 𝜌 = 1. С этого момента (точка
𝐷) выпускается 𝐶+ характеристика 𝐷𝐸, и на ней выбираются 𝑛2 точек, из
которых выпускаются 𝐶− характеристики до пересечения с продолжением 𝐶+

характеристик из областей 1 и 2 в прямом направлении изменения времени. Так
строится сетка в области 3. Течения области 3 гладко примыкают к области
4 (здесь газ находится в покоящемся несжатом состоянии). Одновременно с
построением характеристической сетки из точки 𝐴 в обратном направлении
изменения времени строится траектория сжимающего поршня 𝐴𝐸.

Рис. 2. Конфигурация течений сжатия из покоя в покой

В точке 𝐴(𝑡𝑓 , 𝑟𝑓 ), согласно установленному в [7] свойству решения, имеет
место скачок плотности (рис. 2б). В этой точке скорость газа и скорость звука
в газе связаны следующим соотношением:

𝑢𝑖 = 2
𝑐* − 𝑐𝑖
𝛾 − 1

,
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здесь {𝑐𝑖} – разбиение отрезка от 𝑐* = 𝜌*
(𝛾−1)/2 до 0 на 𝑛1 равных частей. Что

и определяет число 𝐶− характеристик, выпущенных из точки 𝐴.
Точность результатов вычислений зависит от входных параметров счёта

(разбиение расчётной области на ячейки – параметры 𝑛0, 𝑛1, 𝑛2). В расчётах
методом характеристик входные данные подбираются для каждого варианта
расчётов отдельно опытным путём так, чтобы относительная погрешность масс
𝛿𝑚 была менее 1%, где

𝛿𝑚 =
|𝑚* −𝑚0|

𝑚*
· 100%,

𝑚0,𝑚* – массы газа до и после сжатия.
Так как сжатие производится непроницаемым поршнем, то массы газа до

сжатия и после сжатия должны совпадать. Но из-за погрешностей численного
расчёта наблюдается различие масс, поэтому чем меньше значение 𝛿𝑚, тем
точнее выполнены расчёты траектории сжимающего поршня и всего течения в
целом.

3. Алгоритм счёта по формулам метода ближайших сосе-
дей

Для расчёта методом ближайших соседей требуется набор-сетка точек, в
которых значения газодинамических параметров и инвариантов 𝑅,𝐿 известны.
Такая сетка получена с помощью модификации метода характеристик [4] с
учётом математически доказанного [7] свойства решения. Этот набор точек
будем называть обучающей сеткой (или сеткой соседей). Для каждой точки
рассчитываемой сетки в обучающей сетке находятся 4 соседа — ближайшие
точки. Для этого в качестве критерия близости точек принимается расстояние
между ними и рассчитываемой точкой (рис. 1в). По значениям инвариантов
𝑅,𝐿 в найденных ближайших точках взвешенным способом рассчитываются
значения инвариантов в рассчитываемой точке. Определяется оценка близости:
чем ближе точка-сосед, тем больше её вклад в значения инвариантов в рассчи-
тываемой точке. Формула для взвешенного значения инварианта 𝑅𝑛𝑒𝑤 в точке
с рассчитываемым инвариантом имеет следующий вид (для инварианта 𝐿𝑛𝑒𝑤

формула выглядит аналогично):

𝑅𝑛𝑒𝑤 =

∑︀𝑘
𝑖=1

𝑅𝑖

𝑑𝑖∑︀𝑘
𝑖=1

1
𝑑𝑖

,

здесь 𝑑𝑖 — расстояние между точками (𝑡𝑖, 𝑟𝑖) и (𝑡𝑛𝑒𝑤, 𝑟𝑛𝑒𝑤); 𝑅𝑖 — значение инва-
рианта 𝑅 в точке (𝑡𝑖, 𝑟𝑖); 𝑡𝑛𝑒𝑤, 𝑟𝑛𝑒𝑤, 𝑅𝑛𝑒𝑤 — координаты точки и рассчитываемого
значения инварианта 𝑅 в ней соответственно.

Приведение выражения под знаком суммы к общему знаменателю∑︀𝑘
𝑖=1(
∏︀

𝑗 ̸=𝑖𝑅𝑖𝑑𝑗)∏︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖

:

∑︀𝑘
𝑖=1

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑑𝑗∏︀𝑘

𝑖=1 𝑑𝑖
=

∑︀𝑘
𝑖=1(𝑅𝑖

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑑𝑗)∑︀𝑘

𝑖=1

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑑𝑗
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и последующие преобразования приводят к формуле

𝑅𝑛𝑒𝑤 =
𝑘∑︁

𝑖=1

(︂
𝑅𝑖

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑑𝑗∑︀𝑘

𝑖=1

∏︀
𝑗 ̸=𝑖 𝑑𝑗

)︂
. (3)

Предлагаемый в данной работе алгоритм основан на следующем. Пло-
щадь ячейки характеристической сетки, содержащая точку (𝑡𝑛𝑒𝑤, 𝑟𝑛𝑒𝑤), являет-
ся функцией параметров расчёта обучающей сетки 𝑛0, 𝑛1, 𝑛2. Чем больше зна-
чения этих параметров, тем меньше площадь ячейки и более точное значение
𝑅𝑛𝑒𝑤, 𝐿𝑛𝑒𝑤 в точке (𝑡𝑛𝑒𝑤, 𝑟𝑛𝑒𝑤), так как ячейка построена на точках обучающей
сетки точек-соседей. Тогда увеличение значений параметров расчёта обучаю-
щей сетки будет приводить к увеличению точности рассчитанных с помощью
формул (3) значений инвариантов 𝑅𝑛𝑒𝑤, 𝐿𝑛𝑒𝑤.

Необходимо отметить, что идея взвешенного интерполирования не нова и
давно используется при численном моделировании решений различных задач,
в том числе и в вычислительной газодинамике, для нахождения значений ис-
комых переменных в точках, не совпадающих с точками расчётной сетки. Это
один из традиционных широко используемых подходов как при разработках
схем расчёта газодинамических течений (см., например [15]), так и для пере-
интерполяции значений переменных с сетки на сетку при расчётах течений с
применением накладывающихся сеток (см., например [17]). Таким же образом
в силу своей традиционности и естественности подход попал в машинное обу-
чение, в котором данный подход упоминается как метод ближайших соседей.

Работа алгоритма для произвольного заданного набора точек (𝑡, 𝑟) реализу-
ется следующим набором шагов:

Шаг 1. В точках выполняется расчёт 𝑅𝑛𝑒𝑤, 𝐿𝑛𝑒𝑤 с помощь формул (3) метода
ближайших соседей. Точки-соседи выбираются из точек обучающей характери-
стической сетки, построенной при параметрах 𝑛𝑖

0, 𝑛
𝑖
1, 𝑛

𝑖
2 (верхний индекс ука-

зывает на номер итерации алгоритма). Расчёт ведётся по 4-м соседям, которые
отбираются для каждой расчётной точки следующим образом: в каждом из
квадрантов 1-4 (на рис. 1в отделены друг от друга штриховой линией) среди
точек обучающей сетки отбирается одна наиболее близкая точка. После нахож-
дения 4-х ближайших точек производится расчёт по формулам (3).

Шаг 2. Перед выполнением первой итерации алгоритма инициализируются
значения величин относительных отклонений 𝛿𝑅 и 𝛿𝐿 в каждой рассчитывае-
мой точке произвольным большим значением (в приведённой далее проверке на
тестовой сетке отклонения были инициализированы значением 100). На каж-
дой следующей 𝑖-ой итерации (для 𝑖 > 0) значения относительных отклонений
пересчитываются:

𝛿𝑅 =
|𝑅𝑖

𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟) −𝑅𝑖−1
𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟)|

𝑅𝑖
𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟)

· 100%, 𝛿𝐿 =
|𝐿𝑖

𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟) − 𝐿𝑖−1
𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟)|

𝐿𝑖
𝑛𝑒𝑤(𝑡, 𝑟)

· 100%.

Точки (𝑡, 𝑟), для которых 𝛿𝑅(𝑡, 𝑟) и 𝛿𝐿(𝑡, 𝑟) меньше некоторого наперёд за-
данного параметра алгоритма 𝛼, считаются рассчитанными с достаточной точ-
ностью и в дальнейших итерациях алгоритма не участвуют — необходимости
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пересчёта значений 𝑅𝑛𝑒𝑤, 𝐿𝑛𝑒𝑤 в них нет (такой подход уменьшает общее время
вычислений). Уменьшение значения 𝛼 повышает точность расчётов алгоритма.

Шаг 3. Увеличение параметров счёта обучающей сетки (множитель 2 подо-
бран опытным путём):

𝑛𝑖
𝑗 = 2 · 𝑛𝑖−1

𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2.

После этого алгоритм возвращается к шагу 1 и начинается следующая ите-
рация. Работа алгоритма завершается в тот момент, когда на шаге 2 в расчёт-
ной сетке не останется точек, нуждающихся в пересчёте значений инвариантов
𝑅𝑛𝑒𝑤, 𝐿𝑛𝑒𝑤.

4. Проверка работы алгоритма на тестовой сетке

Работа алгоритма проверена расчётом значений инвариантов 𝑅,𝐿 и их срав-
нением со значениями из сетки точек ранее полученного численного решения.
Это численное решение получено в работе [4] с помощью модификации метода
характеристик. Взят вариант численного решения задачи о сжатии одномерного
политропного газа с показателем политропы 𝛾 = 5/3 и массой 𝑚 = 10 из покоя с
плотностью 1 в покой с плотностью 104. Точки характеристической сетки были
получены при следующих параметрах счёта 𝑛0 = 7900, 𝑛1 = 10000;𝑛2 = 7900.
Из полученной сетки случайным образом взято 1800 точек. Последний набор
точек и был взят в качестве тестовой сетки.

В качестве точек обучающей сетки берутся точки (𝑡, 𝑟) и значения инва-
риантов в них, которые получаются из расчётов методом характеристик при
следующих указанных ниже в таблицах 1 и 2 итерациях с номерами 𝑖 и значе-
ниях параметров счёта 𝑛0, 𝑛1, 𝑛2. В колонке 𝑁𝑛𝑒𝑤 — количество точек, в кото-
рых ещё нужен пересчёт значений инвариантов, в этих точках относительные
отклонения инвариантов 𝛿𝑅 > 𝛼 или 𝛿𝐿 > 𝛼. В колонках 𝑁1

𝑡𝑒𝑠𝑡, 𝑁
2
𝑡𝑒𝑠𝑡 и 𝑁5

𝑡𝑒𝑠𝑡

— количество точек, в которых относительное отличие инвариантов в точках
тестовой сетки и тех же точках, но уже расчётной сетки отличаются не более
чем на 1%, 2% и 5% соответственно.

Таблица 1. Счёт по алгоритму при 𝛼 = 0, 05%

Номер итерации 𝑖 𝑛0 𝑛1 𝑛2 𝑁𝑛𝑒𝑤 𝑁1
𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑁

2
𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑁

5
𝑡𝑒𝑠𝑡

1 250 500 250 1800 257 126 46

2 500 1000 500 1370 134 60 16

3 1000 2000 1000 939 59 23 4

4 2000 4000 2000 577 17 2 1

5 4000 8000 4000 359 6 1 0

6 8000 16000 8000 194 5 0 0
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Таблица 2. Счёт по алгоритму при 𝛼 = 0, 01%

Номер итерации 𝑖 𝑛0 𝑛1 𝑛2 𝑁𝑛𝑒𝑤 𝑁1
𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑁

2
𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑁

5
𝑡𝑒𝑠𝑡

1 250 500 250 1800 257 126 46

2 500 1000 500 1670 134 60 16

3 1000 2000 1000 1486 59 23 4

4 2000 4000 2000 1277 14 1 1

5 4000 8000 4000 1022 3 0 0

В таблицах приведены результаты первых итераций работы алгоритма. Счёт
остановлен при получении близких (относительные отклонения менее 2%) зна-
чений 𝑅,𝐿 в расчётах на тестовой сетке с помощью метода характеристик и с
помощью формул ближайших соседей.

Выводы и замечания

1. Использование метода характеристик совместно с методом ближайших
соседей позволяет реализовать алгоритм расчёта значений газодинамических
параметров в точках произвольных сеток в области задач нахождения безудар-
ных течений, являющихся решениями системы уравнений газовой динамики.

2. Выполненные численные расчёты показали, что алгоритм хорошо повто-
ряет расчёты значений инвариантов, найденных методом характеристик.

3. Скорость работы предложенного алгоритма можно увеличить использо-
ванием системы управления базами данных для хранения и быстрого доступа
к данным обучающей сетки. Также для увеличения скорости счёта поиск бли-
жайших соседей можно выполнять параллельно, распределяя рассчитываемые
точки на несколько процессоров (в случае мультипроцессорных систем) или
несколько узлов (в случае многоузлового кластера).

4. В качестве оценки близости точек можно использовать не только рассто-
яние, но и принадлежность рассчитываемой точки четырёхвершинной ячейке
обучающей характеристической сетки. Для поиска такой ячейки удобно ис-
пользовать формулу псевдоскалярного произведения векторов.
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Abstract. IIn this paper, an algorithm for calculating the values of the gas pa-
rameters for an arbitrary grid in the region of one-dimensional flows of shockless
gas compression is proposed. Such flows are described by solving a system of gas
dynamics equations. The algorithm uses one of the machine learning methods — the
nearest neighbors method for the regression case. Distance is used as an estimate
of the proximity of neighboring points. The algorithm is tested using the example
of calculating the grid in the area of the rest-to-rest compression problem, when a
resting gas with a density of 1 is compressed into a resting gas with a density of 104.
Compression is performed without shock waves, in an efficient way from the point of
view of energy input: compression energy is used only to compress the gas and is
not spent on its acceleration. The algorithm can be used for numerical calculations
for other gas dynamics problems.

Keywords: system of equations of gas dynamics, one-dimensional shockless com-

pression flows, method of characteristics, nearest neighbor.
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1. Введение

Когда социологу говорят о квантовой теории, о квантовом описании явле-
ний, он сразу же думает о том, что речь идёт о физике.

Действительно, квантовая теория возникла в физике в качестве набора про-
цедур, позволяющих преодолеть затруднения, с которыми столкнулось класси-
ческое описание физических явлений. Исторически это были явления, отно-
сящиеся к микромиру, а точнее к динамике электронов в атоме (Бор), либо
к описанию энергии фотонов в фотоэффекте (Эйнштейн). Однако уже в 1934
году А.Д. Александров предложил аксиомы квантовой механики [1,2], которые
никоим образом не различают микромир и макромир. Но физики были увлече-
ны квантовым описанием микромира. Только в последние годы физики стали
строить макроскопическую квантовую механику [3].

Обратим внимание на то, что это физики говорят о микромире и макромире,
т. е. о пространственных размерах изучаемых объектов. В случае социологии
объекты — это социальные объекты, конечно, принадлежащие макромиру, но
их описание не осуществляется в пространственных терминах, т. е. для со-
циолога не играют роли их размеры и пространственные координаты — для
социолога они характеризуются параметрами либо качественного характера,
либо количественно-числового, и эти числа относятся к чисто социологическим
описаниям.

В социологии нет необходимости замерять местонахождение или скорость
(импульс) социального объекта в пространстве. Но этот объект подчас ведёт
себя так, что для описания его поведения не хватает понятий и терминов,
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которые так или иначе мы взяли из классической физики, будь то сила, де-
терминистская причинность, передача энергии, принцип локальности и т. д. В
таких случаях чувствуется потребность в новых понятиях, нужна неклассиче-
ская наука объяснения явлений.

«Классическая наука, которая все ещё господствует сегодня, основана на
изучении реальных материальных объектов и сил, но общество едва ли реально
или осязаемо. Вы можете прикоснуться только к его локальным экземплярам,
но не к его тотальности или абстрактной идее» [5].

Но в квантовой механике реальность, которую мы воспринимаем как состо-
ящую из материальных объектов, скорее всего возникает лишь тогда, когда мы
к ней обращаемся или измеряем. Поэтому нереальные, неосязаемые социаль-
ные объекты социологии, за исключением случая, когда речь идёт об отдельном
человеке, — это объекты квантовой теории, и, следовательно, социологи дав-
но совершили квантовый поворот [5], хотя по-прежнему пытаются по сути
квантовое общество описывать в терминах классической физики.

Поэтому социологам пора осознанно обратиться к существующей квантовой
теории, которая даст им более мощный, более глубокий, хотя и непривычный,
а подчас даже фантастический способ описания окружающей нас реальности
социальных объектов, позволяющий выйти за пределы представления о взаи-
модействиях наблюдаемых объектов, опирающиеся на понятия силы, причинно-
сти, близкодействия и т. д., которые пронизывают классическую науку, включая
и социологию.

Квантовая теория предлагает новый понятийный аппарат и модели, посред-
ством которых можно иначе, чем в классической науке, описывать различные
явления в природе и в обществе и решать возникающие проблемы.

В этой статье мы предлагаем квантовый аппарат описания социальных объ-
ектов и социальных действий1. И поскольку социальные явления живут в аб-
страктном социальном пространстве, то нам нет нужды в оговорках о том, что
квантовые эффекты заметны в микромире и не относятся к макромиру. Более
точно они, конечно, заметны в микромире, но это социологический микромир
— мир, замеряемый с помощью социологических количественных шкал и ха-
рактеризуемый микроскопическими величинами в этих шкалах.

2. Социальные объекты (системы) и их моделирование

Людям свойственно объединяться под влиянием различных факторов. Бла-
годаря действию этих факторов люди держатся вместе, представляя собой неко-
торое единое целое, для которого мы используем понятие социальный объект2.

1Социальное действие — это действие человека (внешнего или внутреннего характера),
которое предполагает, что действующий индивид связывает с ним субъективный смысл, и
которое соотносится с действием других людей и ориентируется на него. Содержание действия
образуют структуры и процессы, на основе которых люди формируют и реализуют осмыс-
ленные намерения (слово «осмысленный» предполагает символический (культурный) уровень
смыслового представления и описания [4, с. 94].

2Социальный объект — объект, который может быть отдельным человеком или группой
людей.
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Действие факторов прослеживается посредством наблюдений, измерений или
просто предположений. Как результат, мы описываем социальный объект по-
средством свойств, признаков и характеристик. Мы считаем их внутренними
для социального объекта, поскольку они могут отсутствовать в описании дру-
гого социального объекта.

Социальная система 𝑆 определяется как набор социальных объектов и
взаимоотношений между ними:

1) 𝑠1, ..., 𝑠𝑁 — социальные объекты, называемые подсистемами; каждая под-
система описывается свойственными ей внутренними характеристиками;

2) 𝑓𝑖𝑗 : 𝑠𝑖 → 𝑠𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛) — отображения, устанавливающие связи между
внутренними характеристиками подсистем.

Моделирование социальной системы 𝑆 — это процесс, включающий указан-
ные ниже последовательные этапы:

� замену системы 𝑆 другим объектом 𝑂, называемым моделью системы 𝑆;

� выявление тех сторон 𝑜1, ..., 𝑜𝑛 объекта 𝑂, свойства которых мы хотели
подробно исследовать. Пусть это характеристики 𝑀𝑜1 , ...,𝑀𝑜𝑛 модели 𝑂;

� исследование свойств и поведения характеристик 𝑀𝑜1 , ...,𝑀𝑜𝑛;

� предсказание поведения системы 𝑆 на основании знаний свойств и поведе-
ния характеристик 𝑀𝑜1 , ...,𝑀𝑜𝑛 и проверка истинности этих предсказаний.
Это этап установления адекватности модели;

� если подтвердилась адекватность модели, то использование в дальнейшем
вместо системы 𝑆 его модели.

Цель моделирования состоит в подмене реальной социальной системы, изу-
чение которой очень часто затруднено и требует больших финансовых затрат,
моделью — искусственным объектом, в наше время, как правило, компьютер-
ным, который всегда доступен, легко изучаем, легко модернизируется и не
требует больших финансовых инвестиций и значительного числа людей, при-
влекаемых к исследованию.

Квантовая социология — это наука об обществе, основанная на квантовом
моделировании, т. е. моделировании социальных систем (объектов), опираю-
щемся на понятия и математический аппарат квантовой механики.

3. Состояния

Набор характеристик социального объекта 𝑂 может меняться — происходит
переход от одного набора к другому. Но при этом мы имеем дело с одним и
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тем же социальным объектом. Будем называть набор характеристик состоя-
нием изучаемого социального объекта и обозначать различные состояния как
|𝑥⟩, |𝑦⟩, ....

В таком случае переход от одного состояния к другому записывается как

|𝑥⟩ → |𝑦⟩.

В простейшем случае социальный объект может характеризоваться только
ответом «да»–«нет» на конкретный вопрос (например, пол, грамотен ли чело-
век). В таком случае имеем два состояния: |да⟩, |нет⟩, или |1⟩, |0⟩.

Две различные характеристики состояния, которые мы обозначали выше
как |0⟩ и |1⟩, — это некоторые простейшие состояния, наблюдаемые на входе,
или в начале наблюдения (исследования), и выходе, или по окончании на-
блюдения (исследования) изучаемого социального объекта. Для них выше мы
использовали обозначения — |0⟩ и |1⟩. Это однобитовые состояния простого
социального объекта.

Состояния социального объекта могут быть более сложными, 𝑚-битовыми,
т. е. являться набором 𝑚 однобитовых состояний

|𝑥⟩ ≡ | 𝑖𝑗...𝑘⏟  ⏞  
𝑚

⟩.

Они являются результатом наблюдения за социальным объектом.

4. Принципы «наивной» квантовой социальной
механики

4.1. Амплитуда вероятности

Многие исследователи говорят о вероятности тех или иных изменений в
состоянии социальных объектов. Математическим описанием вероятностного
поведения социальных объектов занимается стохастическое моделирование [6,
Глава 2].

Примем, что мы понимаем, что такое вероятность социальных переходов
(изменений).

Принцип 1. Переходу из состояния |𝑥⟩ в состояние |𝑦⟩ соответствует
амплитуда вероятности

𝑐𝑥𝑦 = ⟨𝑦|𝑥⟩,

являющаяся комплексным числом, квадрат модуля которого есть вероят-
ность перехода |𝑥⟩ → |𝑦⟩:

𝑃 (𝑥→ 𝑦) = |𝑐𝑥𝑦|2 ≡ |⟨𝑦|𝑥⟩|2.



Математические структуры и моделирование. 2021. №2(58) 69

4.2. Пути переходов из состояния в состояние.
Квантовая интерференция

Пути перехода социального объекта из одного состояния в другое, как пра-
вило, не могут быть точно прослежены в реальном времени или восстановлены
по наблюдаемому новому состоянию в будущем. Ведь механизмы социальных
преобразований в большой мере относятся к сфере тайных скрытых планов тех,
кто организует эти преобразования, или к скрываемым факторам.

Любые структурные изменения, новшества, осуществляемые властями или
менеджерами организаций (т. е. определённого типа социальных объектов) —
это эксперименты, проводимые над обществом с непредсказуемым в полной
мере результатом.

Контроль над подобным экспериментом теряет, как думается, эффектив-
ность, если всё большее число людей узнаёт подробности, касающиеся пла-
нируемых мероприятий. Узнавшие о подобных планах люди вносят по разным
мотивам или соображениям неизбежные поправки или помехи, а то и просто
противодействуют, не веря в реализацию планируемых действий. Эксперимент
начинает идти иначе, чем это задумалось.

Однако это всего лишь предполагаемые соображения, требующие доказа-
тельства. Скорее всего, следует рассматривать определённую устойчивость ди-
намики проводимых мероприятий по отношению к внешним воздействиям по
аналогии с теорией устойчивости в математике. Или соблюдать все меры скрыт-
ности (секретности) при реализации задуманного, если известно, что подобного
рода динамика заведомо неустойчива или предположительно неустойчива.

Однако даже с учётом сказанного мы, пытаясь описать ход эксперимента,
должны всё-таки допустить возможность разнообразных путей развития экс-
перимента от исходного состояния |𝑥⟩, хотя все они, как мы уверены и как
оказывается на финише, дают нужный результат |𝑦⟩.

Наконец, следует предположить, что наличие иных путей, появляющихся
с необходимостью, коль мы занимаемся поведением группы людей (общества),
а не группы планет в солнечной системе, описываемых классической небес-
ной механикой, обязательно сказывается на вероятности перехода |𝑥⟩ → |𝑦⟩.
Поэтому мы постулируем как минимум следующий

Принцип 2. Если переход из состояния |𝑥⟩ в состояние |𝑦⟩ возможен по
двум различным путям 1 и 2, то

⟨𝑦|𝑥⟩ = ⟨𝑦|𝑥⟩через 1 + ⟨𝑦|𝑥⟩через 2. (1)

В частности, если пути 1 и 2 связаны с «промежуточными» состояниями
|1⟩ и |2⟩ соответственно, то формулу (1) можно переписать в виде

⟨𝑦|𝑥⟩ = ⟨𝑦|1⟩⟨1|𝑥⟩ + ⟨𝑦|2⟩⟨2|𝑥⟩. (2)

Принцип 2 имеет важное следствие, которое означает, что вероятность 𝑃𝑥𝑦

перехода |𝑥⟩ → |𝑦⟩ в общем случае не равна сумме вероятностей 𝑃𝑥𝑦(1)+𝑃𝑥𝑦(2)
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переходов
|𝑥⟩ −→⏟ ⏞ 

через 1

|𝑦⟩, |𝑥⟩ −→⏟ ⏞ 
через 2

|𝑦⟩,

поскольку
𝑃𝑥𝑦 = 𝑃𝑥𝑦(1) + 𝑃𝑥𝑦(2) + 2𝑅𝑒[⟨𝑦|𝑥⟩через 1⟨𝑦|𝑥⟩через 2]. (3)

Последнее слагаемое в этой сумме

2𝑅𝑒[⟨𝑦|𝑥⟩через 1⟨𝑦|𝑥⟩через 2] (4)

говорит о возможности явления тонкого взаимодействия, которое назовём ин-
терференцией двух путей перехода из |𝑥⟩ в |𝑦⟩.

Иначе говоря, интерференция — это взаимное вмешательство каждой из
альтернатив в динамику друг друга, порождающее недетерминистское, невы-
разимое в привычных терминах квантовое явление. Хотя социологами, в от-
личие от физиков, подобное взаимодействие интуитивно всегда ощущалось. И
это понятно, поскольку прибором, измеряющим происходящее внутри социаль-
ного объекта, являются те же люди, что и составляют социальный объект. У
физиков измерительный прибор, как правило, имеет иную природу, чем наблю-
даемый объект.

Иначе говоря, с точки зрения квантовой социальной механики происходит
распараллеливание переходного процесса из одного состояния в другое; мы
не можем точно знать, по какому пути в реальности совершается переход
— люди скрытны и, заявляя одно, делают совсем другое, — и поэтому мы
должны приучить себя к мысли, что переход совершается по двум путям
одновременно3, и это с необходимостью отражено в итоговой формуле (3).

Однако в результате отражается вклад обоих путей. И это отнюдь не про-
тиворечит житейской интуиции, — напротив, скорее ей отвечает!

Высшая социальная механика не может быть детерминистской, она должна
моделировать, в частности, и коварство людей, а результат всеобщих усилий
должен учитывать и скользкие потайные ходы части субъектов социального
объекта. Интерференционный член (4) как раз это и делает.

Обратим внимание на то, что изменение фаз амплитуд вероятностей

⟨𝑦|𝑥⟩через 1 → 𝑒𝑖𝜃⟨𝑦|𝑥⟩через 1, ⟨𝑦|𝑥⟩через 2 → 𝑒𝑖𝜔⟨𝑦|𝑥⟩через 2,

как мы знаем, не меняет вероятности переходов из 𝑥 в 𝑦 по путям 1 или 2, но
может изменить вклад интерференционного члена (4), поскольку

2𝑅𝑒[⟨𝑦|𝑥⟩через 1⟨𝑦|𝑥⟩через 2] →

→ 2𝑅𝑒[𝑒𝑖(𝜃−𝜔)⟨𝑦|𝑥⟩через 1⟨𝑦|𝑥⟩через 2].

3 Один из ведущих специалистов по теории квантовых вычислений Дойч считает, что в
действительности переход проходит по одному пути, по другому идёт «теневой» социальный
объект из параллельной вселенной [7].
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Подбором разности фаз можно влиять на интерференционную картину. Ин-
терференция становится контролируемой. Иначе говоря, имеется возможность
контроля социальных проявлений.

Принцип 2 является ключевым при построении недетерминистской меха-
ники описания общественных явлений, поведения социальных объектов: он
определяет квантовость социальной динамики.

4.3. Базисные состояния. Когерентная
суперпозиция. Квантовая когерентность

Самый общий вид формулы, частным случаем которой является формула
(2), выражающей сущность второго принципа квантовой механики и учитыва-
ющей иные пути и соответствующие им «промежуточные» этапы из набора
логически возможных, как-то связанных друг с другом «базисных» состояний
𝛼 = 1, 2, ..., 𝑘, как нетрудно видеть:

⟨𝑦|𝑥⟩ =
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

⟨𝑦|𝛼⟩⟨𝛼|𝑥⟩. (5)

Уберём в правой и левой частях формулы (5) символ ⟨𝑦. Как результат
получаем формулу

|𝑥⟩ =
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

|𝛼⟩⟨𝛼|𝑥⟩. (6)

Положив теперь, что 𝑐𝛼 = ⟨𝛼|𝑥⟩, имеем разложение состояния |𝑥⟩ по базис-
ным состояниям:

|𝑥⟩ =
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

𝑐𝛼|𝛼⟩. (7)

Состояние (7) называют также когерентной4 суперпозицией базисных состо-
яний.

Квантовая когерентность говорит об одновременном пребывании социально-
го объекта сразу в 𝑘 параллельных альтернативных состояниях |𝛼⟩, 𝛼 = 1, ....𝑘.
И, следовательно, можно говорить о социальных действиях ̂︀𝑈 , которые одно-
временно осуществляются над каждым из состояний |𝛼⟩, 𝛼 = 1, ..., 𝑘:̂︀𝑈 |𝑥⟩ =

∑︁
𝛼=1,2,...𝑘

𝑐𝛼 ̂︀𝑈 |𝛼⟩.
Отметим при этом, что |𝑐𝛼|2 — это вероятность того, что, по сути дела,

состояние 𝑥, претерпевая изменения-переходы и проходя по цепям жизненных
социальных перетурбаций, оказывается (и наблюдается) в состоянии 𝛼.

Когерентная суперпозиция часто называется квантовой суперпозицией.
Это понятие является основным в квантовой теории. Прослеживается ли нечто
подобное в социологической теории? Да, и c самых истоков социологии. Сущ-
ность квантовой суперпозиции в социологии прослеживается в: а) работе Дюрк-
гейма о двух формах коллективной солидарности; б) работе Вебера о принципе

4Когерентный — взаимосвязанный, находящийся в связи, согласованный, соотнесённый.
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рациональности / разочарования; в) Зиммеля в концепция Незнакомца; г) в
историческом материализме Маркса и д) в концепции Самости G.H. Meads!
Об этом пишет американский профессор социологии из Нью-Йорка Стивен
Джерарди: «Квантовая суперпозиция оказала большое влияние на классиче-
скую социологическую теорию... результаты этих более ранних теорий можно
назвать “социальной суперпозицией” (теория, в которой два социальных состо-
яния объединены и разделены на слои одного целого)» [8].

4.4. Уравнение Шрёдингера

Социология должна не только изучать возможные состояния социальных
объектов, но и предсказывать их в будущем. В математике это делается с
помощью специально разработанного Ньютоном и Лейбницем аппарата диффе-
ренциальных уравнений.

Такое уравнение имеется и в квантовой социальной механике. Оно является
следствием следующего постулата, не несущего чего-то принципиально нового.

Принцип 3. Изменение состояния |𝑥⟩ во времени c момента 𝑡 к моменту
𝑡+ ∆𝑡 задаётся формулой

|𝑥(𝑡+ ∆𝑡)⟩ ≡ ̂︀𝑈(𝑡+ ∆𝑡, 𝑡)|𝑥(𝑡)⟩ =

=
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

̂︀𝑈(𝑡+ ∆𝑡, 𝑡)|𝛼⟩⟨𝛼|𝑥(𝑡)⟩, (8)

̂︀𝑈(𝑡, 𝑡) = ̂︀𝐼, (9)

где ̂︀𝑈(𝑡 + ∆𝑡, 𝑡) — преобразование, отражающее социальные действия, ме-
няющее состояние |𝑥(𝑡)⟩, ̂︀𝐼 — тождественное преобразование.

В пределе ∆𝑡→ 0 и благодаря вводимому обозначению

− 𝑖

ℎ̄
̂︀H|𝑥(𝑡)⟩ =

∑︁
𝛼=1,2,...𝑘

𝜕 ̂︀𝑈(𝑡, 𝑡)

𝜕1
|𝛼⟩⟨𝛼|𝑥(𝑡)⟩, (*)

где ℎ̄ — некоторая фундаментальная константа, уравнение (8) приводится к
виду

𝑖ℎ̄
𝑑

𝑑𝑡
|𝑥(𝑡)⟩ = ̂︀H|𝑥(𝑡)⟩. (10)

Мы получили уравнение, характеризующее изменение состояний социаль-
ных объектов, по форме совпадающее со знаменитым уравнением Шрёдингера,
являющимся основой квантовой механики.

Обратим внимание на то, что сам вывод уравнения (10) преобразует урав-
нение (8) в дифференциальное уравнение, а введение обозначения (*) придаёт
ему форму уравнения Шрёдингера.
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Для уравнения Шрёдингера главную роль играет ̂︀H, именуемый физиками
гамильтонианом, являющееся (эрмитовым) оператором, т. е. преобразованием,
воздействующим на состояния социального объекта.

Гамильтониан задаёт социальное действие

̂︀𝑈𝐻 = 𝑒−
𝑖
ℎ̄
̂︀H, (11)

|𝑥(𝑡)⟩ = ̂︀𝑈𝐻 |𝑥(0)⟩.

Гамильтониан имеет в физике смысл энергии, при конкретном выборе кото-
рого для той или иной физической системы мы получаем дискретный, счётный
набор стационарных, т. е. неизменяющихся со временем состояний системы
|𝑥⟩𝑛 (𝑛 = 0, 1, 2, ...), каждому из которых отвечает свой уровень энергии 𝐸𝑛:

̂︀H|𝑥⟩𝑛 = 𝐸𝑛|𝑥⟩𝑛.

Суть квантовой теории в квантовании, т. е. в дискретизации состояний и
энергии. Следовательно, использование квантовых моделей в социологии при-
ведёт нас к рассмотрению отдельно взятых дискретных состояний социальных
объектов.

Итак, предложено дифференциальное уравнение для описания (квантовой)
социальной динамики. Это не новость для социологов XXI века, хотя в начале
XX века это вызывало отторжение даже у таких значимых для социологии
фигур, как В.М. Бехтерев [9] и Питирим Сорокин. Последний даже обозвал
подобные начинания квантофренией.

Но в уравнение (10) входит фундаментальная, как мы написали, констан-
та ℎ̄. Есть ли в социологии фундаментальные константы?

4.5. Значение константы ℎ̄

4.5.1. Константа ℎ̄ – это постоянная Планка

Какое значение может иметь константа ℎ̄? В квантовой механике ℎ̄ = 1, 054 ·
10−34Дж · сек и называется постоянной Планка.

«Во всех смыслах и целях знание квантовой физики не имело бы никакого
практического значения для социологии, за исключением того факта, что люди
и само общество являются квантовыми явлениями – или, по крайней мере,
мы очень похожи на них» [5]. Действия людей определяются их мыслями –
идеальными представлениями. Если согласиться с Хамероффом и Пенроузом
[10], то мысли — это квантовые состояния димеров в микротрубочках нейро-
нов головного мозга, т. е. сугубо квантово-механические состояния, последо-
вательности нулей и единиц (рис. 1), управляются в какой-то мере цепочками
взаимодействий, сила которых соотносится со значением постоянной Планка
[11, c. 197].

В таком случае форма уравнения (10) неслучайно совпадает с уравнением
Шрёдингера — оно и есть уравнение Шрёдингера, и, следовательно, константа
ℎ̄ в (10) — это постоянная Планка. Следовательно, гамильтониан — это энергия
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социального объекта. Правда, вопрос — какая это энергия, как проявляется и
как измеряется.

Разум и социальная жизнь — это макроскопические квантово-механические
явления [12]. Добавим к этому заявлению, что они макроскопические с точ-
ки зрения пространственного размера, но могут быть и микроскопическими в
социальном пространстве.

4.5.2. Константа ℎ̄ – это иная постоянная

В книге [13, p. 13] делается переобозначение ℎ̄ = 𝛾 и рассматривается урав-
нение эволюции социального объекта в виде:

𝑖𝛾
𝑑

𝑑𝑡
|𝑥(𝑡)⟩ = ̂︀H|𝑥(𝑡)⟩. (12)

Однако в этом случае возникает фундаментальная проблема, связанная с
использованием динамики Шрёдингера в социальных науках, состоящая в том,
чтобы найти правильную интерпретацию гамильтониану. Если это не энергия,
то что?

4.6. Измерение состояния. Редукция. Коллапс. Декогеренция

Социология — это наука об измерениях характеристик социальных объек-
тов. Поэтому следует постулировать, каким образом совершаются измерения в
квантовой социологии.

Принцип 4. Измерение состояния

|𝑥⟩ =
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

𝑐𝛼|𝛼⟩

— это действие группы социологов, производящих наблюдение за социаль-
ным объектом и приводящее к тому, что с вероятностью |𝑐𝛼|2 будет за-
фиксировано (задокументировано) лишь одно из базисных состояний |𝛼⟩.

Иначе говоря, измерение означает переход

|𝑥⟩ =
∑︁

𝛼=1,2,...𝑘

𝑐𝛼|𝛼⟩
↑

измерение

−→ |𝛼⟩, (12)

называемый редукцией, или коллапсом (состояния) |𝑥⟩.

Постулат 4 закрепляет важное обстоятельство, типичное для общества:
«Наше наблюдение влияет на результат. Изучение общества — это экспери-
мент, который воздействует на объект исследования — общество, которое само
по себе является ещё одним видом эксперимента» [5].
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Редукция состояния |𝑥⟩ происходит по той причине, что процедура изме-
рения есть социологический эксперимент. Поскольку |𝑥⟩ является когерентной
суперпозицией, то при измерении происходит разрушение когерентной супер-
позиции, т. е. имеет место декогеренция.

Социологи знают, что разные группы социологов, проводя опросы, получают
разные результаты. «Декан факультета социологии и политологии Финансового
университета при Правительстве РФ Александр Шатилов призывает не удив-
ляться подобному разнобою в опросах.

«Это происходит по целому ряду факторов: различная выборка, различные
формулировки вопросов, статистическая погрешность и даже политическая ан-
гажированность социологов», — сказал он.

Получается, что социологические опросы полностью подчиняются постулату
квантовой физики, что сам факт наблюдения изменяет результат эксперимента»
[14].

Разрушение когерентной суперпозиции базовых состояний при измерении —
это ликвидация возможности отследить альтернативные результаты динамики
социального объекта. Более того, результат |𝛼⟩ даётся нам лишь с вероятно-
стью |𝑐𝛼|2. Это означает, что для того, чтобы убедиться в истинности результата
|𝛼⟩, мы должны провести эксперимент повторно, а затем ещё раз и т. д. для
сбора статистики, которая позволит нам сказать об «истинном» результате экс-
перимента. В принципе такая ситуация не является пугающей для социолога.
Вся его экспериментальная работа состоит из сбора статистических данных.

Но... но... повторы эксперимента для уточнения результата в социологии
происходят лишь через какое-то время, либо производятся другой группой со-
циологов, поэтому нет гарантии, что результат повторится в точности – люди
склонны меняться быстрее, чем бездушные элементарные частицы5. В этом
смысле социология более квантовая сущность, чем физика.

Декогеренция разрушает интерференцию путей перехода из одного состо-
яния в другое (см. § 3.2), т. е. ликвидация для социального объекта воз-
можностей альтернативного развития. Проводящие эксперимент социологи —
это часть окружающей (квантовый) социальный объект среды. Поэтому можно
заявить:

Декогеренция — результат взаимодействия социального объекта с
внешней средой, разрушающей его альтернативные (параллельные) пути
развития.

Можно ли бороться с декогеренцией? Это актуальный вопрос, ответ на
который ищут в науках о квантовых компьютерах и в макроскопической кван-
товой механике. Современные физики пытаются оградить квантовый объект
от декогеренции и стараются обеспечить ему эволюцию в чистом когерентном
состоянии. В случае социологии это сохранение развития социального объекта
со всеми возможными альтернативными вариантами. Естественно, для этого

5Возможно, в квантовой социологии необходимо более серьёзно исследовать вопрос о том,
что следует понимать под вероятностью.
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следует понять, какие социально-политические условия организации общества
соответствуют эволюции социального объекта в когерентном состоянии.

5. Социальная сцепленность
и коллективные рефлексы

Наблюдаемые явления, как природные, так и социальные, чаще всего
анализируются нами в терминах причинно-следственных связей. Причинно-
следственные связи — это производное от понятия «взаимодействие» [15].

Взаимодействия в классической науке, благодаря классикам, её заложив-
шим, есть силовые воздействия одного объекта на другой. Чтобы объяснить
изменение, мы ищем породившую его силу. Социологи, естественно, ищут те
общественные силы, которые порождают изучаемое социальное явление.

Однако сущность квантовой теории состоит в рассмотрении несиловых воз-
действий. Об этом впервые заговорил физик и геометр А.Д. Александров в
1952 году [16]. Сейчас несиловые взаимодействия называют квантовыми кор-
реляциями, а порождаемые ими эффекты — квантовой сцепленностью, или
запутанностью [11].

А.Д. Александров ярко демонстрирует несиловое взаимодействие, или сцеп-
ленность, следующим образом:

Каждая женщина находится в двух состояниях: «замужняя», «вдова», а её
муж в состояниях «живой», «мёртвый».

«Женщина» и «мужчина» образуют сцепленное состояние «брак»: если
муж живой, то женщина замужняя; если мужчина уехал в другой город
и там погиб, то в тот же самый миг женщина стала вдовой и по всем
юридическим нормам, и по человеческому разумению. Смена состояния
женщины произошла без какой-либо силовой связи.

Как сцепленное состояние объекта «брак» записывается формулами? Доста-
точно просто, надо учесть альтернативу:

Брак = |жив⟩м|замужняя⟩ж + |мёртв⟩м|вдова⟩ж,

где буквы «м» и «ж» метят состояния мужчины и женщины соответственно.
Сцепленность социальных объектов характеризуется тем, что их взаимодей-

ствие является не только несиловым, но и нелокальным, т. е. проявляющимся
мгновенно через большие расстояния (пример с женщиной, мгновенно ставшей
вдовой, хорошо иллюстрирует суть нелокальности).

В физике сцепленность двух частиц 1 и 2 означает, что если одна из них
меняет своё состояние на другое, |0⟩1 → |1⟩1, то вторая мгновенно изменяет
своё, где бы она не находилась. Эту несиловую связь записывают как

|0⟩1|1⟩2⏟  ⏞  
до изменения

+ |1⟩1|0⟩2⏟  ⏞  
после

.

Мы видим, что это в точности совпадает с изменениями объекта «брак» выше.
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Вернёмся к социологии. «Индивид слушает» — это определённое состояние
человека, которое обозначим как |△⟩, внимательно слушающего лектора. На-
против, пусть |▽⟩ состояние индивида, который «не слушает» лектора. Группа
из 𝑁 индивидов (это социальный объект) в сцепленном квантовом состоянии
задаётся формулой

|△⟩1|△⟩2...|△⟩𝑁 + |▽⟩1|▽⟩2...|▽⟩𝑁 ,

где индекс 𝑖 = 1, ..., 𝑁 обозначает 𝑖-го индивида [17].
Это крайний случай состояния сцепленности, когда все слушают или все

не слушают лектора, но он как раз самым идеальным образом описывает кол-
лективное сосредоточение. При этом сцепленные индивиды «физически», т. е.
силовым (толчки, окрики и пр.), причинным способом не взаимодействуют друг
с другом, но они не являются независимыми друг от друга.

(Отметим, что возможны и иные типы сцепленности, когда часть индивидов
не ведёт себя синхронно с основной массой.)

Дело в том, что если сцепленные социальные объекты «физически» не вза-
имодействуют друг с другом, они не являются независимыми друг от друга и
описываются общей волновой функцией

Ψ(𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑛) ̸= Ψ(𝑞1) · Ψ(𝑞2) · ... · Ψ(𝑞𝑛).

Социальную сцепленность мы ассоциируем с согласованными коллективными
действиями социальной группы [17]. Это напоминает то, что В.М. Бехтерев [9]
называл коллективным рефлексом. Аналогия становится ещё более полной,
если вспомнить, что сцепленность исчезает при внешнем вмешательстве —
этот процесс называется декогеренцией, и это же происходит при воздействии
на толпу в состоянии коллективного рефлекса. При появлении постороннего
исчезает коллективное внимание, коллективное сосредоточение и пр.

В физических системах требуется наличие специального механизма, кото-
рый осуществляет сцепленность подсистем. В обществе имеются свои собствен-
ные механизмы, запускающие процесс сцепленности посредством задействова-
ния коллективных рефлексов Бехтерева.

Каким образом осуществляется сцепленность людей? Вендт [18], энтузиаст
квантового поворота в социологии, считает, что через язык; именно он, по
его мнению, является основой для квантовой запутанности между людьми:
«Если отбросить сложные уравнения, то простейшее понимание квантового
подхода к языку заключается в множественности значений (или потенциальных
возможностей) данного слова или фразы» [5].

5.1. Социальная сцепленность и Внешний мир

Весь трёхмерный мир — это всего лишь
иллюзия, информация, закодированная
на двумерной поверхности.

Марк Ван Раамсдонк
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Квантовая социология исходит из того, что квантовые свойства характер-
ны для социальных объектов. Это даёт социологу, по меньшей мере, новый
язык, на котором он описывает поведение социальных объектов и социаль-
ные явления. Появляется возможность говорить о сцепленности двух социаль-
ных объектов, которая указывает на то, что изменения, которые претерпевает
один объект, мгновенно откликаются некоторым изменением состояния другого
объекта. Это неклассическое (немеханическое), неньютоновское и неэйнштей-
новское взаимодействие открывает неожиданные перспективы как в описании
социальных действий, так и в описании воздействия социального сознания на
структуру Внешнего мира, который при классическом механическом описании
был практически суверенен по отношению к человеческим мыслям.

В последние годы в квантовой физике развиваются идеи так называемого
AdS/CFT-соответствия [19], согласно которому взаимодействие квантовых объ-
ектов на абстрактной бесконечно удалённой границе Внешнего мира мгновенно
сказывается на физической и геометрической структуре Внешнего мира. В част-
ности, сцепленность объектов на границе гарантирует связность (целостность)
Внешнего мира, и, обратно, потеря сцепленности влечёт распад Внешнего мира
на куски [19–21].

= 0,1j ,

Рис. 1. Квантовые состояния микротрубочек

Сцепленность — это информация об общем состоянии объектов. Информа-
ции без её осознания не бывает. Следовательно, некоторая информация в умах
людей — социальных объектов — говорит о сцепленности умов. Формально
эта сцепленность представляется, согласно теории Хамероффа–Пенроуза [10],
квантовыми состояниями табулинов (димеров) в микротрубочках нейронов го-
ловного мозга (рис. 1).

Абстрактное пространство мыслей людей вполне может быть частью аб-
страктной границы Внешнего мира. Иначе говоря, мы мыслим, ментально стро-
им единое земное общество и думаем об окружающем Мире, и, как результат,
Внешний мир меняется [22], и как подсказывает нам теория квантовой сцеп-
ленности, гораздо более радикально, чем мы это можем думать, опираясь на
классические механистические представления (рис. 2).

Мы предполагаем, что запутанность людей основана на физических кон-
струкциях. В ином, более мягком изложении квантовой социологии социальная
запутанность людей осуществляется через общие социальные институты, такие
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(мысли)

Рис. 2. Мир из мыслей: коллективный (сцепленные мысли) разум созидает Мир посредством
голографии

как, например язык. На наш взгляд это является шагом назад и обрекает кван-
товую социологию на поверхностные изменения, не затрагивающие серьёзно
основу социологии.

6. Макрореальность и неинвазивное измерение

Напомним: классическая физика предполагает, что достаточно большие ве-
щи (объекты) могут быть измерены без изменения их состояния. Большие вещи
(объекты) образуют макроскопичекскую реальность, или макрореальность
(макромир). Если социальные объекты — это большие объекты, то измерения
социологов, изучающих социальные объекты, никоим образом не вносят изме-
нения в их состояния. Вроде бы это так, но остаются сомнения в том, что
после ухода социологов, что-то спрашивающих, заставляющих что-то запол-
нить, задуматься при этом, опрошенные не изменились.

Классическое мировоззрение, которое разделяют не только большинство фи-
зиков, но и социологи, имеющие дело с макромиром, основывается на двух
гипотезах [23]:

Гипотеза о макроскопическом реализме. Макроскопический объект, об-
ладающий двумя или более возможными макроскопически различимыми со-
стояниями, в любой момент времени находится только в одном из этих
состояний.

Гипотеза о неинвазивной измеримости. В принципе возможно опреде-
лить, в каком из этих состояний находится система, не оказывая никакого
влияния на само это состояние или на последующее поведение системы.

Были придуманы два типа неравенств — неравенства Лаггетта-Гарга и нера-
венства Белла, которые можно проверять экспериментально. Если будет уста-
новлено, что они нарушаются, то в первом случае нарушение говорит о том,
что обе приведённые выше гипотезы о классичности макромира неверны. А во
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втором — возможны мгновенные взаимодействия на расстоянии, называемые
нелокальностью взаимодействий, или возможна сцепленность состояний.

Эксперименты установили нарушение и тех и других неравенств. Мир не яв-
ляется классическим — Мир является квантовым. Именно поэтому квантовый
поворот в социологии, и не только в социологии, неизбежен. Следовательно,
социологические эксперименты меняют состояния тех (или того), кого или что
они исследуют.

КЛАССИЧЕСКИЙ

МИР
⇒

Неравенства Белла

справедливы
⇒

Сцепленность

не существует,

Локальность

КВАНТОВЫЙ

МИР
⇒

Неравенства Белла

НАРУШАЮТСЯ
⇒

Сцепленность

существует,

Нелокальность

Неравенства

Лаггетта-Гарга

справедливы

⇒
Траектория

эволюции

одна

⇒
КЛАССИЧЕСКИЙ

МИР

Неравенства

Лаггетта-Гарга

НАРУШАЮТСЯ

⇒
Эволюция по всем

альтернативным

траекториям

⇒
КВАНТОВЫЙ

МИР

7. Квантовые периодические процессы в обществе

Можно сколько угодно говорить о квантовом моделировании социальных
объектов, но без демонстрации того, как работает уравнение Шрёдингера при
описании конкретного социального явления, будем иметь только пустопорож-
ние разговоры.

В этом направлении кое-что сделано. В книге [24], используя язык опера-
торов рождения и уничтожения, наблюдаемых и уравнение Гейзенберга

𝑑 ̂︀𝑋
𝑑𝑡

=
𝑖

ℎ̄
[ ̂︀𝐻, ̂︀𝑋]

вместо уравнения Шрёдингера описываются взаимодействия политических пар-
тий друг с другом и с избирателями. Описывается также задача побега двух
групп людей с некоторой территории, также миграции [25] и даже любовных
отношений [26].
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Покажем, как можно с помощью уравнения Шрёдингера прогнозировать,
хотя бы на качественном уровне, процессы «кидания из стороны в сторону»
общественных настроений [27].

Мы рассматриваем стабильное общество, в котором не совершаются бурные
революционные события и в котором власть достаточно устойчиво управляет
обществом. Иначе говоря, мы будем изучать стационарные состояния соци-
ального объекта, который представляет собой людей, составляющих изучаемое
общество.

В человеческом коллективе, в обществе, можно наблюдать периодические
процессы (осцилляции) — брожения (волнения) общественного настроения
(мнения) относительно некоторой нормы, определяющей устойчивое состояние
общества. При классическом описании их можно остановить — «власть душит
брожения». Квантовый осциллятор остановить нельзя, власть не в состоянии
остановить брожения. Остановить квантовые брожения можно одним способом
— уничтожить общество. И это ближе к пониманию общества, чем в классике.

Примером брожения (осциляции) могут быть как «модные» отклонения от,
скажем, православия, к неверию (–) или к ортодоксальности (+). Другим при-
мером может быть «мода» на политические партии то левого, то правого толка.

Осцилляции могут осуществляться в обществе как мода на одежду, причёс-
ки, на музыку и т. д.

Кто или что совершает осцилляции? Люди, рассматриваемые в совокупности
как социальный объект. Осцилляции социального объекта – аналога гармони-
ческого осциллятора в физике – измеряем с помощью некоторой количествен-
ной шкалы 𝑥. И тогда гамильтониан в уравнении Шрёдингера, описывающий
квантовые осцилляции, имеет вид

̂︀𝐻 = − ℎ̄2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
.

Для стационарных состояний
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓⟩ = 0

имеем уравнение Шрёдингера(︂
− ℎ̄2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑚𝜔2𝑥2

2

)︂
|𝜓(𝑥)⟩𝑛 = 𝐸𝑛|𝜓(𝑥)⟩𝑛.

Решения этого уравнения имеют вид

𝐸𝑛 = (𝑛+
1

2
)ℎ̄𝜔, 𝑛 = 0, 1, 2, ...

|𝜓(𝑥)⟩𝑛 =
1√
2𝑛𝑛!

(︂
𝑚𝜔

𝜋ℎ̄

)︂1/4

𝑒−
𝑚𝜔𝑥2

2ℎ̄ 𝐻𝑛

(︂√︂
𝑚𝜔

ℎ̄
𝑥

)︂
,

где 𝐻𝑛(−) — полином Эрмита.
Строим графики плотности вероятности ||𝜓(𝑥)⟩𝑛|2 для 𝑥 ∈ (−6, 6) при 𝑚 =

ℎ̄ = 𝜔 = 1 (рис. 3).
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n=1

  n=3                n=5                 n=17

Рис. 3. Графики плотности вероятности ||𝜓(𝑥)⟩𝑛|2 (умноженной на 4) осциллятора. Точками
изображён график потенциала 𝑈 = 𝑥2/2, который характеризует природу, тип социальных

настроений

Из рис. 3 видно, что во всех состояниях брожение присутствует. В основном
состоянии 𝑛 = 0 настроения близки к господствующему настроению 𝑥 = 0. При
𝑛 = 1 инакомыслие резко разбивается на два противоположных, при 𝑛 = 2
оно уже имеет три группировки (партии), одна из которых «жмётся» к господ-
ствующей. Чем больше 𝑛, тем сильнее расслоение и число группировок уже
𝑛 + 1, причём доминируют две строго противоположные и занимающие самые
крайние позиции (рис. 3, 𝑛 = 17). Всё это похоже, например, на разнообразие
партий в демократическом обществе.

График для 𝑛 = 0 характеризует основное состояние осциллятора. В обла-
сти допустимых изменений 𝑥 ∈ (−6, 6) величина ||𝜓(𝑥)⟩𝑛|2 ̸= 0. Это говорит о
неуничтожимости брожений. В случае описания брожений на основе класси-
ческой ньютоновской модели осцилляций мы в основном состоянии имели бы
тожественный нуль.

Важно понять, что означает число 𝐸𝑛? Число «партий» растёт с ростом 𝐸𝑛,
т. е. с ростом 𝑛.

Известно, что чем больше денег у влиятельных в бизнесе (или во власти)
людей, тем больше партий. Таким образом, 𝐸𝑛 — это размер ресурсов, посред-
ством которых могут быть реализованы те или иные социальные действия. По
сути дела, энергия в физике, определяемая как объём совершаемой работы, —
это тот же ресурс, характеризующий действия в потенциале.
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Остаётся ответить на вопрос: с какой ситуацией общественных настроений
мы будем иметь дело в реальности?

В квантовой реальности, т. е. не в привычной классической, являющейся
однозначной, и именно это нам предлагают квантовые модели, мы имеем дело
с когерентной суперпозицией

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛|𝜓(𝑥)⟩𝑛,

где |𝑐𝑛|2 – вероятность для некоторой группы социологов, пытающихся опре-
делиться, с чем же они имеют дело в действительности, какое общественное
настроение они фиксируют, выйти на ответ, что имеем дело с ||𝜓(𝑥)⟩𝑛|2. Другая
группа социологов вполне может выйти на другой ответ, скажем, на ||𝜓(𝑥)⟩𝑚|2
c 𝑚 ̸= 𝑛. Но истина в том, что в квантовой реальности все варианты |𝜓(𝑥)⟩𝑛
общественных настроений присутствуют одновременно!

Однако, вспоминая о декогеренции, мы можем сказать, что какая-то группа
социологов разрушила когерентную суперпозицию и мир стал тем, который
замерили эти социологи.

Не все, знающие квантовую механику, так думают. Может быть, измере-
ния местонахождения электрона и уничтожает альтернативы быть электрону
в другом месте, но нет желания верить, что группа социологов своими ма-
нипуляциями задаёт конкретные общественные воззрения. Общество людей
— море сознающих особей — это не бессознательный крошка-электрон, и нет
оснований думать, что всё в мире людей можно замерить и вычислить. Кван-
товая социология даёт нам повод сомневаться в истинности копенгагенской
интерпретации квантовой механики, которую мы только что представили на
языке декогеренции.

Наше описание брожения общественных настроений является качествен-
ным в том смысле, что оно фиксирует, предсказывает само явление, но числа
— вероятности распределения настроения — достаточно условные. Точными
они станут лишь при уточнении констант 𝑚, ℎ̄, 𝜔 и шкалы 𝑥. Наконец, мы
рассмотрели модель гармонического осциллятора, а более точной является не
она, а модель ангармонического осциллятора.

8. Социальные действия, наблюдение и наблюдаемые

Пусть 𝑂 — социальный объект. Кроме множества всех социальных действий
𝒟, называемых в квантовой механике (унитарными) операторами6, которые мо-
гут быть совершенны над социальным объектов кем-то и которые полезны для
полного описания и понимания сущности 𝑂, следует выделить ещё наблю-
даемые объекта 𝑂. Это те величины, характеристики социального объекта,
которые измеряются в конкретном социологическом эксперименте.

Физики наблюдаемые описывают так же, как операторы, но уже другого
типа, чем действия. Их называют эрмитовыми операторами. Как и социаль-

6Оператор в переводе означает «то, что оказывает действие».
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ные действия, наблюдаемые воздействуют на состояния социальных объектов,
но социальные действия преобразуют состояния социальных объектов, пред-
сказывают состояние социального объекта в следующий момент времени, а
наблюдаемые выдают результаты измерений, экспериментов над социальными
объектами, т. е. выдают характеристики социального в момент измерения (экс-
перимента).

Все состояния социальных объектов образуют социальное пространство ℋ,
на котором и работают как социальные действия ̂︀𝐷, так и наблюдаемые ̂︀𝑁 :̂︀𝐷 : ℋ → ℋ, ̂︀𝑁 : ℋ → ℋ.

Работа социальных действий описывается, как мы знаем, уравнением
Шрёдингера (см. § 4.4), работа наблюдаемого ̂︀𝑁 , т. е. наблюдение ̂︀𝑁 состояния
|𝑥⟩ объекта 𝑂 выглядит как

̂︀𝑁 : |𝑥⟩ =
∑︁
𝑗

𝑐𝑗|𝑥𝑗⟩
↑

наблюдение
(измерение)

→ |𝑥𝑗0⟩ с вероятностью|𝑐𝑗0|2

наблюдение (измерение) обнаруживает характеристику-число 𝑛𝑗0 ,

где ̂︀𝑁(|𝑥𝑗⟩) = 𝑛𝑗|𝑥𝑗⟩, 𝑛𝑗 ∈ R.

Об эволюции социального объекта мы можем судить по результатам из-
мерения его значимых характеристик. Но эти характеристики — результат
социологического эксперимента, иначе говоря, нам нужно изучить эволюцию
наблюдаемых.

Но из-за того факта, что наблюдаемые, скажем ̂︀𝑁 , объекта (системы) 𝑂
теперь являются операторами в социальном пространстве ℋ,̂︀𝑁 : ℋ → ℋ

необходимо определиться с дифференциальным уравнением для ̂︀𝑁 . Но таким
уравнением является в квантовой механике уравнение Гейзенберга

𝑑 ̂︀𝑁
𝑑𝑡

=
𝑖

ℎ̄
[ ̂︀𝐻, ̂︀𝑁 ], (13)

̂︀𝑁 |𝑡=0 = ̂︀𝑁(0).

Таким образом, перед нами открывается обширное поле исследований эволю-
ции социальных объектов, их характеристик с целью предсказания того, что
будет происходить, начиная с данного момента 𝑡 = 0. Для этого только доста-
точно установить (построить) социальное пространство, описать в нём соци-
альный объект, т. е. понять, как выглядит отвечающий ему гамильтониан, и
определиться, каким наблюдением мы озадачиваемся.
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Теперь посмотрим, как понятие наблюдаемых и их эволюция описывают
этногенез и миграцию (см. § 9). Будем задавать сам объект, наблюдаемые,
вычислять эволюцию наиболее интересных наблюдаемых.

9. Социология при вторичном квантовании

Достаточно много квантовых моделей для описания социальных объектов
построил Фабио Багарелло с соавторами [24–26]. При этом они опирались не
на понятия волновых функция, а на квантовую механику вторичного кван-
тования, когда частицы физики описывают не волновыми функциями, а так
называемыми операторами уничтожения ̂︀𝑎 и рождения ̂︀𝑎+, которые по су-
ти дела являются специфичными наблюдаемыми. C точки зрения социологии
эти операторы обеспечивают социальное бытие и разворачивают, «рождают»
наблюдаемые социальные явления и процессы.

О чем идёт речь? Изложим идеи Багарелло популярным языком без излиш-
ней математики.

Социальный объект, как мы понимаем, всегда из чего-то состоит, например:
1) из людей; 2) из студенческих групп; 3) из социальных институтов и т.д.

Конечно, социальный объект не обязан включать в себя всех людей, или все
студенческие группы, или все социальные институты. Он часть, подмножество
полного набора тех элементов, из которых сам состоит. Эти полные наборы в
каждом конкретном случае изучаемого социального объекта образуют то, что
мы назовём социальным пространством и обозначим как ℋ,

𝑂 ⊂ ℋ.

Социальное пространство следует описывать, т. е. сообщать из чего или кого
оно состоит. В случае использования методов квантовой механики социальное
пространство носит абстрактный характер, в нём элементы, смысл которых
нам понятен, можно складывать и умножать на комплексные числа! Это
крайне необычно, но к этому можно привыкнуть — ведь речь идёт о новых
процедурах вычислений, а вычисления сами по себе — вещь абстрактная, но
со временем становящаяся обыденной. Социолог, вспомни о том, как ты исполь-
зуешь факторный анализ или методы математической статистики. Вряд ли ты
задумываешься о формальных математических тонкостях своих манипуляций
— делаешь, как учили и как привык.

9.1. Описание этногенеза

Рассмотрим два взаимодействующих социальных объекта, которые являют-
ся двумя этносами 𝑂1 и 𝑂2, живущими на одной территории.

Каждому этносу 𝑂𝑗 сопоставим в нашей модели оператор уничтожения ̂︀𝑎𝑗 и
оператор рождения ̂︀𝑎+𝑗 , и связанный с ними числовой оператор ̂︀𝑛𝑗 := ̂︀𝑎+𝑗 ̂︀𝑎𝑗.

Предположим следующие антикоммутационные правила:

{̂︀𝑎𝑖,̂︀𝑎+𝑗 } = 𝛿𝑖𝑗, {̂︀𝑎𝑖,̂︀𝑎𝑗} = 0, {̂︀𝑎+𝑖 ,̂︀𝑎+𝑗 } = 0, 𝑗 = 1, 2, (14)
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где
{𝑥, 𝑦} = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥.

Из этих правил, в частности, следует, что

(̂︀𝑎𝑗)2 = (̂︀𝑎+𝑗 )2 = 0.

Следовательно, если 𝜑(0,0) — основное состояние, в котором может пребы-
вать этнос при самых минимальных требованиях к поддержанию жизни, то
равенства ̂︀𝑎1𝜑(0,0) = 0, ̂︀𝑎2𝜑(0,0) = 0

означают, что социальные действия ̂︀𝑎𝑗, которые мы называем операторами уни-
чтожения, сводят этнос на «нет», т. е. ведут его к гибели.

С биологической и / или социологической точки зрения для каждого этноса,
который мы будем рассматривать, у нас будут только две возможные нетриви-
альные ситуации. В первом (основное состояние) очень низкая плотность, а во
втором (возбуждённое состояние) плотность очень высока. Следовательно, ес-
ли мы попытаемся увеличить плотность возбуждённого состояния или если мы
попытаемся уменьшить плотность основного состояния, мы просто уничтожим
этот этнос.

Существуют верхняя и нижняя границы плотности популяций, которые
невозможно преодолеть по очевидным причинам: например, потому что окружа-
ющая среда не может дать населению достаточно еды. Конечно, это довольно
резкое разделение всего на два уровня может показаться неудовлетворитель-
ным. Конечно, нетрудно расширить нашу процедуру до произвольного числа
уровней, но это потребует преодоления некоторых технических трудностей.

Жизнь возможна только в состояниях, порождаемых из основного состоя-
ния:

𝜑(0,0), 𝜑(1,0) = ̂︀𝑎+1 𝜑(0,0), 𝜑(0,1) = ̂︀𝑎+1 𝜑(0,0), 𝜑(1,1) = ̂︀𝑎+1 ̂︀𝑎+2 𝜑(0,0), (15)

и в их комбинациях ∑︁
𝑖,𝑗=0,1

𝛼𝑖𝑗𝜑(𝑖,𝑗), 𝛼𝑖𝑗 ∈ IC.

Это означает, что имеем 4-мерное социальное пространство

ℋ =

{︂
|𝜑⟩ =

∑︁
𝑖,𝑗=0,1

𝛼𝑖𝑗𝜑(𝑖,𝑗) : 𝛼𝑖𝑗 ∈ IC

}︂
.

В пространстве ℋ вводим скалярное произведение ⟨−,−⟩, относительно кото-
рого элементы (15) образуют ортонормированный базис.

Имеем следующие уравнения на собственные значения:

̂︀𝑛1𝜑(𝑛1,𝑛2) = 𝑛1𝜑(𝑛1,𝑛2), ̂︀𝑛2𝜑(𝑛1,𝑛2) = 𝑛2𝜑(𝑛1,𝑛2).

На основании этих равенств можно говорить следующее:
1) 𝜑(0,0) — означает, что существует очень мало субъектов из двух этносов

в нашем регионе;
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2) 𝜑(1,0) — означает, что очень мало людей из 𝑂2, но очень много их из 𝑂1;
3) 𝜑(0,1) — означает, что очень мало людей из 𝑂1, но очень много их из 𝑂2;
4) 𝜑(1,1) описывает случай, когда оба этноса многочисленны.
Среда не может прокормить людей больше некоторого предела: увеличение

численности населения приведёт к гибели этноса. Это следует из равенств̂︀𝑎+1 𝜑(1,0) = ̂︀𝑎+1 (̂︀𝑎+1 𝜑(0,0)) = (̂︀𝑎+1 )2𝜑(0,0) = 0,̂︀𝑎+1 𝜑(1,1) = ̂︀𝑎+1 (̂︀𝑎+1 𝜑(0,1)) = (̂︀𝑎+1 )2𝜑(0,1) = 0,

Эволюция этноса, как мы писали, задаётся гамильтонианом.
Рассматриваем гамильтониан, который состоит из двух гамильтонианов оди-

ночного существования каждого этноса и из гамильтониана ̂︀𝐻𝐼 , учитывающего
взаимодействие двух этносов: ̂︀𝐻 = ̂︀𝐻0 + 𝜆 ̂︀𝐻𝐼 ,̂︀𝐻0 = 𝜔1̂︀𝑎+1 ̂︀𝑎1 + 𝜔2̂︀𝑎+2 ̂︀𝑎2,̂︀𝐻𝐼 = ̂︀𝑎+1 ̂︀𝑎2 + ̂︀𝑎+2 ̂︀𝑎1,
где 𝜔𝑗 и 𝜆 – действительные положительные величины.

В частности, 𝜆 = 0, когда два этноса не взаимодействуют. В этом случае ̂︀𝐻
описывает статическую ситуацию, в которой плотности двух этносов, описыва-
емые числовыми операторами ̂︀𝑛𝑗, не меняются.

Уравнения Гейзенберга имеют вид:

𝑑̂︀𝑎1
𝑑𝑡

(𝑡) = −𝑖𝜔1̂︀𝑎1(𝑡) − 𝑖𝜆̂︀𝑎2(𝑡), ̂︀𝑎1(0) = ̂︀𝑎1,
𝑑̂︀𝑎2
𝑑𝑡

(𝑡) = −𝑖𝜔2̂︀𝑎2(𝑡) − 𝑖𝜆̂︀𝑎1(𝑡), ̂︀𝑎2(0) = ̂︀𝑎2.
Определим плотность каждого этноса как

𝑛𝑗(𝑡) := ⟨𝜑(𝑛1,𝑛2), ̂︀𝑛𝑗(𝑡)𝜑(𝑛1,𝑛2)⟩.

Если в момент 𝑡 = 0
𝑛1(0) = 𝑛1, 𝑛2(0) = 𝑛2,

то после вычислений получаем:

𝑛1(𝑡) = 𝑛1
(𝜔1 − 𝜔2)

2

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 4𝜆2
+

4𝜆2

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 4𝜆2

[︂
𝑛1 cos2

(︂
𝛿𝑡

2

)︂
+ 𝑛2 sin2

(︂
𝛿𝑡

2

)︂]︂
,

𝑛2(𝑡) = 𝑛2
(𝜔1 − 𝜔2)

2

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 4𝜆2
+

4𝜆2

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 4𝜆2

[︂
𝑛2 cos2

(︂
𝛿𝑡

2

)︂
+ 𝑛1 sin2

(︂
𝛿𝑡

2

)︂]︂
,

𝛿 =
√︀

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 4𝜆2.

Отсюда следует, что
𝑛1(𝑡) + 𝑛2(𝑡) = 𝑛1 + 𝑛2.

Мы видим, что 𝐻𝐼 описывает ситуацию, в которой плотность этноса 𝑂1 увели-
чивается, а 𝑂2 уменьшается, или наоборот. В биологии эта ситуация называется
«волки и зайцы». В этнологии в данном случае говорят об этногенезе: один
этнос приходит на смену другому.
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9.2. Миграция

Покажем, как можно описывать процесс миграции из региона ℛ1 (Африка)
в регион ℛ2 (Европа) через регион ℛ3 (Средиземное море).

Рассматриваем два взаимодействующих этноса, которые наблюдаем в этих
трёх регионах 𝑅𝑗. Их объединение ℛ разобьём на 𝐿 · 𝐿 ячеек 𝛼 = 1, ..., 𝐿2 (см.
рис. 4).

Имеем
ℛ = ℛ1 ∪ℛ2 ∪ℛ3,

ℛ1 = {1, 2, 3, 4} (левый нижний угол),

ℛ2 = {𝐿2 − 𝐿− 1, 𝐿2 − 𝐿,𝐿2 − 1), 𝐿2}, (правый верхний угол)

ℛ3 = {остальные ячейки}.

Рис. 4. Регионы

Для каждой ячейки 𝛼 имеем операторы ̂︀𝑎+𝛼 , ̂︀𝑎𝛼, ̂︀𝑛(𝑎)
𝛼 := ̂︀𝑎+𝛼̂︀𝑎𝛼 для 1-го этноса

и ̂︀𝑏+𝛼 , ̂︀𝑏𝛼, ̂︀𝑛(𝑏)
𝛼 := ̂︀𝑏+𝛼̂︀𝑏𝛼 для 2-го этноса.

Полагаем
{̂︀𝑎𝛼,̂︀𝑎+𝛽 } = {̂︀𝑏𝛼,̂︀𝑏+𝛽 } = 𝛿𝑖𝑗, {̂︀𝑎♯𝛼,̂︀𝑏♯𝛽} = 0.

Миграция описывается посредством гамильтонианов

̂︀𝐻 =
∑︁
𝛼

̂︀𝐻𝛼 + ̂︀ℎ,
̂︀𝐻𝛼 = ̂︀𝐻0

𝛼 + 𝜆𝛼 ̂︀𝐻𝐼
𝛼,̂︀𝐻0

𝛼 = 𝜔𝑎
𝛼̂︀𝑎+𝛼̂︀𝑎𝛼 + 𝜔𝑏

𝛼
̂︀𝑏+𝛼̂︀𝑏𝛼, ̂︀𝐻𝐼

𝛼 = ̂︀𝑎+𝛼̂︀𝑏𝛼 +̂︀𝑏+𝛼𝑎𝛼,
и член собственно обеспечивающий миграцию (диффузию),

̂︀ℎ =
3∑︁

𝛼,𝛽=1

𝑝𝛼𝛽

{︂
𝛾𝑎

(︂̂︀𝑎𝛼̂︀𝑎+𝛽 + ̂︀𝑎𝛽̂︀𝑎+𝛼)︂+ 𝛾𝑏

(︂̂︀𝑏𝛼̂︀𝑏+𝛽 +̂︀𝑏𝛽̂︀𝑏+𝛼)︂}︂,
𝑝𝛼𝛽 ∈ {0, 1}, 𝛾𝑎, 𝛾𝑏 ∈ R,
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Рис. 5. Миграция африканцев в Европу: эволюция плотностей (сплошная линия для 𝑂1 и
пунктирная линия для 𝑂2). Африка: вверху (слева (а)); Европа: вверху (справа (b));

Средиземное море: внизу (c): 𝛾𝑎 = 0, 1; 𝛾𝑏 = 0, 004; 𝜔𝑎
𝛼 = 1, 𝜔𝑏

𝛼 = 0, 3; 𝜆𝛼 = 0, 05 для ∀𝛼 [26]

Рис. 6. Миграция африканцев в Европу: эволюция плотностей (сплошная линия для 𝑂1 и
пунктирная линия для 𝑂2). Африка: вверху (слева (а)); Европа: вверху (справа (b));

Средиземное море: внизу (c): 𝛾𝑎 = 0, 1; 𝛾𝑏 = 0, 004; 𝜔𝑎
𝛼 = 1, 𝜔𝑏

𝛼 = 0, 3 для ∀𝛼; 𝜆𝛼 = 0, 2 для
∀𝛼 ∈ ℛ1 ∪ℛ2; 𝜆𝛼 = 0, 05 для ∀𝛼 ∈ ℛ3 [26]
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𝑝𝛼𝛼 = 0, 𝑝𝛼𝛽 = 𝑝𝛽𝛼.

Если 𝛾𝑎 > 𝛾𝑏, то этнос 𝑂1 более мобильный, чем 𝑂2.
Если 𝑝𝛼𝛽 = 1, то это интерпретируем как переход соответствующего этноса

из ячейки 𝛼 в ячейку 𝛽. Переходы осуществляются только через общее ребро,
и ни в коем случае через общую вершину.

Обращаем внимание на то, что аналогичную роль также играют 𝛾𝑎 и 𝛾𝑏,
которые, однако, могут принимать разные значения. Таким образом достигается
различная мобильность для разных этносов.

Рассматривается случай 𝐿 = 11. Если теперь выписать уравнения Гейзен-
берга для ̂︀𝑎𝛼,̂︀𝑏𝛼, найти их решения и плотности этносов в каждом регионе
𝑛
(𝑎)
𝛼 (𝑡), 𝑛

(𝑏)
𝛼 (𝑡), то получим картина миграции, которая зависит от выбора кон-

стант.
На рис. 5, 6 даны две картины миграции, которые Багарелло и Оливери [26]

связали с массовой миграцией африканцев через Средиземное море в Европу.

10. Заключение

Мы предложили простейший (локальный) вариант аксиоматической кван-
товой социологии. Более сложный предполагает учёт того, что люди живут в
(глобальном) пространстве планеты Земля и являются составной частью био-
сферы. Наброски такой теории были даны нами в разных вариантах в статьях
[28,29].

Особо отметим, что мы привели конкретные примеры расчётов поведения
социальных объектов с использованием аппарата квантовой механики. Таких
примеров на данный момент не так уж и много, и это связано с тем, что
социологи, сталкиваясь с учебниками по квантовой механике, написанными
физиками, «умирают», «убитые» чудовищным абстрактным уровнем их содер-
жания, а физики... в наши дни они не интересуются социологией.

Впрочем, лет двадцать назад многие немецкие физики, оказавшиеся в тол-
кучке собратьев по статистической физике, массово ушли в новую науку —
эконофизику, созданную ими же. Будем надеяться на то, что нечто подобное
произойдёт и с физиками, начинающими «толкаться» внутри здания кванто-
вой механики, и они выйдут гурьбой на волю и начнут всесторонне развивать
науку, уже получившую название «квантовая социология» [30–36], которой
предстоит занять место так и несостоявшейся контовской социофизики и много
обещавшей социокибернетики [37,38].
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Abstract. In this article an attempt to present the apparatus of quantum mechanics
in a language accessible to a sociologist is enounced. The principles of quantum
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Аннотация. В статье проведён анализ возможности применения симплекс-
метода для решения задач линейного программирования взаимозависимы-
ми переменными коэффициентами. Проблема взаимозависимости коэффи-
циентов оценки состоит в том, что различные столбцы могут быть зависи-
мыми друг от друга, что способно вызывать затруднения в определении ми-
нимальной оценки — на каждой итерации симплекс-метода. Это особенно
актуально при определении оптимальных (для каждой итерации) значений
переменных коэффициентов. В работе показано, что усреднение значений,
предлагаемое рядом исследователей, применять необязательно, исключение
составляют вырожденные задачи линейного программирования, в которых
присутствует неединственность решения.

Ключевые слова: задача, линейное программирование, переменный ко-
эффициент, симплекс-метод, генерация столбцов, взаимозависимый, пара-
метр.

Введение

Задача линейного программирования с переменными параметрами представ-
ляет собой систему линейных уравнений и/или неравенств, в которой изме-
няться (варьироваться) могут не только переменные, входящие в её состав, но
и коэффициенты, а также правая часть и параметры (коэффициенты при пере-
менных) целевой функции. Именно поэтому такие задачи называются задачами
с переменными параметрами. Наша статья посвящена отдельному классу таких



Математические структуры и моделирование. 2021. №2(58) 97

задач — задачам линейного программирования с переменными коэффициен-
тами (ЛППК). Вообще говоря, переменными могут быть все коэффициенты
задачи ЛППК или же только некоторые из них.

При этом на практике всегда возникает ситуация, когда на переменные
коэффициенты налагаются те или иные ограничения, которые в свою очередь
также имеют форму линейных уравнений и/или неравенств. Такие ограничения
нередко содержат взаимосвязи между коэффициентами. В эти ограничения,
конечно, могут входить и постоянные коэффициенты тоже.

Как правило, учёные, изучающие ЛППК, рассматривают только такие за-
дачи, в которых присутствуют взаимосвязи только в пределах того или иного
столбца, причём таких столбцов может быть более одного. Этот класс задач
в последнее время уже достаточно хорошо разработан, в научной литературе
приводятся эффективные алгоритмы их решения, в том числе основанные на
использовании симплекс-метода. А вот что касается задач, содержащих взаи-
мосвязи между коэффициентами, находящимися в различных столбцах, здесь
следует отметить, что, к сожалению, методология их решения практически не
разработана. В пределах теоретических подходов исследователи ограничива-
ются далеко не всегда обоснованными умозрительными методологиями, а на
практике, в процессе создания компьютерных алгоритмов для решения, огра-
ничиваются разве что теми или иными частными случаями. В общем же случае
алгоритмы решения подобных задач в настоящее время отсутствуют. При этом
переменные коэффициенты задачи ЛППК будут взаимозависимыми.

В нашей работе предлагается подход, позволяющий решать задачи линейно-
го программирования с взаимозависимыми переменными коэффициентами при
помощи симплекс-метода. Подход демонстрируется на простом примере задачи
ЛППК.

1. Общая постановка задачи ЛППК с взаимозависимыми
коэффициентами

Задача линейного программирования с переменными коэффициентами
(ЛППК) в своей общей постановке имеет следующий общий вид [1]–[13]:

1. В матричной форме записи:

max 𝐹 = 𝑐𝑇𝑥 (1)

при условиях

𝐴 · 𝑥

⎛⎜⎜⎝
6

=

>

⎞⎟⎟⎠ 𝐵, (2)
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где ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎11 · · · 𝑎1𝑗𝑜 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 · · · 𝑎2𝑗𝑜 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 𝑎𝑚−1𝑗𝑜 · · · · · ·
𝑎𝑚1 · · · 𝑎𝑚𝑗𝑜 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1

𝑏2

· · ·
· · ·
𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

2. То же самое, но в координатной форме записи:

max 𝐹 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑥𝑗 (3)

при условиях:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

⎛⎜⎜⎝
6

=

>

⎞⎟⎟⎠ 𝑏𝑖 (4)

𝑖 = 1, ...,𝑚,

𝑥𝑗 > 0, (5)

𝑗 = 1, ..., 𝑛,
где 𝑚 — число ограничений (4),
𝑛 — число переменных (5),
и при дополнительных ограничениях на переменные коэффициенты:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎−11 6 𝑎11 6 𝑎+11

𝑠−𝑘 6
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑑𝑘𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 6 𝑠+𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝐾

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑝𝑙𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 = 𝑟𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝐿

𝑐−𝑗 6 𝑐𝑗 6 𝑗+𝑗 .

(6)

В системе ограничений (6) все параметры 𝑎−𝑖𝑗, 𝑎
+
𝑖𝑗, 𝑠

−
𝑘 , 𝑑𝑘𝑖𝑗, 𝑠

+
𝑘 , 𝑝𝑙𝑖𝑗, 𝑟𝑙, 𝑐

−
𝑗 , 𝑐

+
𝑗

представляют собой константы, задаваемые в процессе формулирования зада-
чи ЛППК [12, 14]. Ограничения (6) характеризуют независимые переменные
коэффициенты 𝑎𝑖𝑗, т. е. такие, что
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𝑎𝑖𝑗 ̸= 𝑓(𝑎𝛾𝜂), 𝑗 ̸= 𝜂,

где 𝑓 — некоторая функция.
Однако в ряде практических задач нередко встречается противоположная

ситуация – когда подобная зависимость может присутствовать [9], [13], [15]–
[17], [20], [21]. Очень часто такая зависимость является линейной, т. е. име-
ются ограничения вида ∑︁

𝑖,𝑗

𝜎𝑣𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗 = 𝛾𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 𝜈1, (7)

где 𝜎𝑣𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗, 𝛾𝜈 𝑣 — некоторые (известные) постоянные.

2. Имеющиеся на сегодняшний день подходы к решению
задачи

Немало исследователей предлагают подходы, так или иначе основанные на
переборе всевозможных решений задачи линейного программирования [10],
[13], [16]. Такие подходы в целом более-менее работоспособны, когда речь идёт
о постоянных коэффициентах задачи линейного программирования. Тогда как
для переменных коэффициентов и, тем более, при наличии их взаимозависи-
мости, такие подходы работоспособны разве что в простых случаях. В общем
же случае тот факт, что коэффициенты задачи линейного программирования
имеют не точечные (единственные), а интервальные значения, не позволяет ис-
пользовать перебор решений по крайней мере потому, что при этом их получа-
ется бесконечно много. В самом деле, допустим на коэффициент 𝑎11 наложено
ограничение вида (6):

𝑎−11 6 𝑎11 6 𝑎+11,

это ограничение можно записать иначе:

𝑎11 ∈ [𝑎−11; 𝑎
+
11].

Иными словами, имеем бесконечное множество возможных значений для пе-
ременного коэффициента 𝑎11. При этом вовсе необязательно, что оптимальные
значения переменного коэффициента будут находиться именно на границах
этого отрезка [13], [21] (хотя на практике в ряде случаев это не редкость).
Потому что другие переменные коэффициенты также могут иметь те или иные
интервальные представления вида (6), между ними могут существовать слож-
ные зависимости. Иными словами, очевидно, что получение оптимального ре-
шения на основе перебора возможных решений в общем случае при наличии
(взаимозависимых) переменных коэффициентов невозможно.

Есть класс методов, основанный на приближенном решении задачи ЛППК.
Эти методы зачастую работают достаточно быстро, но имеют один общий недо-
статок: при росте размерности задачи существенно растёт погрешность рас-
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чётов, в итоге при некотором критическом значении размерности погрешность
может стать весьма существенной [13], [15].

Симплекс-метод выгодно отличается от подобных методов. От методов, ос-
нованных на переборе, его отличие в том, что на каждой итерации значение
целевой функции улучшается, тогда как при переборе это в общем случае
не так. При этом оптимальные значения переменных коэффициентов вначале
определяются не на основе перебора, а оптимизационным расчётом [13], [21] (и
если то или иное оптимальное значение коэффициента соответствует границе
соответствующего интервала, то расчётное значение заменяется этим гранич-
ным значением). Что, собственно, и даёт возможность определить их значения.

Что касается приближенных методов решения, то симплекс-метод в боль-
шей степени застрахован от накопления погрешности, так как (см. выше) на
каждой его итерации производится перенабор матрицы столбцов переменных
коэффициентов (для тех коэффициентов, оптимальные значения которых соот-
ветствуют границам их интервалов), а не расчёт их значений [13], [21]. Иными
словами, каждая итерация симплекс-метода осуществляется как бы «заново»,
т. е. с использованием исходных значений тех переменных коэффициентов,
значения которые получились равными граничным. Поэтому, условно говоря,
погрешность расчёта значений переменных коэффициентов, оказавшихся рав-
ными их граничным значениям, на каждой итерации симплекс-метода обнуля-
ется.

Исследователями предложена технология симплекс-метода для решения за-
дач ЛППК с взаимозависимыми коэффициентами [13]–[15], [17]–[19], [22].
Однако предлагаемые алгоритмы являются достаточно сложными. Например,
предлагаемый в работах [12], [13] алгоритм требует добавления дополнитель-
ных ограничений в состав исходной системы вида (6).

Такой алгоритм основан на следующих основных положениях:
— на этапах генерирования текущих вариантов переменных столбцов ре-

шения задачи линейного программирования с переменными коэффициентами
(ЛППК), некоторые из таких коэффициентов входят в ограничения вида (7), и
для них генерируются взаимозависимые варианты;

— на каждом этапе генерирования текущих вариантов переменных столбцов
для каждой группы взаимозависимых вариантов, определяемых одним ограни-
чением вида (7), составляется линейное уравнение с интенсивностями исполь-
зования соответствующих взаимозависимых вариантов и включается в состав
ограничений (6). Т. е. по сути предлагается производить усреднение вариантов
значений переменных взаимозависимых столбцов.

То для его оценки получим

𝑑2 = −12 + 4𝑦.

Следовательно (после выбора минимальной оценки), получится, что 𝑦 = 0,
а не 5, как было выше. Это в свою очередь может привести к (нередким)
ситуациям, когда одни и те же столбцы будут то входить в базис, но выходить
из него, что именуется зацикливанием. Поэтому в реальный алгоритм решения
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задачи ЛППК с взаимозависимыми переменными коэффициентами целесооб-
разно включить блок, предназначенный для разрешения подобных ситуаций.

На наш взгляд, в усреднении нет необходимости. В самом деле, что под-
разумевается под оговоренным выше усреднением? Для этого рассмотрим, как
протекает процесс решения задачи ЛППК при использовании симплекс-метода.

Изначально составляется матрица из единичных столбцов (которым, как
правило, соответствуют искусственные переменные, впоследствии выходящие
из базиса). Затем для каждого из столбцов определяются величины оценок, по
результатам расчётов выбирается главный (разрешающий) столбец, входящий
в базис на следующей итерации симплекс-метода. Наконец, выбирается раз-
решающая строка, производится преобразование базисной матрицы и столбца
свободных членов, затем вновь вычисляются (уже для новой базисной матрицы)
оценки для столбцов и т. д. [5]–[8], [10], [15], [23]–[25].

Так вот, на этапе вычисления (минимизации) оценок для каждого из пе-
ременных столбцов решается по сути отдельная задача линейного программи-
рования. Причём на каждой итерации могут получиться, вообще говоря, раз-
личные значения переменных коэффициентов, входящих в столбцы. Иной раз
бывает так, что на одной итерации некоторые коэффициенты принимают свои
максимально достижимые (в рамках (6)) значения, тогда как на другой они
могут стать минимальными. При этом значения переменных коэффициентов
для каждой итерации запоминаются и в конце (на самой последней итерации,
когда получено оптимальное решение) производится их усреднение. Тем самым
рассчитываются значения переменных коэффициентов, принимаемые затем в
качестве окончательных результатов расчёта [15], [17].

Данный подход мотивируется тем фактом, что коль скоро определённые
значения переменных коэффициентов были получены на той или иной итерации
решения задачи ЛППК, значит, они удовлетворяют ему и поэтому их следует
учитывать в составе окончательного решения.

Однако, на наш взгляд, это излишне. Дело в том, что ранее полученные
(предыдущие) значения переменных коэффициентов являлись подходящими
для предварительных решений задачи, не являющихся оптимальным. Поэтому
и их значения также не являются оптимальными. Следовательно, нет необходи-
мости учитывать их в последующих расчётах. Оптимальными являются лишь
те значения переменных коэффициентов, которые получены на самой последней
итерации. То же, конечно, относится и к самим переменным.

Можно рассмотреть данный вопрос и с другой стороны. Для любой задачи
ЛППК, имеющей конечное решение, существует хотя бы один оптимальный
базис [2], [5], [7], [21], [26], [27]. Предположим, что этот базис уже известен
(или найден путём расчётов). Тогда, вместо прохождения процедуры симплекс-
метода, можно сразу составить базисную матрицу из столбцов, которые входят
в него. Т. е. по сути ограничиться лишь последней итерацией.

При этом, как обычно, необходимо будет определить минимальные значения
оценок (так как базис — оптимальный, то все они будут неотрицательными).
В рамках решения задач минимизации оценок будут определены (оптималь-
ные) значения каждого из переменных коэффициентов. Важно, что те значе-
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ния переменных коэффициентов, которые могли быть получены на предыдущих
итерациях, теперь известны не будут. Следовательно, усреднять будет попро-
сту нечего, поэтому необходимо будет взять такие их значения, которые были
получены на последней итерации.

Однако если мы не сразу берём готовый оптимальный базис, а начинаем ре-
шать задачу ЛППК, то ясно, что некоторые переменные коэффициенты могут
принимать различные значения на разных итерациях. Следовательно, усред-
нённые их значения будут отличаться от оптимальных. Т. е. усреднение их
будет ухудшать значение целевой функции. Кроме того, необходимость усред-
нения, на наш взгляд, не обоснована и, очевидно, является одним из методов
приближенного решения задачи ЛППК.

Разумеется, для каждого из оптимальных базисов вполне возможны какие-
то свои значения переменных коэффициентов. А при наличии неединственно-
сти решения, даже для одного и того же (оптимального) базиса переменные
коэффициенты, вообще говоря, могут принимать не одно, а несколько (или
диапазон) оптимальных значений, и все они в итоге будут соответствовать
одному и тому же (оптимальному) значению целевой функции.

Именно поэтому усреднение имеет смысл только тогда, когда оптимальное
решение неединственно: при этом получаются некие усреднённые величины пе-
ременных коэффициентов — по всей области их оптимальных значений. Вместе
с тем, даже и при таких обстоятельствах можно обойтись без усреднения. Ибо
усреднение не улучшает значение целевой функции задачи ЛППК.

На наш взгляд, такая ситуация ничем не хуже той, при которой значения
коэффициентов получаются усреднёнными, т. е., зачастую, лежащими в ин-
тервалах своей неопределённости. Ведь в любом случае имеется оптимальное
решение и соответствующие ему величины переменных (𝑥𝑗), а также перемен-
ных коэффициентов (𝑎𝑖𝑗). А уж какие из конкретных (оптимальных) значений
выбрать в качестве окончательных — здесь, на наш взгляд, следует руковод-
ствоваться уже не математическими, а какими-либо иными соображениями.
Например, выбирать их с учётом смысла (физического, экономического, соци-
ального и т. п. — в зависимости от того, что именно моделируется) системы
или ситуации, которая описывается при помощи ограничений (1)–(7).

Таким образом, даже в условиях неединственности усреднение является
необязательным (хотя ряд исследователей предпочитают им пользоваться) [12],
[22], [23], [24]. А в случае единственности решения — оно даже может ухуд-
шить целевую функцию, ибо будет учитывать значения переменных коэффици-
ентов, полученные на предыдущих итерациях, которые по сути не обязательно
являются оптимальными. Поэтому нет необходимости его применять.

Но при отказе от усреднения решение задач ЛППК с взаимозависимыми
коэффициентами существенно упрощается. Ибо вместо предлагаемого в [12],
[13] алгоритма можно применить обычный симплекс-метод.

Правда, здесь возникает вопрос в отношении сходимости симплекс-метода
ЛППК. На сегодняшний день в науке обоснована его сходимость для невырож-
денных задач [5], [13], [15], [25]. Это такие задачи, решение которых является
единственным (т. е. выбор оптимального базиса однозначен). Тогда как в вы-
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рожденных может присутствовать более одного оптимального базиса [13], [24].
При этом возникает возможность зацикливания, т. е. поочерёдного вхождения
и выбытия в базис одних и тех же столбцов. Наличие взаимозависимости пе-
ременных коэффициентов, конечно, может способствовать этому.

Вместе с тем исследователи отмечают, что, во-первых, в практических зада-
чах зацикливание является большой редкостью — настолько, что разработчики
реальных программных алгоритмов даже не предусматривают алгоритма дей-
ствий в этом случае. Во-вторых, даже если оно и (вдруг) возникнет, существу-
ет ряд способов, модифицирующих алгоритм симплекс-метода решения задачи
ЛППК [5], [14], [17]. На особенностях этих способов мы здесь останавливаться
не будем.

Перейдем теперь к обоснованию возможности применения симплекс-метода
для задач ЛППК с взаимосвязанными (взаимозависимыми) переменными ко-
эффициентами (𝑎𝑖𝑗) и обсуждению его отличий от случая, когда коэффициенты
взаимозависимыми не являются. Рассуждения будут носить конструктивный
характер – в том смысле, что мы будем по сути повторять общеизвестный
алгоритм симплекс-метода по этапам, обосновывая каждый этап для случая
взаимозависимых переменных коэффициентов. Алгоритм симплекс-метода об-
щеизвестен. Руководствуясь [5], [15], [21], рассмотрим этапы уточненного ал-
горитма симплекс-метода, распространённого на случай наличия взаимозависи-
мых переменных коэффициентов, имеющихся в зависимости вида (7) в задаче
ЛППК вида (1)–(6):

(0) На данном этапе составляется исходная базисная матрица B, состоящая
из столбцов, соответствующих искусственным и положительным дополнитель-
ным переменным. Она будет единичной. Этот этап, очевидно, не зависит от
того, взаимосвязаны ли коэффициенты в задаче ЛППК.

(1) Вычисляется вектор симплекс-множителей по формуле

𝑈 = 𝑐𝑇𝐵𝐵
−1, (8)

где (𝑐𝐵)𝑖 — коэффициент целевой функции при базисной переменной, содержа-
щейся в (1) по 𝑖-й строке, 𝑇 — символ транспонирования.

Здесь также не играет роли факт наличия взаимозависимости переменных
коэффициентов, ибо последние не входят в (8).

(2) Вычисляются оценки

min 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, . . . 𝑛,

где

𝑑𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖 − 𝑐𝑗. (9)

Вот как раз здесь проявляется указанная выше взаимозависимость. В самом
деле, при отсутствии ограничений вида (7) выражения будут, очевидно, неза-
висимыми друг от друга. Ибо каждая оценка 𝑑𝑗 вычисляется при этом только
с использованием значений 𝑗-го столбца матрицы В (суммирование идёт по i,
т. е. по каждой из строк конкретного столбца).
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Тогда как взаимозависимость коэффициентов в рамках (7) приведёт к зави-
симости оценок с разными 𝑗. На практике это приведёт к тому, что от одного
переменного коэффициента могут зависеть значения не одной, а нескольких
оценок. Рассмотрим простой пример — с целью пояснения сказанного.

3. Практический пример применения предлагаемого под-
хода

Пусть имеется (︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

)︃
=

(︃
𝑦 1

2 −𝑦

)︃
.

Здесь 𝑎11 = −𝑎22 = 𝑦; где 𝑦 — переменная величина, определяемая с учётом
ограничений вида (6), (7). Пусть, к примеру, они таковы, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 6 𝑦 6 5

𝑢𝑖 =

(︃
3

4

)︃

𝑐𝑖 =

(︃
3

4

)︃
.

(10)

Тогда имеем

𝑑1 = 3𝑦 + 4,

𝑑2 = 6 − 4𝑦.

Таким образом, при изменении величины х значения оценок будут меняться
в соответствии с противоположными тенденциями. Следовательно, минимиза-
ция одной из них приведёт к максимизации другой.

Соответственно, как в таком случае решить задачу (9), т. е. найти минимум
𝑑𝑖?

Предлагается использовать плавающие значения коэффициентов. А именно
— при минимизации каждой из оценок значения переменных коэффициентов
(𝑎11 и 𝑎22 — если взять рассмотренный пример) каждый раз считаются неиз-
вестными и определяются заново.

В рассмотренном примере, с учётом (10), имеем

min(𝑑1) = 3 * 0 + 4 = 4,

min(𝑑2) = 6 − 4 * 5 = −14.
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Далее выбираем среди рассчитанных оценок минимальную:

∆ = min{𝑑1, 𝑑2} = 𝑑2 = −14.

Следовательно, в качестве значения х нужно выбрать именно то, которое
обеспечило минимальность величины ∆, т. е. 𝑦 = 5.

Отметим, что на данном этапе выбор величины y (и, соответственно, значе-
ний переменных коэффициентов 11, 22) влияет на выбор разрешающего (главно-
го) столбца, который войдёт в базис на следующей итерации симплекс-метода.

Обобщая, можно сделать очевидный вывод, что в процессе определения
∆ = 𝑚𝑖𝑛{𝑑1, . . . 𝑑𝑛} будут найдены конкретные значения переменных коэффи-
циентов на текущей итерации (при условии, конечно, что задача (1)–(7) имеет
хотя бы одно конечное решение).

(3) Проверяем знак ∆. Если ∆ > 0, то оптимальное решение получено. Если
∆ < 0, то на данном этапе определён разрешающий столбец 𝑎.𝑗𝑜 (в рассмотрен-
ном примере это столбец с номером 𝑗 = 2).

Делается преобразование разрешающего столбца:

𝑎′𝑖𝑗0 = 𝐵−1 × 𝑎𝑖𝑗0 .

Так как текущие значения его элементов на данной итерации уже опреде-
лены, такое преобразование возможно. Так как выше, в соответствии с алго-
ритмом, определялись конкретные оптимальные (быть может, лишь для данной
итерации!) значения переменных коэффициентов, то взаимозависимость вида
(7) здесь уже роли не играет.

(4) Определяется номер разрешающей строки:

Θ𝑖0 =

(︃
min

𝑖

)︃
{𝑏𝑖/𝑎′𝑖𝑗0|𝑎′𝑖𝑗0>0},

где 𝑏𝑖 — 𝑖-й элемент правой части (см. (2)).
Условие 𝑎′𝑖𝑗0 > 0 означает, что минимизация осуществляется для всех поло-

жительных 𝑎′𝑖𝑗0. Если же все 𝑎′𝑖𝑗0 < 0, то решение неограничено.
Так как на этапе (2) были определены конкретные оптимальные (для данной

итерации, значения переменных коэффициентов, вектор правой части задан, то
можно утверждать, что если существует хотя бы одно положительное значение,
то номер разрешающей строки будет определён. Наличие ограничений вида (7)
на это не окажет никакого влияния.

(5) На этом этапе производятся преобразования обратной базисной матрицы
и вектор-столбца правой части (свободных членов):

(𝐵−1)′ = (𝐵−1),

где 𝐵−1 — матрица трансформации, определяемая в соответствии с [5, 15,
22]. Данный этап также не использует ограничения (7). Затем производится
переход к первому этапу — начинается следующая итерация. Таким образом,
ограничения (7) используются на каждой итерации лишь на этапе (2)).
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Надо сказать, что на следующей итерации значения переменных коэффици-
ентов, определённые в рамках минимизации оценок (9), могут стать другими.
Однако, как уже говорилось выше, важность имеют лишь те значения, которые
получены на самой последней итерации, остальные могут не приниматься во
внимание. Кроме того, алгоритм симплекс-метода реализован таким образом,
что значение целевой функции после реализации каждой последующей итера-
ции ухудшиться не может [5], [13], [15].

Итак, наличие ограничений вида (7) в задаче (1)–(6) не вносит принципи-
альных изменений в алгоритм — разве что немного замедляется процесс ре-
шения. Это при условии, что усреднение вариантов сгенерированных значений
переменных коэффициентов не производится. Что, как показали вышеприве-
дённые рассуждения, не является необходимым для получения оптимального
решения.

Однако здесь возникает одна небольшая проблема. В задачах с взаимо-
связанными (взаимозависимыми) переменными коэффициентами вероятность
зацикливания, на наш взгляд, выше, чем в обычных задачах ЛППК.

Дело в том, что при минимизации оценок каждый раз могут определять-
ся новые варианты соответствующих переменных коэффициентов. А так как
последние в силу (7) являются взаимозависимыми, их значения могут силь-
но варьироваться (конечно, в рамках, налагаемых ограничениями (6)–(7) — в
зависимости от того, каким будет состав базиса на текущей итерации).

Так, обращаясь к приведённому выше примеру, если вместо столбца с но-
мером 𝑗 = 2 в базисе будет находиться такой столбец, как

𝑎𝑖2 =

(︃
−2

𝑦

)︃
,

то для его оценки получим 𝑑2 = −12 + 4𝑦. Следовательно (после выбора мини-
мальной оценки), получится, что 𝑦 = 0, а не 5, как было выше.

Это в свою очередь может привести иногда к ситуациям, когда одни и те
же столбцы будут то входить в базис, то выходить из него, что и именуется
зацикливанием. Поэтому в реальный алгоритм решения задачи ЛППК с взаи-
мозависимыми переменными коэффициентами целесообразно включить блок,
предназначенный для разрешения подобных ситуаций. Тогда как для задач
ЛППК, не говоря уже о задачах с постоянными коэффициентами, такой блок
не является столь необходимым, так как для них уже разработаны соответ-
ствующие способы преодоления ситуаций зацикливания.

4. Выводы

В настоящей работе обоснована возможность применения симплекс-метода
для решения задач линейного программирования с взаимозависимыми перемен-
ными коэффициентами. В стандартный алгоритм симплекс-метода необходимо
внести изменения, выражающиеся в определении оптимальных величин взаи-
мозависимых переменных коэффициентов на каждой его итерации. В общем
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случае это может привести к возрастанию сложности компьютерной реализа-
ции алгоритма. Хотя основа алгоритма, конечно, остаётся той же самой.

Использование процедуры усреднения, применяющейся для определения
средних значений конкретных переменных коэффициентов, не является обяза-
тельной (а иногда может даже навредить, ухудшив значение целевой функции),
что существенно упрощает решения задачи.

В процессе решения задач со взаимозависимыми переменными коэффициен-
тами возможность реализации ситуации зацикливания может быть выше, чем в
обычных задачах линейного программирования с переменными коэффициента-
ми. Это вызывает необходимость для разработчика программного обеспечения
решения задачи ЛППК предусмотреть тот или иной способ ликвидации такой
ситуации.
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Abstract. The article analyses the possibility of using the simplex method to solve
linear programming problems with interdependent variable coefficients. The problem
with the interdependence of evaluation coefficients is that different columns can be
dependent on each other, which can cause difficulties in determining the minimum
estimate — on each iteration of the simplex method. This is especially relevant
when determining the optimal (for each iteration) values of variable coefficients. The
work shows that the averaging of values proposed by a number of researchers is
optional, the exception is degenerate linear programming problems in which there is
a nonsingularity of the solution.
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Abstract. Data for processing mostly comes from measurements, and mea-
surements are never absolutely accurate: there is always the “measurement
error” – the difference between the measurement result and the actual (un-
known) value of the measured quantity. In many applications, it is important
to find out how these measurement errors affect the accuracy of the result of
data processing. Traditional data processing techniques implicitly assume that
we know the probability distributions. In many practical situations, however,
we only have partial information about these distributions. In some cases, all
we know is the upper bound on the absolute value of the measurement error.
In other cases, data comes not from measurements but from expert estimates.
In this paper, we explain how to estimate the accuracy of the results of data
processing in all these situations. We tried to explain not only what meth-
ods can be used, but also why these methods have been proposed and have
been successfully used. We hope that this overview will be helpful both to
users solving practical problems and to researchers interested in extending and
improving the existing techniques.
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1. Why Go Beyond Traditional Probabilistic Approach to
Uncertainty

Why do we need data processing. What do we want? We want to know what
will happen in the future – and we want to decide what to do to make the future the
most beneficial. For example, we want to be able to predict tomorrow’s weather –
and we want to find the best way to regulate the temperature and humidity in our
offices. We want to know where a spaceship will be several weeks from now – and
if needed, what is the best way to correct its trajectory.

To be able to predict the future, we need to know the current state of the world,
and we need to know the equations that describe how this state will change. For
example, to predict the trajectory of a spaceship:

� we need to know its current location,
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� we need to know its distance from the Sun and from other celestial bodies,
and

� we can then use Newton’s equations to predict its future locations.

The current state of the world can be described by the values of different
quantities. Some of these quantities we can measure directly – e.g., we can
measure the current temperature and humidity at different locations. Some of the
quantities we need to measure indirectly – e.g., we can compute the distance from
the spaceship to different celestial bodies if we know the location of the spaceship
and the locations of the bodies.

What we get from direct measurements is what is called data, and when we
process this data – whether to compute the current values of different quantities,
to predict their future values, or to find the parameters of the influence that will
lead to better future values – this is what is called data processing.

Uncertainty is ubiquitous. Most of the data comes from measurements, and
measurements are never 100% accurate: the result ̃︀𝑥 of measuring a quantity 𝑥 is,
in general, different from the actual (unknown) value 𝑥 of this quantity; see, e.g.,
[13]. Why is uncertainty ubiquitous?

� There are usually physical reasons for the resulting uncertainty: there are
some factors that we cannot take into account – what we call noise – that af-
fect the measurement results. For example, in many accurate measurements,
the thermal noise provides a random – thus unpredictable – effect.

� There are also mathematical reasons for uncertainty: each measuring instru-
ment can have only finitely many possible results – e.g., it produced finitely
many bits, and with 𝑏 bits, we can form only 2𝑏 possible sequences. On
the other hand, the actual value can be any real number – at least any real
number from some interval – and there are infinitely many real numbers on
each interval. So, inevitably, the measurement result should be, in general,
different from the actual value.

It is important to take uncertainty into account when processing data. In
general, in data processing, we apply some algorithm to the input data and get the
result. Let us denote the inputs by 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, and the algorithm by 𝑓 . In these
terms, the result 𝑦 of data processing has the form 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

We apply this data processing algorithm to the measurement results ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛
and get the estimate ̃︀𝑦 = 𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) for the desired quantity 𝑦. Even in the
ideal case, when the algorithm 𝑓 describes the exact relation between the actual
values of the quantities 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, and 𝑦, since the measurement results ̃︀𝑥𝑖 are, in
general, different from the actual value 𝑥𝑖, our estimate

̃︀𝑦 = 𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) (1)

is, in general, different from the desired value

𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). (2)
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In many practical situations, it is important to know how accurate it is. For
example, if we want a spaceship to get close to an asteroid to take photos, and we
estimated the future distance to be 100 m, then:

� if it is 100 ± 10, this is great, but

� if this is 100 ± 200, then maybe the spaceship will crash into the asteroid.

Similarly, if we estimate that an oil field contains 300 million tons of oil, then:

� if it is 300 ± 100, we can start exploring right away, but

� if it is 300± 400, maybe there is no oil at all, so we better perform additional
measurements before we invest a lot of money into exploration.

Traditional probabilistic approach to uncertainty. How can we determine the
measurement accuracy? A natural idea is to calibrate each measuring instrument,
i.e., to compare, several times, the results of measuring the same quantity:

� by this instrument and

� by a much more accurate instrument (known as a standard instrument), so
much more accurate that we can ignore its own measurement uncertainty
and safely assume that this standard instrument produced accurate results.

Based on several observed differences between the values measured by the cali-
brated measuring instrument and the standard one:

� we can find possible values of the measurement error ∆𝑥
def
= ̃︀𝑥− 𝑥, and

� we can also find the frequency of different possible values ∆𝑥.

In other words, we can find the probability distribution of the measurement er-
ror ∆𝑥.

This possibility underlies the traditional probabilistic approach to uncertainty,
when we assume that we know the probability distributions for all the input mea-
surement errors ∆𝑥𝑖

def
= ̃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖.

Need to go beyond the probabilistic approach: interval uncertainty. While
in principle, in most practical situations, it is possible to determine the proba-
bility distributions of all measurement errors, there are two important classes of
situations when this is not done.

The first class is state-of-the-art measurements. Calibration of a measuring
instrument requires that we have another instrument which is much more accurate.
But what is the instrument that we use is the best we have? For example, it would
be nice to have a five times more accurate telescope to float near the Hubble
telescope – but the Hubble telescope is the best we have.
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In such situations, we do not know the probability distribution of the measure-
ment error. At best, we know the upper bound ∆ on the absolute value |∆𝑥| of the
measurement error:

|∆𝑥| 6 ∆. (3)

And this upper bound we must have: otherwise, if there is no upper bound
and thus, for each measurement result, the actual value can be arbitrarily large or
arbitrarily small, this is not a measurement, this is a wild guess.

Once we know the measurement result ̃︀𝑥 and the upper bound ∆ on the absolute
value of the measurement error ∆𝑥

def
= ̃︀𝑥 − 𝑥, the only information that we can

conclude about the actual (unknown) value 𝑥 is that this value is contained in an
interval [̃︀𝑥 − ∆, ̃︀𝑥 + ∆]. Because of this, such uncertainty is known as interval
uncertainty; see, e.g., [3,8,10,13].

Another class of situations when we do not know probabilities – much more
common and much more frequent class – is when we perform measurements during
manufacturing. In principle, in such situations, we can calibrate every single
measuring instruments – but that will cost a lot of money:

� many sensors are now very cheap, high school kids use a lot of sensors in
their robotic projects, but

� calibrating each sensor means using a complex highly-accurate measuring
instrument requiring lots of costly maintenance; it usually means bringing
our sensor to a location where this standard instrument is placed; all this is
very expensive.

Because of this high cost, most sensors are not individually calibrated, we do not
know the corresponding probability distribution – we only know the upper bound
on the absolute value of the measurement error, the upper bound provided by the
manufacturer of this measuring instrument.

But why cannot we use probabilistic techniques? Situations when we do not
know the exact probability distribution are common in statistics. In particular,
there are many situations in which we have several alternatives, and we have no
information about the probability of each alternative. Since we have no reason
to assume that the probability of one alternative is larger than the probability
of another alternative, a reasonable idea is to assign equal probabilities to all
alternatives. This natural idea is known as Laplace’s Indeterminacy Principle,
and it is a particular case of the more general Maximum Entropy approach; see,
e.g., [4].

Similarly, if all we know is that a quantity is located somewhere on the interval,
and we have no reason to conclude that some values from this interval are more
probable and some are less probable, a reasonable idea is to assume that all the
values from the interval are equally probable, i.e., that we have a uniform distri-
bution on this interval. If we have several variables, and we have no information
about their dependence, then it is reasonable to assume that they are independent
– and this is exactly what the Maximum Entropy approach concludes in this case.
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At first glance, this sounds like a reasonable approach, and in many problems,
it works well, but, as we will show, in uncertainty quantification, this idea does
not work. Indeed, let us consider a very simple example in which the algorithm 𝑓
simply add up 𝑛 values, i.e., when we compute 𝑦 = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛. Suppose that for
each 𝑖, the result ̃︀𝑥𝑖 of measuring the quantity 𝑥𝑖 is simply 0, and the upper bound
on the measurement error is ∆𝑖 = 1. This means that each value 𝑥𝑖 is located
somewhere on the interval [−1, 1].

In this case, the sum 𝑦 takes the largest value when each of the terms 𝑥𝑖
attains its largest value 1, and this largest value is 𝑛. Similarly, the smallest
possible value 𝑦 is attained when each of the terms 𝑥𝑖 attains its smallest value
−1, so this smallest value of 𝑦 is −𝑛. Thus, the range of possible values of 𝑦 is

[−𝑛, 𝑛]. (4)

What if we use Laplace’s principle? In this case, we assume that each 𝑥𝑖 is
uniformly distributed on the interval [−1, 1], and all these variables are independent.
Thus, for large 𝑛, according to the Central Limit Theorem (see, e.g., [14]), the
distribution of the sum 𝑦 is close to normal distribution. For each 𝑥𝑖 the mean is
0 and the variance is 1/3, so:

� the mean 𝜇 of the sum 𝑦 is the sum of 0s, i.e., 0, and

� the variance of the sum 𝑦 is the sum of the variances, i.e., 𝑛/3.

Thus, the standard deviation 𝜎 of 𝑦 is proportional to
√
𝑛.

It is known that with very high probability, all the values of a normally dis-
tributed random variable are located, in the interval [𝜇 − 𝑘 · 𝜎, 𝜇 + 𝑘 · 𝜎]: e.g. for
𝑘 = 6 the probability to be outside this interval is ≈ 10−8. Here, 𝜇 = 0, 𝜎 = 𝑐 ·

√
𝑛

for some 𝑐, so we conclude that with high confidence, the value 𝑦 is bounded by
6𝑐 ·

√
𝑛. But we know that 𝑦 can take value 𝑛 which, for large 𝑛, is much larger

than const ·
√
𝑛.

This shows that for the purposes of uncertainty quantification, we cannot just
select one possible probability distribution our of many possible ones and ignore
other possible distributions – this can drastically underestimate the inaccuracy of
the results of data processing – and thus, potentially lead to a disaster.

Need to go beyond the probabilistic approach: imprecise probabilities. So
far, we considered two types of possible situations:

� situations when we perform the full calibration and thus, we know the prob-
ability distribution of the measurement errors,

� situations when we do not perform any calibration, and thus, have no infor-
mation about the corresponding probabilities – all we know is the interval of
possible values of the measurement error.

In practice, we also sometimes encounter intermediate situations, when we perform
some calibration, but not enough to uniquely determine the probability distribu-
tions. As a result, we only have partial information about the probabilities – i.e.,
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we have several possible probability distributions which are all consistent with
our calibration results. Such situations are known as situations with imprecise
probabilities; see, e.g., [11] and references therein.

Need to go beyond the probabilistic approach: fuzzy case. In many practical
situations, instead of measurement results, we get expert estimates. This is not
typical in manufacturing, but this is a usual situation in medicine, in meteorology,
in biology, etc. These estimates often use imprecise (“fuzzy”) words from natural
language like “small”, “about 1.5”, etc. It is desirable to use these expert estimates
as inputs in data processing, but how? Computers are good in processing numbers,
but, as everyone knows, they are not yet as good in processing natural language.

To handle such fuzzy knowledge, we need to use special techniques – which
are known under the general name of fuzzy techniques; see, e.g., [5,9,12,15].

What we do in this chapter. In this chapter, we briefly explain how (and why)
to take these different types of beyond-traditional-probabilistic uncertainty into
account when processing data.

2. Case of Probabilistic Uncertainty: Reminder

Why do we need to describe the case of probabilistic uncertainty. To explain
techniques for dealing with non-traditional types of uncertainty, let us first briefly
recall how traditional probabilistic uncertainty is handled in data processing.

Data processing under probabilistic uncertainty: exact formulation of the
problem. Probabilistic uncertainty means that we know:

� the data processing algorithm 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛);

� the measurement results ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛; and

� the probability distributions 𝜌𝑖(∆𝑥𝑖) describing the probabilities of different
values of the measurement error ∆𝑥𝑖 = ̃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖.

We want to find the probability distribution for the value 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Bias is usually taken care of. In some cases, the mean value of the measurement
error is different from 0. In mathematical terms, this means that the corresponding
distribution has a bias. This happens: a clock may show time 2 minutes ahead,
etc. In such situations, it makes sense to re-scale the readings of the measuring
instrument – by subtracting this mean value. For example, for the clock, we
subtract 2 minutes from all its readings.

As a result, we have a probability distribution in which the mean value of the
measurement error is 0.

General case: Monte-Carlo simulations. For each 𝑖, we know the value ̃︀𝑥𝑖,
and we know the probability distribution 𝜌𝑖(̃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖) for the difference between the
measurement result ̃︀𝑥𝑖 and the actual (unknown) value 𝑥𝑖 of the corresponding
quantity. Thus, the formula 𝜌𝑖(̃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖) provides a probability distribution for 𝑥𝑖.
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So, to find the probability distribution for 𝑦, we can do the following: several
(𝑁) times 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 :

� we simulate each random variable ∆𝑥
(𝑘)
𝑖 distributed according to the 𝑖-th

given probability distribution 𝜌𝑖(∆𝑥𝑖);

� we simulate the values of 𝑥𝑖 as 𝑥(𝑘)𝑖 = ̃︀𝑥𝑖 − ∆𝑥
(𝑘)
𝑖 ; and

� we apply the data processing algorithm 𝑓 to the simulated values, resulting

in 𝑦(𝑘)
def
= 𝑓

(︁
𝑥
(𝑘)
1 , . . . , 𝑥

(𝑘)
𝑛

)︁
.

Since the values 𝑥(𝑘)𝑖 follow the exact same probability distribution as the actual
values 𝑥𝑖, the simulated values 𝑦(𝑘) follow the exact same probability distribution
as the desired quantity 𝑦. Thus, by analyzing the sample 𝑦(1), . . . , 𝑦(𝑁), we can find
all the characteristics of the desired probability distribution for 𝑦.

This simulation-based technique, when we literally simulate the measurement
errors, is known as Monte-Carlo simulations.

How accurate are Monte-Carlo simulations? It is known (see, e.g., [14]) that
the relative accuracy 𝜀 of Monte-Carlo technique – as any accuracy of estimating
a characteristic of a random variable from a sample of size 𝑁 – is proportional to
𝜀 ∼ 1/

√
𝑁 . Thus, to get the characteristics of ∆𝑦 = ̃︀𝑦 − 𝑦 with accuracy 𝜀, we

need to perform 𝑁 ∼ 𝜀−2 simulations.
In particular, to get accuracy 10%, we need to perform 𝑁 = 100 simulations.

Limitations of Monte-Carlo simulations. The data processing algorithm can
be very complicated and time-consuming. To use Monta-Carlo simulations, we
need to apply this algorithm 𝑁 times. As a result, determining the accuracy of
the result of data processing may require 100 time more computation time than
computations themselves.

Even after such a long time, all we get is a very crude approximate estimation
of accuracy – and to get a more accurate estimation, we need to perform even
more computations! How can we perform computations faster?

Possibility of linearization. A possibility to speed up uncertainty estimations
comes from the fact that measurement errors are usually relatively small:

∆𝑥≪ 𝑥 : (5)

� rough measurements can have accuracy 10%,

� more accurate measurements can have accuracy 3%, 1%, and even higher.

The expressions 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) are usually smooth. In such situations, we can
expand the expression for

∆𝑦 = ̃︀𝑦 − 𝑦 = 𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) − 𝑓 (̃︀𝑥1 − ∆𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛 − ∆𝑥𝑛) (6)

in Taylor series and keep only linear terms in this expansion – and ignore quadratic
and higher order terms. Indeed:
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� If ∆𝑥𝑖 ≈ 10%, then (∆𝑥𝑖)
2 ≈ 1% ≪ ∆𝑥𝑖.

� If ∆𝑥𝑖 ≈ 1%, then (∆𝑥𝑖)
2 ≈ 0.01% ≪ ∆𝑥𝑖, etc.

Thus, we get

∆𝑦 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖 · ∆𝑥𝑖, (7)

where we denoted 𝑐𝑖
def
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
.

How this can speed up computations. In the formula (7), the only values
depending on the data processing algorithm are partial derivatives 𝑐𝑖. In some
cases, we have explicit formula for these partial derivatives. In general, we can
estimate these partial derivatives by using numerical differentiation. Namely, by
definition, the derivative is a limit

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= lim

ℎ→0

𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑥𝑖 + ℎ, ̃︀𝑥𝑖+1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) − ̃︀𝑦
ℎ

. (8)

Limit means that for small ℎ, we have

𝑐𝑖 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
≈ 𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑥𝑖 + ℎ, ̃︀𝑥𝑖+1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) − ̃︀𝑦

ℎ
, (9)

and the smaller ℎ, the higher the accuracy of this approximation. Estimation of 𝑐𝑖
by using formula (9) is known as numerical differentiation.

To estimate all the value 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 this way, we need to call the algorithm 𝑓 :

� first, to compute the estimate ̃︀𝑦, and

� then 𝑛 more times to compute the values

𝑓 (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑥𝑖 + ℎ, ̃︀𝑥𝑖+1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) (10)

for 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

to the total of 𝑛+ 1 times.
When 𝑛 + 1 is smaller than the value 𝑁 corresponding to desired accuracy –

e.g., when 𝑛 + 1 < 100, the resulting computations are much faster than by using
the general Monte-Carlo simulations.

Comment. Of course, in the linearized approach, we still need to run 𝑁 (e.g., 100)
simulations, but these simulations no longer require calling 𝑓 , so they are fast.

Additional time saving: ubiquity of normal distributions. When 𝑛 is large,
and all error components are of the same order of magnitude, we can use the
Central Limit Theorem, according to which the distribution of the sum of the large
number of independent similarly distributed random variables is close to Gaussian
(normal). (To be more precise, the theorem states that this distribution tends to
normal when the number 𝑛 of terms in this sum tends to infinity.)
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Thus, for large 𝑛, we can safely conclude that the value ∆𝑦 is normally dis-
tributed. Also, since all the components ∆𝑥𝑖 have 0 mean, their linear combination
∆𝑦 also has a zero mean. A normal distribution is uniquely determined by its
mean and its standard deviation 𝜎. Since here, the mean is 0, all we need to find
is the standard deviation. This saves us computation time – since we only need to
compute one charateristic of the probability distribution.

Another simplification comes from the fact that, based on the formula (7), we
can conclude that

𝜎2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐2𝑖 · 𝜎2
𝑖 , hence 𝜎 =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐2𝑖 · 𝜎2
𝑖 , (11)

where 𝜎𝑖 is the standard deviation of ∆𝑥𝑖. Thus, there is no need for Monte-Carlo
simulations here: once we compute 𝜎𝑖, we can then use this explicit formula for 𝜎
– and, by the way, we will get the exact value of 𝜎, while simulations will only
lead to an approximate estimate.

Comment. The possibility to use normal distributions is not limited to the cases
when 𝑛 is large. In many cases, for each measuring instrument, the corresponding
measurement error ∆𝑥𝑖 itself comes from the joint effect of several error compo-
nents of approximately the same size and is, thus, itself normal. In such situations,
∆𝑦 is also normally distributed – as a linear combination of several independent
normally distributed random variables.

3. Case of Interval Uncertainty

What is interval uncertainty: reminder. In some situations, all we know
about each measurement error ∆𝑥𝑖 is that it can take any value from the interval
[−∆𝑖,∆𝑖], and we do not have any information about the probability of different
values from this interval. As a result, the actual value 𝑥𝑖 of the corresponding
quantity can take any value from the interval [̃︀𝑥𝑖 − ∆𝑖, ̃︀𝑥𝑖 + ∆𝑖].

Different values 𝑥𝑖 from these intervals lead, in general, to different values of
𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). All we can compute is the range of possible values of 𝑦, i.e., the
set

{𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 ∈ [̃︀𝑥1 − ∆1, ̃︀𝑥1 + ∆1] , . . . , 𝑥𝑛 ∈ [̃︀𝑥𝑛 − ∆𝑛, ̃︀𝑥𝑛 + ∆𝑛]} . (12)

The data processing algorithm is usually continuous. The range of a continuous
function on a connected set is also connected, so this range is also an interval [𝑦, 𝑦].

Computing the endpoints of this interval is known as interval computations;
see, e.g., [3,8,10].

Let us formulate this problem in precise terms.

Data processing under interval uncertainty: exact formulation of the prob-
lem. Interval uncertainty means that we know:

� the data processing algorithm 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛);
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� the measurement results ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛; and

� the upper bounds ∆𝑖 on the absolute values of the corresponding measure-
ment errors ∆𝑥𝑖 = ̃︀𝑥𝑖 − 𝑥𝑖.

We want to find the endpoints of the interval

[𝑦, 𝑦] =

{𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 ∈ [̃︀𝑥1 − ∆1, ̃︀𝑥1 + ∆1] , . . . , 𝑥𝑛 ∈ [̃︀𝑥𝑛 − ∆𝑛, ̃︀𝑥𝑛 + ∆𝑛]} . (13)

In general, this problem is not feasible. It is known that, in general, this prob-
lem is NP-hard – meaning that, unless P = NP (which most computer scientists
believe to be impossible), no feasible algorithm can always provide a solution to
this problem; see, e.g., [7].

In the linearized case, the problem becomes feasible. To solve the interval
computations problem, we can take into account that, in practice, measurement
errors are relatively small, and thus, for ∆𝑦, we can use a linearized formula (7).
To find the range of possible values of ∆𝑦, we need to find the largest and the
smallest values of this expression (7).

The sum attains its largest value when each of the terms 𝑐𝑖 ·∆𝑥𝑖 is the largest:

� When 𝑐𝑖 > 0, the term 𝑐𝑖 · ∆𝑥𝑖 is an increasing function of ∆𝑥𝑖. Thus, its
largest possible value is attained when ∆𝑥𝑖 ∈ [−∆𝑖,∆𝑖] attains its largest
possible value ∆𝑥𝑖 = ∆𝑖. In this case, the term 𝑐𝑖 · ∆𝑥𝑖 takes the form

𝑐𝑖 · ∆𝑖. (14)

� When 𝑐𝑖 6 0, the term 𝑐𝑖 · ∆𝑥𝑖 is a decreasing function of ∆𝑥𝑖. Thus, its
largest possible value is attained when ∆𝑥𝑖 ∈ [−∆𝑖,∆𝑖] attains its smallest
possible value ∆𝑥𝑖 = −∆𝑖. In this case, the term 𝑐𝑖 · ∆𝑥𝑖 takes the form

−𝑐𝑖 · ∆𝑖. (15)

Both expressions can be described by a single formula |𝑐𝑖| · ∆𝑖. Thus, the largest
possible value of ∆𝑦 is equal to

∆
def
=

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑐𝑖| · ∆𝑖. (16)

Similarly, we can prove that the smallest possible value of ∆𝑦 is equal to −∆.
So, the range of ∆𝑦 has the form [−∆,∆]. To find this range, it is sufficient to
compute the value ∆.

A straightforward way to compute ∆. A straightforward way to compute ∆
is to compute the partial derivatives by using the formula (9), and then use the
formula (16).
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Comment. This is similar to computing 𝜎2 in the case of normal distributions.

Limitations of the straightforward approach. When the number of inputs 𝑛
is large, and the data processing algorithms is complicated, in the straightforward
approach, to compute all partial derivatives, we need to call the algorithm 𝑓 many
(𝑛 + 1) times. For large 𝑛 – e.g., when 𝑛 is equal to several thousands – this is
not realistic.

How can we compute ∆ faster?

Cauchy-based techniques. We cannot directly use Monte-Carlo simulations –
since we do not know the probability distributions for ∆𝑥𝑖. However, it turns out
that we can use Monte-Carlo simulations indirectly, by using so-called Cauchy
distributions, for which the probability density function is proportional to

1

1 +
𝑥2

∆2

. (17)

This distribution is presented in many statistics textbook, not as an example
of something practically useful as many textbook examples of probability distribu-
tions, but usually as a pathological example – of a probability distribution for which
standard deviation is infinite. However, in data processing under uncertainty, this
distribution is very practically useful; see, e.g., [6,11].

Specifically, what is useful is the following property of this distribution:

� if we have 𝑛 independent random variables ∆𝑥𝑖 which are Cauchy distributed
with parameters ∆𝑖,

� then their linear combination (7) is also Cauchy distributed with the param-
eter described exactly by the formula (16)!

Thus, we can estimate ∆ as follow: several (𝑁) times 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 :

� we simulate each random variable ∆𝑥
(𝑘)
𝑖 distributed according to the Cauchy

distribution with parameter ∆𝑖;

� we simulate the values of 𝑥𝑖 as 𝑥(𝑘)𝑖 = ̃︀𝑥𝑖 − ∆𝑥
(𝑘)
𝑖 ; and

� we apply the data processing algorithm 𝑓 to the simulated values, resulting

in 𝑦(𝑘)
def
= 𝑓

(︁
𝑥
(𝑘)
1 , . . . , 𝑥

(𝑘)
𝑛

)︁
.

The resulting differences ∆𝑦(𝑘) = 𝑦(𝑘) − ̃︀𝑦 are then Cauchy distributed with param-
eter ∆. To find this value, we can use Maximum Likelihood method – i.e., find
the most probable value ∆. For Cauchy distribution, maximizing the corresponding
probability is equivalent to solving the following easy-to-numerically-solve equation
with one unknown ∆:

𝑁∑︁
𝑘=1

1

1 +

(︀
∆𝑦(𝑘)

)︀2
∆2

=
𝑁

2
. (18)
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Comment. It is important to comment that, in contrast to Monte-Carlo simulations,
when we simulate actual probability distributions, here, we are not simulating
actual distributions. Indeed:

� we know that the measurement errors are located inside the intervals
[−∆𝑖,∆𝑖]; but

� a Cauchy-distributed random variable can take, with positive probability, any
real value – including values outside this interval.

In this case, the probability distributions are not real – they are a computational
trick.

Which method should we use? We have described two methods for dealing with
interval uncertainty:

� a straightforward method that needs 𝑛 calls to the algorithm 𝑓 – as many
calls as there are inputs, and

� Cauchy method that needs 𝑁 ∼ 𝜀−2 calls to 𝑓 , where 𝜀 is the relative accuracy
with which we want to estimate ∆.

Clearly:

� if 𝑛 > 𝑁 , we should use the straightforward method, and

� if 𝑛 > 𝑁 , i.e., if we have many inputs, then we should use the Cauchy
method.

4. Case of Imprecise Probabilities

Formulation of the problem. In the probabilistic case, we assume that we
know the exact values of the parameters 𝑐𝑖𝑗 characterizing the distribution of mea-
surement errors for each input 𝑥𝑖. Based on this information, we estimate the
parameters 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚 of the resulting 𝑦-distribution.

In some cases, we only have partial information about the probability distribu-
tions of each input 𝑥𝑖; e.g.:

� instead of the exact values of the parameters 𝑐𝑖𝑗 characterizing this distribu-
tion,

� we only know bounds on these values, i.e., we only know intervals [𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗]
that contain the actual values of these parameters.

Different values 𝑐𝑖𝑗 from the corresponding intervals lead, in general, to different
values 𝑐𝑗. We thus need to find the ranges of possible values of these parameters
𝑐𝑗.

How can we find these ranges?
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Natural idea. For each combination of values 𝑐𝑖1, . . . , 𝑐𝑖𝑚 of the corresponding
parameters, we can use one of the above probabilistic-case algorithms – e.g.,
Monte-Carlo approach or linearization – to find the values 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚 of the param-
eters describing the resulting 𝑦-distribution. Thus, what we have, in effect, are
new algorithms 𝐹1, . . . , 𝐹𝑚 that:

� given the values 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 of the inputs and the values 𝑐𝑖𝑗 of the parameters
describing their uncertainty,

� estimate the parameter 𝑐𝑗 describing the uncertainty of the result 𝑦 of data
processing:

𝑐𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑐11, . . . , 𝑐1𝑚, . . . , 𝑐𝑛1, . . . , 𝑐𝑛𝑚). (19)

In our case, we do not know the exact values of the parameters 𝑐𝑖𝑗, we only
know the intervals [𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗] that contain these values. So, we can use one of the
above-described interval-case technique to find, for each 𝑗, the range of the function
𝐹𝑗 when 𝑐𝑖𝑗 ∈ [𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗]:

[𝑐𝑗, 𝑐𝑗] = {𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . . , 𝑐𝑖𝑗, . . .) : 𝑐𝑖𝑗 ∈ [𝑐𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗]}. (20)

These are exactly the desired ranges for the parameters 𝑐𝑗.

5. Case of Fuzzy Uncertainty

Formulation of the problem: reminder. Sometimes, for the inputs 𝑥𝑖, instead
of measurement results, we only have expert estimates, and these expert estimates
are described not in terms of numbers, but in terms of imprecise (“fuzzy”) words
from a natural language.

Computers do not understand natural language well, so we need to translate
this knowledge into numbers. How can we do it?

How to translate imprecise knowledge into numbers: a natural idea. For
precise statement like “𝑥1 is positive”, for each value 𝑥1, this statement is either
true or false. For example:

� this statement is true for 𝑥1 = 0.1, and

� this statement is false for 𝑥1 = −0.1.

For imprecise statement like “𝑥1 is small”, for some values 𝑥1, the expert
him/herself is not 100% sure. A natural idea is to ask an expert, for all possible
values 𝑥1, to describe his/her degree of confidence in this statement on some scale
– e.g., from 0 to 1, so that 0 means no confidence at all, while 1 means 100%
confidence. This natural idea – first proposed by Lotfi Zadeh – is one of the main
ideas of the techniques that he called fuzzy logic.

Of course, there are infinitely many possible values of each quantity 𝑥𝑖, so we
cannot ask the expert infinitely many question, so what we can do is:
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� ask about some values, and then

� perform some interpolation/extrapolation to cover values in between.

As a result, for each imprecise expert statement about 𝑥𝑖, we get a function 𝜇𝑖(𝑥𝑖)
that assigns, to each possible value of the quantity 𝑥𝑖, the degree to which the
expert is confident in this statement. This function is known as a membership
function.

Need for logic. Suppose that we have two expert statements:

� a statement 𝑆1(𝑥1) about 𝑥1 and

� a statement 𝑆2(𝑥2) about 𝑥2.

We can extract, from the expert, the degrees of belief 𝜇1(𝑥1) and 𝜇2(𝑥2) in these
statements corresponding to all possible values 𝑥1 and 𝑥2, but what we really need
is the degree to which a combined statement “𝑆1(𝑥1) and 𝑆2(𝑥2)” is true.

Theoretically, we can ask an expert to evaluate the desired degree for all pos-
sible pairs (𝑥1, 𝑥2), for all possible triples if we combine three statements, etc.
However, in practice, this is not feasible. Even if we take only 10 possible values
of each variable 𝑥𝑖, then, e.g., for five inputs we will need to ask 105 = 100000
questions – this is not feasible.

Since we cannot directly ask for the expert’s degree of confidence in complex
statements like “𝐴 and 𝐵” (or in similar statements of the type “𝐴 or 𝐵”), we
need to be able to estimate these degrees based on whatever information we have:
namely, degrees of confidence 𝑎 and 𝑏 in statements 𝐴 and 𝐵.

The algorithms computing the corresponding estimates 𝑓&(𝑎, 𝑏) for the degree
of confidence in “𝐴 and 𝐵” and 𝑓∨(𝑎, 𝑏) for the degree of confidence in “𝐴 or 𝐵”
are known as “and”-operations and “or”-operations. For historical reasons, they are
also known as t-norm and t-conorm.

The need for operations representing logical operations such as “and” and “or”
is what caused Zadeh to call this approach fuzzy logic.

Which “and”- and “or”-operations should we choose? To select appropriate op-
erations, let us list reasonable requirements. Let us start with the “and”-operation.

� First, the degree of confidence in a statement “𝐴 and 𝐵” – which is stronger
than both 𝐴 and 𝐵 – cannot be larger than our degrees of confidence in each
of the original statements 𝐴 and 𝐵:

𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑎 and 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑏. (21)

� Second, the statement “𝐴 and 𝐴” means the same as 𝐴, so we conclude that
𝑓&(𝑎, 𝑎) = 𝑎.

� Third, if we increase degree of confidence on one or both statements 𝐴 and 𝐵,
this can only increase our degrees of confidence in the combined statement
“𝐴 and 𝐵”: if 𝑎 6 𝑎′ and 𝑏 6 𝑏′, then 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑓&(𝑎′, 𝑏′).
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It turns out that these simple and natural requirements uniquely determine the
choice of the “and”-operation. Indeed:

� Suppose that 𝑎 6 𝑏. Then, by the first property, 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑎, by the second
property, 𝑓&(𝑎, 𝑎) = 𝑎, and by the third property,

𝑎 = 𝑓&(𝑎, 𝑎) 6 𝑓&(𝑎, 𝑏). (22)

From 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑎 and 𝑎 6 𝑓&(𝑎, 𝑏), we conclude that

𝑓&(𝑎, 𝑏) = 𝑎. (23)

� Suppose that 𝑏 6 𝑎. Then, by the first property, 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑏, by the second
property, 𝑓&(𝑏, 𝑏) = 𝑏, and by the third property,

𝑏 = 𝑓&(𝑏, 𝑏) 6 𝑓&(𝑎, 𝑏). (24)

From 𝑓&(𝑎, 𝑏) 6 𝑏 and 𝑏 6 𝑓&(𝑎, 𝑏), we conclude that

𝑓&(𝑎, 𝑏) = 𝑏. (25)

Both cases can be covered by a single expression 𝑓&(𝑎, 𝑏) = min(𝑎, 𝑏).
Let us now consider the “or”-operation. Here, we can also formulate three

natural properties.

� First, the degree of confidence in a statement “𝐴 or 𝐵” – which is weaker
than both 𝐴 and 𝐵 – cannot be smaller than our degrees of confidence in
each of the original statements 𝐴 and 𝐵:

𝑎 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏) and 𝑏 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏). (26)

� Second, the statement “𝐴 or 𝐴” means the same as 𝐴, so we conclude that
𝑓∨(𝑎, 𝑎) = 𝑎.

� Third, if we increase degree of confidence on one or both statements 𝐴 and 𝐵,
this can only increase our degrees of confidence in the combined statement
“𝐴 or 𝐵”: if 𝑎 6 𝑎′ and 𝑏 6 𝑏′, then 𝑓∨(𝑎, 𝑏) 6 𝑓∨(𝑎′, 𝑏′).

It turns out that these simple and natural requirements uniquely determine the
choice of the “or”-operation. Indeed:

� Suppose that 𝑎 6 𝑏. Then, by the first property, 𝑏 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏), by the second
property, 𝑓∨(𝑏, 𝑏) = 𝑏, and by the third property,

𝑓∨(𝑎, 𝑏) 6 𝑓∨(𝑏, 𝑏) = 𝑏. (27)

From 𝑏 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏) and 𝑓∨(𝑎, 𝑏) 6 𝑏, we conclude that

𝑓∨(𝑎, 𝑏) = 𝑏. (28)
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� Suppose that 𝑏 6 𝑎. Then, by the first property, 𝑎 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏), by the second
property, 𝑓∨(𝑎, 𝑎) = 𝑎, and by the third property,

𝑓∨(𝑎, 𝑏) 6 𝑓∨(𝑎, 𝑎) = 𝑎. (29)

From 𝑎 6 𝑓∨(𝑎, 𝑏) and 𝑓∨(𝑎, 𝑏) 6 𝑎, we conclude that

𝑓∨(𝑎, 𝑏) = 𝑎. (30)

Both cases can be covered by a single expression 𝑓∨(𝑎, 𝑏) = max(𝑎, 𝑏).
Thus, we select 𝑓&(𝑎, 𝑏) = min(𝑎, 𝑏) and 𝑓∨(𝑎, 𝑏) = max(𝑎, 𝑏).

Towards data processing under fuzzy uncertainty. Suppose that we know the
algorithm 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) that is used in data processing, and our information
about each input 𝑥𝑖 is described by a membership function 𝜇𝑖(𝑥𝑖). We want to
describe the degree 𝜇(𝑦) to which different values of 𝑦 are possible.

A value 𝑦 is possible if there exist values 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 for which 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
and for which “𝑥1 is possible and 𝑥2 is possible, etc.”, i.e., if:

� either the statement in quotes holds for one tuple (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) for which
𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

� or this statement holds for another tuple (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) for which 𝑦 =
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), etc.

For each 𝑖, the degree to which each value 𝑥𝑖 is possible is equal to 𝜇𝑖(𝑥𝑖).
Here, “and” is represented by minimum, so the degree to which the statement in
quotes in satisfied is equal to min(𝜇1(𝑥1), . . . , 𝜇𝑛(𝑥𝑛)).

Here, “or” is represented by maximum, so the desired degree is equal to

𝜇(𝑦) = max{min(𝜇1(𝑥1), . . . , 𝜇𝑛(𝑥𝑛)) : 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑦}. (31)

This formula – first proposed by Zadeh – is known as Zadeh’s extension principle.
How can we use this principle for computations? The idea comes from the fact

that while expert’s conclusions are often imprecise, we need to eventually make
decisions. We can rarely achieve full confidence, so a natural idea is to select some
threshold 𝛼 and to make a decision if the degree of confidence is greater than or

equal to 𝛼. The set of all such values x(𝛼)
def
= {𝑥 : 𝜇(𝑥) > 𝛼} is known as the 𝛼-cut

of the corresponding membership function.
Once we know all 𝛼-cuts, we can then uniquely determine the original mem-

bership function 𝜇(𝑥) – namely, for each 𝑥, the value 𝜇(𝑥) is the smallest value 𝛼
for which 𝑥 ∈ x(𝛼). Thus, instead of describing the expert’s statement by a mem-
bership function, we can describe it by listing 𝛼-cuts corresponding to different
levels 𝛼.

Usually, an expert can only provide a degree from 0 to 1 with accuracy 0.1
– e.g., it is difficult to distinguish between degrees of confidence 0.30 and 0.31.
Thus, it is sufficient to only describe 𝛼-cuts corresponding to

𝛼 = 0, 𝛼 = 0.1, 𝛼 = 0.2, . . . , 𝛼 = 0.9, 𝛼 = 1.0. (32)
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For most natural language words, the degree of confidence first increases then
decreases. For such membership functions, each 𝛼-cut is an interval.

It turns out that 𝛼-cuts are useful in processing fuzzy inputs. Indeed, when
is 𝜇(𝑦) > 𝛼, i.e., when is 𝑦 ∈ (𝛼)? According to the formula (31), this means
that there exists some values 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) for which 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) and for which
min(𝜇1(𝑥1), . . . , 𝜇𝑛(𝑥𝑛)) > 𝛼., The last inequality, in its turn, means that 𝜇𝑖(𝑥𝑖) > 𝛼
for all 𝑖, i.e., that 𝑥𝑖 ∈ x𝑖(𝛼). Thus, 𝑦 ∈ y(𝛼) means that 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) for
some 𝑥𝑖 ∈ x𝑖(𝛼). In other words, the 𝛼-cut for 𝑦 is the range of the function
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) on the 𝛼-cuts for 𝑥𝑖:

y(𝛼) = {𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 ∈ x1(𝛼), . . . , 𝑥𝑛 ∈ x𝑛(𝛼)}. (33)

We already know how to compute this range, so we arrive at the following algo-
rithm for processing fuzzy uncertainty.

How to process fuzzy uncertainty: algorithm. We know the data processing
algorithm 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), and we know the membership functions 𝜇𝑖(𝑥𝑖) describing
the expert’s knowledge of the inputs.

Then, for each 𝛼 = 0, 0.1, . . . , 0.9, 1.0:

� First, for each 𝑖, we compute the corresponding 𝛼-cuts. These 𝛼-cuts will be
intervals.

� Then, we use one of the above-described interval methods to compute the
range (33).

The resulting 𝛼-cuts y(𝛼) describe the resulting information about the desired
quantity 𝑦.

6. How to Take Uncertainty into Account in Machine
Learning – Especially in Deep Learning

Formulation of the problem. The above techniques assume that we know the
equations that describe the system’s behavior and the system’s dynamics – and
thus, we have an algorithm 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) that estmates the desired quantity 𝑦
based on the known values 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

In many practical situations, however, we do not have this knowledge, we
must determine the system’s dynamics based on its observed behavior. This is the
subject of machine learning; see, e.g., [1,2]. In this case:

� in several cases 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, we know the values 𝑥(𝑘)1 , . . . , 𝑥
(𝑘)
𝑛 , and 𝑦(𝑘);

� based on these values, the machine learning algorithm find an algorithm
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) for which

𝑦(𝑘) ≈ 𝑓
(︁
𝑥
(𝑘)
1 , . . . , 𝑥(𝑘)𝑛

)︁
(34)

for all 𝑘.
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At present, one of the main tools for machine learning is deep learning; see,
e.g., [2] and references therein.

A natural question is: how do we take into account uncertainty with which we
know the inputs?

Straightforward approach and its limitations. Once we have an algorithm
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – whether it is explicitly given or presented as a neural network –
we can apply one of the above techniques to take care of the input’s uncertainty.

The limitation of this straightforward approach is that it requires to run the
neural network several times – so the time needed to take uncertainty into account
is much longer than the time needed to compute the estimate itself.

How can we speed up this process?

Natural idea. Once we have trained the neural network – or any other appro-
priate tool – to estimate 𝑦, i.e., once we come up wth an appropriate algorithm
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), we can then use one of the above algorithms, on several cases, to
estimate how uncertainty in the inputs lead to uncertainty in the result. In all these
cases, for different values 𝑥(𝑘)𝑖 of the input and for different parameters 𝑐(𝑘)1 , . . . , 𝑐

(𝑘)
𝑛

of the corresponding uncertainty (standard deviations, upper bounds, etc.), we get
not only the estimate 𝑦(𝑘) for the quantity 𝑦, we also get an estimate 𝑐(𝑘) for the
resulting uncertainty in 𝑦.

Then, a natural idea is to train a new neural network 𝑐 =
𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) so that:

� given the inputs 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 and the information 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 about the uncer-
tainty of these inputs,

� this neural network will return the corresponding parameters 𝑐.

In other words, we want to find a function 𝐹 for which

𝑐(𝑘) = 𝐹
(︁
𝑥
(𝑘)
1 , . . . , 𝑥(𝑘)𝑛 , 𝑐

(𝑘)
1 , . . . , 𝑐(𝑘)𝑛

)︁
(35)

for all 𝑘.
Then, to find the corresponding uncertainty, you will need to run a neural

network – namely, the neural network corresponding to 𝐹 – only once.

Comment. Most of the above techniques involve applying the algorithm 𝑓 not only
to the original results 𝑥(𝑘)𝑖 but also to perturbed values. This may help not only to
estimate uncertainty: it will also help to avoid a big problem of deep learning, that
often, a minor change in the input drastically changes the result. For example,
changing a small number of pixels in the image of a cat can lead the network to
conclude that it is a dog; see, e.g., [2].

Good news is that such confusing perturbations are rare, and often, this prob-
lem disappears if we add additional noise. So, if we train the neural network not
only on the original values 𝑥𝑖, but also on perturbed values, this may not only help
to estimate the resulting uncertainty, it will also help to avoid wrong results.
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АНАЛИТИКА ДАННЫХ ЗА ПРЕДЕЛАМИ ТРАДИЦИОННОГО
ВЕРОЯТНОСТНОГО ПОДХОДА К НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ

В. Крейнович
к.ф.-м.н., профессор, e-mail: vladik@utep.edu

Техасский университет в Эль Пасо, США

Аннотация. Данные для обработки в основном поступают из измерений, а изме-
рения никогда не бывают абсолютно точными: всегда есть «ошибка измерения» —
разница между результатом измерения и фактическим (неизвестным) значением
измеряемой величины. Во многих приложениях важно выяснить, как эти ошиб-
ки измерения влияют на точность результата обработки данных. Традиционные
методы обработки данных неявно предполагают, что нам известны распределе-
ния вероятностей. Однако во многих практических ситуациях у нас есть лишь
частичная информация об этих распределениях. В некоторых случаях все, что
нам известно, — это верхняя граница абсолютного значения ошибки измерения.
В других случаях данные поступают не из измерений, а из экспертных оценок.
В этой статье мы объясняем, как оценить точность результатов обработки дан-
ных во всех этих ситуациях. Мы попытались объяснить не только какие методы
можно использовать, но и почему эти методы были предложены и успешно при-
меняются. Надеемся, что этот обзор будет полезен как специалистам, решающим
практические проблемы, так и исследователям, заинтересованным в расширении
и улучшении существующих методов.

Ключевые слова: обработка данных, неопределённость, интервальная неопреде-

лённость, неточные вероятности, нечёткая неопределённость, машинное обучение,

глубокое обучение.
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Аннотация. Рассматривается применение системы компьютерной алгебры
GAP при решении задач теории классов конечных групп, в частности пакет
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1. Введение

В настоящее время на решение разнообразных математических задач на-
правлено большое количество систем компьютерной математики. Системы ком-
пьютерной математики делают доступным применение мощных математических
методов при решении прикладных задач, повышают наглядность и конкрет-
ность абстрактных концепций как в процессе обучения, так и в исследова-
ниях. К системам компьютерной математики можно отнести: Maple, Mathcad,
MATLAB, Wolfram Mathematica, GAP, MAGMA и др. Каждая из них направ-
лена на решение задач в определённых областях науки. Система компьютерной
алгебры Maple предназначена для символьных вычислений, способна выпол-
нять сложнейшие аналитические вычисления, которые иногда не под силу даже
опытным математикам [1]. Система компьютерной алгебры Mathcad ориентиро-
вана на подготовку интерактивных документов с вычислениями и визуальным
сопровождением [2]. Система компьютерной алгебры MATLAB решает множе-
ство компьютерных задач — от сбора и анализа данных до разработки готовых
приложений [3]. Система компьютерной алгебры MAGMA направлена на ре-
шение задач в области алгебры, теории чисел, комбинаторики [4].

В связи с тем, что GAP является свободно распространяемым пакетом и по-
мимо базовых математических возможностей GAP преимущественно представ-
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ляет функционал для решения задач вычислительной теории групп, в частности
для работы с группами матриц и подстановок, конечными группами, классами
конечных групп и др., для решения задач теории классов конечных групп наи-
более целесообразно использовать систему компьютерной алгебры GAP.

2. О системе GAP

Аббревиатура GAP происходит от Groups, Algorithms and Programming —
группы, алгоритмы и программирование. Разработка системы компьютерной
алгебры GAP стартовала в 1985 году в г. Аахен (Германия) под руководством
Иоахима Ньюбюсера (Joachim Neubuser). К настоящему времени GAP стал
международным научным проектом, объединяющим единомышленников в об-
ласти алгебры, теории чисел, математической логики, информатики и других
наук. Основными центрами разработки системы являются университет Сент-
Эндрюса (Шотландия, Великобритания), университет Аахена (Брауншвейг,
Германия) и университет штата Колорадо (США) [5].

Система GAP свободно распространяема, открыта и расширяема. Она вклю-
чает в себя исходные тексты на двух языках: ядро системы написано на Си, а
библиотека функций — на специальном языке, также называемом GAP. Язык
программирования GAP является объектно-ориентированным и напоминает по
синтаксису Pascal. Используя исходные тексты как наглядное пособие, пользо-
ватели могут создавать собственные программы [5].

Система компьютерной алгебры GAP содержит множество пакетов, направ-
ленных на решение задач теории конечных групп. К ним относятся:

� CRISP — для решения задач теории классов конечных групп;

� FORMAT — для работы с формациями конечных разрешимых групп;

� GrpConst — для построения групп заданного порядка;

� IRREDSOL — библиотека неприводимых разрешимых линейных групп
над конечными полями и конечных примитивных разрешимых групп;

� Nilmat — для вычислений с нильпотентными матричными группами и др.

В настоящей работе рассматриваются решения задач теории классов Фит-
тинга, классов Шунка, формаций [6]. Напомним, что класс групп — совокуп-
ность групп, содержащая с каждой своей группой G и все ей изоморфные
группы [6].

Со второй половины 1960-х годов важное место в теории разрешимых групп
стали занимать исследования, связанные с классами Фиттинга. Следует от-
метить, что сам термин «класс Фиттинга» возник, исходя из долгосрочной
программы структурного анализа конечных групп, предложенной в 1938 году
Х. Фиттингом, в которой впервые систематически использовался нильпотент-
ный радикал групп. В дальнейшем классы Фиттинга стали рассматриваться и
как самостоятельные объекты изучения.
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Классы Фиттинга разрешимых групп впервые упоминаются в статье Фише-
ра [7] в 1966 году. В ней классы Фиттинга были введены двойственным образом
к формациям, классам групп, замкнутым относительно фактор-групп и отно-
сительно подпрямого произведения. Двойственность заключалась в том, что
определение классов Фиттинга получалось из определения формаций заменой
фактор-групп на нормальные подгруппы. В статье Фишера, Гашюца, Хартли
[8] впервые рассматриваются классы Фиттинга конечных групп.

Напомним, что класс Фиттинга — класс групп, замкнутый относительно
нормальных подгрупп и произведений нормальных подгрупп; класс Шунка —
класс групп, который одновременно замкнут относительно факторгрупп и яв-
ляется примитивно замкнутым классом; формация — класс групп, замкнутый
относительно факторгрупп и подпрямых произведений [6].

Для решения задач теории классов конечных групп нами был использован
пакет CRISP системы компьютерной алгебры GAP. В теории классов конечных
групп пакет CRISP можно применять при:

1. Решении задач теории классов Фиттинга и множеств Фиттинга;

2. Решении задач теории классов Шунка;

3. Решении задач теории формаций.

Использовав возможности пакета CPISP при решении задач теории классов
Фиттинга и множеств Фиттинга, мы выяснили, что пакет CRISP позволяет:

� создавать классы Фиттинга;

� проверять, является ли заданное множество группы G множеством Фит-
тинга;

� создавать множества Фиттинга [9].

При решении задач теории классов Шунка и формаций пакет CRISP позво-
ляет решать следующие задачи:

� создавать классы Шунка;

� создавать формации [9].

С помощью пакета CRISP также разработан комплекс программ, позволяю-
щий решать следующие задачи теории классов конечных групп:

1. Проверять, является ли класс групп классом Фиттинга.

2. Проверять, является ли класс групп классом Шунка.

3. Проверять, является ли класс групп формацией.
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3. Заключение

Компьютерная математика — новое направление науки и техники, возник-
шее на стыке классической математики и информатики. Пользователи с помо-
щью современных систем компьютерной математики способны решать многие
математические и прикладные задачи.

Для решения вычислительных задач в области теории классов конечных
групп наиболее перспективной системой является GAP, так как GAP являет-
ся свободно распространяемым пакетом и представляет достаточно большой
функционал для решения задач вычислительной теории групп.
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Abstract. The application of the GAP computer algebra system in solving problems of
the theory of classes of finite groups, in particular the CRISP package, is considered.
The types of problems in the theory of finite groups are given that can be solved using
the computer algebra system GAP, in particular, whether the class of finite groups is
a Fitting class, a Schunck class, or a form.
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Введение

Объектом исследования являлась лаборатория физики нефтегазовых систем
и пластов (ФНСиП) ОАО «НижневартовскНИПИнефть».

В научно-исследовательской деятельности важно уделять внимание не толь-
ко самому процессу проведения лабораторных исследований, но также грамот-
ному и эффективному учёту материалов исследования, применяемого оборудо-
вания и прочего [6–8].

Возможность своевременно получить достоверную информацию по имеюще-
муся в наличии оборудованию позволяет оперативно решать возникающие в хо-
де работы проблемы, планировать модернизацию, ремонт, хранение и текущее
обслуживание, что, в итоге, тоже положительно сказывается на производитель-
ности труда на предприятии: позволяет избежать простоев и минимизировать
потери времени, связанные с выходом техники из строя.

Так, к примеру, керн является носителем геологической информации о нед-
рах, раскрытие которой начинается с момента его извлечения. Исследования
керна могут быть продолжены по мере необходимости через значительный про-
межуток времени. Поэтому учёт материалов кернохранилища является весьма
актуальной задачей. А автоматизация процесса составления программы иссле-
дований для требуемого материала также повысит производительность и эф-
фективность работ.
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1. Анализ предметной области и постановка задачи

Разрабатываемый программный продукт ориентирован на предприятия, за-
нимающиеся литолого-петрофизическими исследованиями, в частности, про-
дукт создаётся для лаборатории Физики нефтегазовых систем и пластов ОАО
«НижневартовскНИПИнефть».

Лаборатория ФНСиП проводит комплексные лабораторные исследования
литолого-петрофизических характеристик образцов керна и осуществляет свою
деятельность на рынке сервисных услуг в области петрофизических исследова-
ний с 1987 года.

Данная лаборатория располагает достаточными площадями для полномас-
штабных исследований и долгосрочного хранения керна. Она оборудована
калибровочными установками для проведения петрофизических исследований
керна и обеспечена специализированным программным комплексом «Сапфир»,
позволяющим обслуживать всю технологическую цепочку исследования керна,
анализировать и хранить данные.

Лабораторные исследования пород-коллекторов и пластовых флюидов про-
водятся с целью получения информации о характеристиках ёмкости, фильтра-
ции пород-коллекторов нефти и газа. Результаты этих исследований исполь-
зуются для подсчёта запасов, составления технических проектов разработки,
интерпретации материалов геофизических исследований скважин. Также ре-
зультаты исследования петрофизических и механических свойств пластовых
систем на кернах могут быть использованы для повышения эффективности
проведения гидроразрывов пластов.

В настоящий момент лаборатория проводит работы на определение:

1. Коэффициента абсолютной газопроницаемости при стационарной или
нестационарной фильтрации;

2. Коэффициента открытой пористости;

3. Минералогической плотности;

4. Коэффициента водоудерживающей способности;

5. Коэффициентов остаточной водонасыщенности и нефтенасыщенности;

6. Общей карбонатности пород;

7. Коэффициента удельного электрического сопротивления;

8. Скорости распространения упругих волн;

9. Петрографическое описание породы в шлифах;

10. Коэффициента вытеснения и остаточной нефтенасыщенности и фазовой
проницаемости;

11. Деформационно-упругих свойств горных пород;
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12. Капиллярного давления насыщенных образцов керна.

Помимо основной исследовательской деятельности в лаборатории ведётся
учёт материалов кернохранилища, проводятся проверки собственного оборудо-
вания, составляются программы исследований, представляются отчёты о полу-
ченных результатах и выполняется множество других сопутствующих исследо-
ванию работ.

Для выполнения каждого заказа на исследование сотрудники лаборатории
составляют программу его проведения – список работ, необходимых для опре-
деления нужных параметров. Также необходимо следить за состоянием обору-
дования лаборатории. При этом составление программ исследований для каж-
дого нового заказа производится сотрудниками вручную. Впоследствии они
хранятся в бумажном виде либо на компьютере в формате текстовых докумен-
тов, что затрудняет поиск нужной информации в дальнейшем. Учёт оборудова-
ния ведётся только в бухгалтерии в разрезе документов.

На основе этих данных было принято решение включить в информационную
систему лаборатории подсистемы учета оборудования и автоматизации состав-
ления программ исследования.

Проводимые лабораторией ФНСиП исследования керна и пластовых флю-
идов востребованы и актуальны. Данные о запасах нефти, информация, необ-
ходимая для составления технических проектов разработки, очень важны при
эксплуатации и разработке месторождений. Поэтому для повышения количе-
ства производимых исследований и уменьшения трудозатрат на их проведение
необходимо автоматизировать большинство сопутствующих исследованию ра-
бот.

В процессе анализа предметной области были выявлены следующие задачи
автоматизации:

1. Учёт лабораторного оборудования;

2. Учёт материальных средств лаборатории;

3. Автоматизация составления программ исследований.

Для этого при проведении инвентаризации оборудования лаборатории необ-
ходимо было учитывать следующие сведения:

1. Название оборудования;

2. Описание и назначение оборудования;

3. Состав оборудования;

4. Характеристики оборудования;

5. Состояние оборудования;

6. Дата последней проверки.
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Таким образом, программный продукт должен был обеспечить:
- возможность ввода, хранения и редактирования информации и представ-

ления форм отчётности;
- поиск необходимой информации;
- анализ состояния лабораторного оборудования;
- экспорт отчётов в MS Word;
- интерфейс, удобный для пользователя;
- печать форм отчётности по результатам выполненных работ.
Следовательно, главная задача заключалась в проектировании [11, 13] и

разработке базы данных для хранения информации о заказчиках, районах ис-
следования, сведений о выполняемых работах и оборудовании, с организацией
необходимой защиты имеющихся данных путём использования средств аутен-
тификации и шифрования. Разработка проводилась средствами среды Borland
C++ Builder v6.0 [1-5], [15]. Стандартными компонентами этой среды разра-
ботки реализована связка механизма ADO с базой данных MS Access через
ODBC.

2. Определение критериев качества продукта

Руководствуясь стандартом ISO 9126-1, были выбраны критерии качества
продукта, на которые ориентировались при разработке информационной систе-
мы.

1. Функциональность — набор атрибутов, характеризующий соответствие
функциональных возможностей ПО набору требуемой пользователем
функциональности. Детализируется следующими подхарактеристиками:

- пригодностью для применения;

- корректностью (правильностью, точностью);

- защищённостью.

2. Правильность (корректность) — программный продукт нацелен на предо-
ставление в ходе использования корректных для пользователя результа-
тов.

3. Способность к взаимодействию с MS Office путём выгрузки отчётов.

4. Защищённость. В программу внедрены системы аутентификации и шиф-
рования. Аутентификация позволяет ограничить доступ, а шифрование
защитит от несанкционированного копирования информации.

5. Надёжность — набор атрибутов, относящихся к способности ПО сохра-
нять свой уровень качества функционирования в установленных усло-
виях за определённый период времени. Все исключительные ситуации
корректно будут обработаны в режиме реального времени, о чём пользо-
ватель будет проинформирован в случае возникновения такой ситуации.
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Правильная обработка ошибок позволит на месте определять характер
действий пользователя, при которых и возникает ошибка в программе.

6. Эффективность. Программный продукт обеспечивает требуемую произво-
дительность решения функциональных задач с учётом количества исполь-
зуемых вычислительных ресурсов в установленных условиях.

7. Практичность (применимость). Программный продукт обладает интуитив-
но понятным интерфейсом, что приводит к лёгкости освоения процесса
работы с ним. Это делает его довольно привлекательным для любого
уровня пользователей.

8. Мобильность — набор атрибутов, относящихся к способности ПО быть
перенесённым из одного окружения в другое.

3. Проектирование и разработка программного продукта

Для хранения данных программы использована реляционная база данных
[14, 15]. Схема данных и место подсистем во всей информационной системе
представлена на рисунке 1.

Рис. 1. Схема данных и место подсистем во всей ИС

В интерфейс программного продукта встроено средство регистрации поль-
зователей системы. В качестве основных идентификационных данных внесено
имя пользователя (логин) и пароль. Политика разграничения прав пользовате-
лей системы помогает выстроить чёткую иерархию взаимодействия сотрудников
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Рис. 2. Главная форма информационной системы

с программой, а также действует как защитный барьер от несанкционирован-
ных действий.

В подсистемах учёта оборудования и автоматизации создания программ ис-
следования предусмотрено разделение ролей пользователей:

� администратор;
� обычный пользователь.
Основное требование к пользовательскому интерфейсу — его эргономич-

ность. Цель создания эргономичного интерфейса состоит в том, чтобы отоб-
разить информацию настолько эффективно, насколько это возможно для че-
ловеческого восприятия [10]. Для этого необходимо минимизировать общую
информацию на экране и отображать только ту, которая нужна пользователю
в данный момент. Ещё одна немаловажная задача эргономичного интерфейса –
структурировать отображение на экране таким образом, чтобы привлечь вни-
мание к наиболее важным единицам информации. Изображение главной формы
информационной системы представлено на рисунке 2.

В целях минимизации возникновения возможных ошибок и неточностей, а
также облегчения труда сотрудников в систему встроен механизм справочни-
ков.

В подсистеме создано три справочника:
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Рис. 3. Форма справочника «Заказчики»

Рис. 4. Форма справочника «Районы исследований»

� заказчики;
� районы исследования;
� виды исследования.
Справочник «Заказчики» предназначен для хранения, редактирования су-

ществующих и добавления новых данных о заказчиках. Форма работы со спра-
вочником показана на рисунке 3.

Справочник «Районы исследований» хранит информацию о месторождениях
и скважинах. Его изображение представлено на рисунке 4.

Данные о проводимых лабораторией работах хранятся в справочнике «Виды
исследований». Для удобной навигации и ускорения поиска необходимой услу-
ги работы были разбиты на категории. В справочнике содержится информация
о наименовании услуги, объекте исследования и её стоимости. Категории также
можно добавлять или изменять текущие. Форма справочника представлена на
рисунке 5.

Рассмотрим формы подсистемы учёта оборудования. Учёт проводится в ос-
новном для слежения за текущим состоянием оборудования. Помимо этого в
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Рис. 5. Форма справочника «Виды исследований»

Рис. 6. Главная форма подсистемы учёта оборудования

любой момент времени можно получить сведения о его составе и характери-
стиках. На рисунке 6 показана главная форма подсистемы.

Форма характеристик оборудования показана на рисунке 7. На ней приве-
дены названия выбранного оборудования и список его характеристик. Список
включает в себя наименование характеристики, ее значение и размерность.

Форма изображения оборудования представлена на рисунке 8. Изображение
можно изменить, выбрав из файла новое, или удалить.
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Рис. 7. Форма характеристик оборудования

Рис. 8. Форма изображения оборудования

Ещё одним требованием к подсистеме является реализация механизма фор-
мирования отчётности. Содержание отчёта можно изменять. Доступны следу-
ющие виды отчёта:

� отчёт о состоянии всего оборудования лаборатории;
� список исправного оборудования;
� список неисправного оборудования;
� список оборудования, нуждающегося в проверке.
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В процессе тестирования данного программного продукта была проверена
работоспособность программы в стандартных условиях, на уровне отдельных
функций и модулей и всей программы в общем, а также при вводе заведомо
неверных или сложных входных данных. По результатам проведённого тести-
рования можно сказать, что программа успешно выполняет все функции и
справляется с нестандартными ситуациями без прерывания и возникновения
фатальных ошибок.

В ходе тестирования программы не выявлено никаких нарушений, которые
могли привести к сбою в работе программы. Это обеспечивается минимизацией
введения данных пользователем с клавиатуры. Основные значения выбираются
из выпадающих списков либо вычисляются автоматически. В дополнение к
этому на каждом шаге осуществляется контроль входных и выходных данных.

Заключение

Основным назначением разработанного программного продукта является по-
вышение эффективности и качества проводимых лабораторией работ. Реализа-
ция учёта оборудования позволит постоянно контролировать состояние техники
и своевременно проводить её проверки. Автоматизация процесса составления
программ исследований приведет к уменьшению затрачиваемого времени на
проведение рутинных операций и также позволит определить, возможно ли
проведение того или иного исследования в зависимости от состояния необхо-
димого оборудования.

Разработанные механизмы поиска по выбираемым критериям и механизмы
формирования отчётности также позволят экономить значительную часть ра-
бочего времени сотрудников лаборатории. В программе реализованы некоторые
аспекты информационной безопасности, а именно: передача и хранение в базе
данных шифрованных паролей и механизм авторизации.

На основании вышесказанного можно сделать вывод, что разработанный
продукт является законченным и может быть рекомендован к внедрению в
лаборатории ФНСиП.
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Введение

Придомовые, муниципальные и федеральные собственности и/или террито-
рии порой приходят в негодность, а также происходят некоторые другие собы-
тия, о которых можно сообщать для решения возникших проблем.

С целью получения информации об этих событиях были созданы различные
государственные сервисы по обработке обращений граждан. Однако зачастую
чётко не описываются критерии, по которым модератору или самому гражда-
нину можно однозначно отнести запрос к конкретной категории.

Решить такую проблему можно с помощью обработки содержимого обраще-
ния с целью автоматического определения категории. Предложенное решение
позволит сократить ошибочные категории, что может ускорить процесс обра-
ботки запроса. Кроме того, исключит участие человека в определении кате-
гории обращения, что также благоприятно скажется на скорости обработки
обращения.

Таким образом, целью является проверка работоспособности описанной вы-
ше идеи с использованием ранее разработанного алгоритма [1].

Определены следующие задачи:

1. Описать правила для обработки обращений граждан.

2. В качестве результата отправлять полученную категорию в формате
JSON.
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В данной статье будут описаны особенности использования алгоритма, раз-
работанного для извлечения смысла из текста в контексте создания форм дан-
ных, который подробно описан в статье [1], и возникшие сложности в реали-
зации поставленных задач.

1. Постановка задачи

В качестве базы для описания правил и проверки работы алгоритма были
получены обращения граждан из Республики Татарстан с объёмом более 25
тыс. записей.

Вся полученная информация об обращении разбита на следующие виды:

1. Дата подачи заявки;

2. Долгота;

3. Широта;

4. Адрес;

5. Категория, присвоенная модератором;

6. Описание заявки;

7. id исполнителя;

8. Статус заявки.

Для автоматического определения категории необходимы поля «Описание
заявки» и «Адрес», а для составления правил – ещё дополнительно «Категория,
присвоенная модератором».

Рассмотрим несколько примеров обращений из разных категорий, не вклю-
чая поле «Адрес», т. к. оно зачастую имеет стандартный формат и интереса в
данный момент не представляет:

Таблица 1. Примеры заявок и их категории

Категория Заявка

Содержание и ремонт
муниципальных дорог

Сделать съезд

Доступная среда Сделать вход для колясочников установить пандус
на входной группе к организации Спорт прогноз в
здании где нет пандуса

Благоустройство терри-
тории

Сзади гаражного сектора и частных домов образо-
валась стихийная свалка. Просим привести в по-
рядок
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В первой заявке явно указано действие, которое при отсутствии другой
информации можно отнести к указанной категории.

Категория второй заявки определяется с помощью действий («сделать вход»,
«установить пандус») и уточняющей информации — «для колясочников», также
можно выделить причину заявки: «нет пандуса»; и место: «на входной группе»,
«к организации Спорт прогноз».

В третьей заявке действием будет «привести в порядок», местом — «сзади
гаражного сектора и частных домов», а причиной — «образовалась стихийная
свалка».

На примерах выше можно определить, информацию какого смысла необхо-
димо извлекать из запроса для определения его категории: действие, место и
причина.

Важно отметить, что не в каждом обращении обязательно будут присутство-
вать все три параметра, такие запросы наиболее часто встречаются и их также
нужно обрабатывать. Поэтому предлагается использовать в качестве результата
списки с правилами, которые удалось распознать. Более того, такой подход поз-
волит разобрать обращения, в которых имеется избыточная для категоризации
информация.

2. Реализация

2.1. Сравнение данной задачи с построением форм ввода данных

Основное отличие от описанного в статье [1] алгоритма заключается в по-
лучаемом ответе после обработки. Если при обработке запроса в контексте
форм ввода данных целью являлось определить смысл запроса, то в данном
случае целью является по смыслу запроса определить его категорию, т. е. вы-
явление смысловых частей «действие», «место» и «причина» будет происходить
на этапе семантического анализа. Притом теперь получить необходимо не один
результат работы, а всё, что удалось найти во входящем запросе.

Каждое дерево, выделяющее смысловые части «действие», «место» и «при-
чина» строится по алгоритму на рис. 1.

С целью получения категории было необходимо описать дополнительное
дерево решений, которое по выделенному смыслу обращения отправляло ответ
в виде категории данного обращения.

Однако если это отличие можно было описать ещё одним алгоритмом и
реализовать за достаточно короткий промежуток времени, то правила для об-
работки таких обращений было необходимо заново описать вручную, что и за-
няло большую часть времени для проверки возможности использования ранее
реализованного алгоритма.

Рассмотрим работу изменённого алгоритма на примере запроса «Благоустро-
енная площадка превратилась в свалку мусора», ожидаемая категория: «Благо-
устройство территории».

Начальным значением, подаваемым на вход алгоритма является сам тексто-
вый запрос. Далее с помощью синтаксического анализа выявляются цепочки
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конец запроса

начало

нет

конец

да

перейти к
корневому узлу

взять
нормализованное
слово из запроса

на данной глубине дерева
существует ребро, помеченное    

этим словом?

да

спуститься к узлу
вниз

создать ребро,
помеченное этим

словом

создать узел с
пустым правилом

нет

добавить в текущий
узел правило

Рис. 1. Алгоритм построения дерева принятия решений

слов, которые после обработки семантическим анализом можно отнести к опи-
санным ранее смысловым частям. Затем по выявленным значениям смысловых
частей дерево определения категории пытается найти правило и отнести запрос
к конкретной категории, что и будет являться результатом обработки запроса.
Общий алгоритм обработки запроса представлен на рис. 2.

На этапе семантического анализа были разобраны следующие смысловые
части:

[{
"type":"reason",
"lexemes":["свалк","мусор"]

}]

где "type" — это смысловая часть запроса «причина», а "lexemes" — список
разобранных лексем. Заметим, что результатом является именно список, т. к.
именно на этом этапе определяются и другие смысловые части запроса.
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начало

конец

Провести 
синтаксический

анализ

Конец запроса?

да

Запомнить результат
обработанной части

запроса

Перейти к первой не
обработанной части

запроса

есть результат

нет результата

нет

Выдать категорию
запроса

Провести семантический
анализ

Дерево определения категории по
полученным выше результатам выявляет

категорию

Рис. 2. Алгоритм обработки запросов граждан

С помощью дерева определения категории обращения из полученных правил
можно получить следующий результат:

{
"category":"Благоустройство территории"

}

Всего для определения категорий было описано более 8 тыс. правил лек-
сического анализа, 5 тыс. на каждый из синтаксического и семантического
анализов, а также более 4,5 тыс. правил для определения категории запроса.

В среднем правильность определения категории составила 75 %.
Для улучшения данного показателя необходимо либо вручную дописать

правила для неправильно обработанных запросов, либо изменить подход к ре-
шению поставленной задачи. В качестве альтернативного решения можно при-
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менить алгоритмы автоматического построения деревьев решений с помощью
библиотек на языке Python.

2.2. Возникшие сложности

Стоит отметить, что в процессе описания правил для анализаторов были
выявлены множественные несоответствия установленной категории и самого
запроса. Схожие по смыслу запросы зачастую относились то к категории «Бла-
гоустройство территории», то к категории «Содержание и ремонт муниципаль-
ных дорог», что только усложнило процесс описания правил, т. к. для опре-
деления категории необходимо выявить чёткие границы и ключевые слова, к
какой категории полученный запрос необходимо отнести.

Для решения этой проблемы стало необходимо изучить законодательство
в разделении обязанностей между управляющими органами. Таким образом,
придомовая территория и дороги прилегающие к ней — остаются на обеспече-
нии управляющей компании дома, что относится к категории «Благоустройство
территории». Обращения о разрушенных или не обслуживаемых дорогах города
— к категории «Содержание и ремонт муниципальных дорог», а обращения о
трассах между городами — к категории «Содержание и ремонт федеральных
дорог».

Также помимо ошибочных категорий были обнаружены неразделённые по
видам информации запросы. К примеру, поле «Описание заявки» одного за-
проса могло включать помимо самого текста обращения информацию ещё о
нескольких других, не относящихся к данному, запросов.

По большей части данные выглядели следующим образом:
«текст обращения 1//id исполнителя//Статус заявки Дата подачи
заявки//Долгота//Широта//47/36-1, Адрес//Категория, присвоенная мо-
дератором//текст обращения 2//id исполнителя Статус заявки//».

Для упрощения проверки работоспособности алгоритма было решено не
приводить ошибочные данные описанного выше вида к эталонному, а оста-
вить их без обработки, т. к. для описания правил и проверки работы самого
алгоритма было достаточно и меньшего объёма данных.

Заключение

Из описанного в статье можно сделать вывод, что разработанный ранее
алгоритм для обработки голосовых запросов в контексте создания форм доста-
точно просто применяется и в других областях.

Преимуществом предложенного в настоящей и предыдущей статьях алго-
ритма является простота его расширения: при появлении не обрабатываемых
ранее формулировок достаточно добавить несколько правил в деревья приня-
тия решений и провести автоматизированные тесты для проверки корректности
работы.

Однако сам процесс описания правил занимает весьма значительную долю
от всего процесса разработки сервиса.
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