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Аннотация. Энергия излучения электромагнитного поля в некотором про-
межутке частот пропорциональна квадрату модуля Фурье-образа этого по-
ля. Определение энергии излучения составляет прямую задачу и имеет са-
мостоятельную ценность в решении многих задач теории излучения. Пред-
ставляет большой интерес, по известному спектру распределения энергии
излучения по частотам, найти функцию электромагнитного поля, создав-
шую этот спектр, т. е. решить обратную задачу теории излучения. В рабо-
те решается указанная обратная задача, а именно, отыскивается функция
электромагнитного поля по известной функции спектра, имеющей конечное
число нулей на частотном промежутке.
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Большое количество работ посвящено исследованию излучения электромаг-
нитных волн [1–11]. Рассматриваются прямые характеристики излучения: спек-
тральный состав, угловая направленность и др.

С точностью до определённого типа констант прямая задача исследования
излучения начинается с равенства:⃒⃒⃒⃒

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
= 𝑆 (𝜔) , (1)

в котором Е(t) — заданная функция.
При решении обратной задачи теории излучения волн предполагается про-

тивоположный подход. Известным считается спектр излучения волн, заданный
функцией 𝑆(𝜔), а требуется вычислить функцию поля Е(t), создающую этот
спектр.

В работах [12–14] показано, что извлечение квадратного корня в равенстве
(1) невозможно.

Отыскиваемая функция E(t) должна удовлетворять физическим ограниче-
ниям. Первое такое ограничение заключается в том, что функцию E(t) мож-
но считать заданной на положительной полуоси. Действительно, для создания
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наблюдаемого спектра электромагнитное поле имеет своё начало. Не умаляя
общности, начало действия этого поля можем совместить с моментом времени
t равным нулю. Сказанное реализуется, например, в устройствах под названи-
ем ондуляторы [4, 5]. Таким образом, Фурье-образ электромагнитного поля в
общем случае может быть представлен односторонним интегралом Фурье:

Φ+ (𝜔) =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡. (2)

Такое обозначение Фурье-образа (равенство (2)) удобно с точки зрения
дальнейшего изложения.

Спектральная функция представляет собой модуль Фурье-образа, возведён-
ный в квадрат, т. е. справедливо равенство:

𝑆 (𝜔) = Φ+ (𝜔) ·
(︀
Φ+ (𝜔)

)︀*
, (3)

здесь звездочкой помечено комплексное сопряжение функции.
Комплексно-сопряженную функцию этого равенства (3) можно записать по-

разному. В случае отображения функции E(t) на отрицательную полуось нечет-
ным образом получим:

(︀
Φ+ (𝜔)

)︀*
=

(︂
1√
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡
)︂*

= − 1√
2𝜋

∫︁ 0

−∞
𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡 = Φ− (𝜔) .

(4)
Если продолжить функцию E(t) на отрицательную полуось как четную, то

получится равенство:

(︀
Φ+ (𝜔)

)︀*
=

(︂
1√
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡
)︂*

=
1√
2𝜋

∫︁ 0

−∞
𝐸 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡 = −Φ− (𝜔) .

(5)
Возможность отображений (4), (5) приводит к поиску функции поля E(t) как

нечетной функции (в случае (4)) или четной функции (в случае (5)), представ-
ленной односторонними интегралами Фурье (2), (4), (5) как на положительной,
так и на отрицательной полуосях.

Следующее ограничение, накладываемое на функцию E(t), сводится к тре-
бованию интегрируемости её по модулю в квадрате, т. е. того, что E(t) отно-
сится к классу L2 [15, с. 12] и к функции E(t), применимо условие Гельдера
[16, с. 52]. При указанных ограничениях равенства (2), (4), (5) представляют
собой предельные значения односторонних интегралов Фурье [15, с. 24].

Тогда функции Φ+ (𝜔), Φ− (𝜔) также принадлежат классу Н (говорят: удо-
влетворяют условию Гельдера [16, с. 20]).

В работе [15, с. 20] показана связь односторонних интегралов Фурье с
интегралами типа Коши.

Принятые ограничения сводят задачу к равенству:

Φ+ (𝜔) · Φ− (𝜔) = 𝑆 (𝜔) , (6)
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если функция E(t) на отрицательную полуось отображена нечётно, и равенству:

Φ+ (𝜔) ·
(︀
−Φ− (𝜔)

)︀
= 𝑆 (𝜔) , (7)

если функция E(t) на отрицательную полуось имеет чётное отображение.
Мы накладывали условия на искомую функцию поля E(t). Однако для неко-

торых ограничений возможен и другой подход. Если функции Φ+ (𝜔), Φ− (𝜔)
удовлетворяют условию Гёльдера, то и их произведение удовлетворяет этому
условию [16, с. 20]. Тогда согласно равенствам (6), (7) мы должны потребовать,
чтобы функция 𝑆 (𝜔) удовлетворяла условию Гёльдера. Но если функция 𝑆 (𝜔)
удовлетворяет условию Гёльдера и справедливы равенства (6), (7), то и функ-
ции Φ+ (𝜔), Φ− (𝜔) удовлетворяют этому условию, а, следовательно, функция
электромагнитного поля E(t) также будет удовлетворять этому условию.

Предположим, что заданная функция 𝑆 (𝜔) определена и отлична от ну-
ля на системе интервалов действительной оси L. L состоит из 𝑛 интервалов
положительной действительной оси частот за исключением точек — концов от-
резков 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘), в которых функция 𝑆 (𝜔) обращается в ноль. Расстояние
𝑎 (𝜔𝑘+1) − 𝑏 (𝜔𝑘) между концом k-го и началом следующего k+1-го отрезков
равно нулю. Во всех точках L определены логарифмы левых и правых частей
равенств (6), (7). Логарифмируя равенства (6), (7), получим:

ln Φ+ (𝜔) = (−1) · ln Φ− (𝜔) + ln𝑆 (𝜔) , 𝜔 ∈ 𝐿, (8)

ln Φ+ (𝜔) = (−1) · ln
(︀
−Φ− (𝜔)

)︀
+ ln𝑆 (𝜔) , 𝜔 ∈ 𝐿. (9)

Здесь равенства (8), (9) соответствуют нечётному и чётному отображению
функции E(t) на отрицательную полуось. Данные равенства при сделанных
выше предположениях можно рассматривать как краевую задачу Римана [15,
с. 27; 16, с. 106], заданную на действительной оси 𝜔 с разрывным коэффици-
ентом

𝐺 (𝜔) =

{︃
−1, 𝜔 ∈ 𝐿,

1, 𝜔 /∈ 𝐿
(10)

и свободным членом

𝑔 (𝜔) =

{︃
ln𝑆 (𝜔) , 𝜔 ∈ 𝐿,

0, 𝜔 /∈ 𝐿.
(11)

Учитывая введенные обозначения (10), (11), задачу можно записать в виде

ln Φ+ (𝜔) · ln
(︀
±Φ− (𝜔)

)︀
+ 𝑔 (𝜔) . (12)

Знаки плюс или минус перед функцией Φ− (𝜔) в (12) означают нечётное
(знак +) и чётное (знак –) продолжение функции E(t) на отрицательную полу-
ось. Коэффициент задачи 𝐺 (𝜔) имеет разрывы первого рода в конечных точках
отрезков 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘). Для того чтобы устранить разрыв коэффициента 𝐺 (𝜔),
следуя [16, с. 442], сделаем замену

ln
(︀
±Φ± (𝜔)

)︀
=

𝑛∏︁
𝑘=1

[︃(︂
𝜔 − 𝑎 (𝜔𝑘)

𝜔 ± 𝑖

)︂𝛾𝑘

·
(︂
𝜔 − 𝑏 (𝜔𝑘)

𝜔 ± 𝑖

)︂𝛾′
𝑘

]︃
· Φ±

1 (𝜔) . (13)
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После замены задача (12) примет вид

Φ+
1 (𝜔) = 𝐺 (𝜔) Φ−

1 (𝜔) + 𝑔1 (𝜔) , (14)

где

𝐺1 (𝜔) =
𝑛∏︁

𝑘=1

[︃(︂
𝜔 − 𝑖

𝜔 + 𝑖

)︂−𝛾𝑘

·
(︂
𝜔 − 𝑖

𝜔 + 𝑖

)︂−𝛾′
𝑘

]︃
·𝐺 (𝜔)

и

𝑔1 (𝜔) =
𝑛∏︁

𝑘=1

[︃(︂
𝜔 − 𝑎 (𝜔𝑘)

𝜔 + 𝑖

)︂−𝛾𝑘

·
(︂
𝜔 − 𝑏 (𝜔𝑘)

𝜔 + 𝑖

)︂−𝛾′
𝑘

]︃
· 𝑔 (𝜔) .

В (14) функции вида [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 , по определению [16, с. 25], после
перехода через точки 𝑎 (𝜔𝑘), 𝑏 (𝜔𝑘) получат множитель exp [𝑖2𝜋𝛾𝑘]. Например,
многозначная функция [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 на интервале (−∞; 𝑎 (𝜔𝑘)) имеет
главное значение [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 , а после прохождения точки 𝑎 (𝜔𝑘) (на
интервале (𝑎 (𝜔𝑘) ; ∞) получит значение, равное [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 exp [𝑖2𝜋𝛾𝑘].
Скачок функции [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 в точке 𝑎 (𝜔𝑘) равен exp [𝑖2𝜋𝛾𝑘]. При этом,
если скачок функции 𝐺 (𝜔) в точке 𝜔 = 𝑎 (𝜔𝑘) равен exp [𝑖2𝜋𝛾𝑘], то это приведёт
к непрерывности произведения [(𝜔 − 𝑖) / (𝜔 + 𝑖)]−𝛾𝑘 ·𝐺 (𝜔) в этой точке. Следова-
тельно, нужным подбором 𝛾𝑘 и 𝛾′𝑘 мы можем устранить разрывы коэффициента
𝐺 (𝜔) в точках 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘). Запишем

𝛾𝑘 = 1
2𝜋𝑖

(︁
𝑙𝑛𝐺(𝑎(𝜔𝑘)−0)

𝐺(𝑎(𝜔𝑘)+0)
− 𝑖2𝜋æ𝑘

)︁
,

𝛾
′

𝑘 = 1
2𝜋𝑖

(︁
𝑙𝑛𝐺(𝑏(𝜔𝑘)−0)

𝐺(𝑏(𝜔𝑘)+0)
− 𝑖2𝜋æ

′

𝑘

)︁
,

(15)

где 𝐺 (𝑎 (𝜔𝑘) − 0), 𝐺 (𝑎 (𝜔𝑘) + 0) и 𝐺 (𝑏 (𝜔𝑘) − 0), 𝐺 (𝑏 (𝜔𝑘) + 0) — лево- и право-
сторонние пределы коэффициента в точках 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘), а æ𝑘 и æ′

𝑘 — целые
числа. Сумма целых чисел æ𝑘 и æ𝑘 определяет индекс æ задачи, т. е. æ =
æ𝑘+æ′

𝑘, а набор целых чисел 𝛾𝑘 и 𝛾′𝑘 определяет функции, в классе которых
отыскивается решение [16, с. 101].

В рамках данной работы имеет физический смысл лишь класс ограничен-
ных функций. Действительно, если предположить обратное, допустив решение
задачи (14), удовлетворяющее в окрестностях точек 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘) условиям:⃒⃒

Φ±
1 (𝜔)

⃒⃒
6 𝐶

|𝜔−𝑎(𝜔𝑘)|𝜆
, 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜆 < 1,⃒⃒

Φ±
1 (𝜔)

⃒⃒
6 𝐶′

|𝜔−𝑏(𝜔𝑘)|𝜆
′ , 𝐶 ′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜆′ < 1.

(16)

Учитывая замену (13), будем иметь оценки

|Φ± (𝜔)| 6 𝑒
𝐶1

|𝜔−𝑎(𝜔𝑘)|𝜆1 𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜆1 < 1,

|Φ± (𝜔)| 6 𝑒

𝐶′
1

|𝜔−𝑏(𝜔𝑘)|
𝜆′1 𝐶 ′

1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜆′1 < 1,

(17)

согласно которым функции Φ± (𝜔) экспоненциально расходятся в окрестностях
точек 𝑎 (𝜔𝑘) и 𝑏 (𝜔𝑘), но это противоречит равенствам (3–7). Следовательно,
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единственно возможным классом физически реализуемых решений является
класс ограниченных функций. В этом классе из (15) найдём 𝛾𝑘 = 𝛾′𝑘 = 1/2, æ𝑘

= – 1, æ′
𝑘 = 0. Индекс задачи (14) æ = – n. С учетом найденных величин 𝛾𝑘,

𝛾′𝑘, æ𝑘, æ′
𝑘, æ задача (14) запишется:

Φ+
1 (𝜔) =

(︂
𝜔 − 𝑖

𝜔 + 𝑖

)︂−𝑛

· Φ−
1 (𝜔) +𝑅 (𝜔) , (18)

𝑅 (𝜔) =

⎧⎨⎩
(𝜔+𝑖)𝑛·ln𝑆(𝜔)√∏︀𝑛

𝑘=1[(𝜔−𝑎(𝜔𝑘))(𝜔−𝑏(𝜔𝑘))]
, 𝜔 ∈ 𝐿

0, 𝜔 /∈ 𝐿,
(19)

а соответствующая ей однородная задача

Φ+
1 (𝜔) =

(︂
𝜔 − 𝑖

𝜔 + 𝑖

)︂−𝑛

· Φ−
1 (𝜔) . (20)

имеет лишь нулевое решение [16, с. 433], а неоднородная задача (18) разреши-
ма однозначно, если выполнены 𝑛 условий разрешимости:∫︁ 𝑏(𝜔𝑘)

𝑎(𝜔𝑘)

ln𝑆 (𝜔)√︀
(𝜔 − 𝑎 (𝜔𝑘)) (𝜔 − 𝑏 (𝜔𝑘))

· 𝜔𝑘−1 · 𝑑𝜔 = 0, (21)

которые с физической точки зрения означают, что электромагнитное поле,
выраженное ограниченной функцией E(t), может создать спектр, задаваемый
функцией 𝑆 (𝜔) на каждом интервале (𝑎 (𝜔𝑘) ; 𝑏 (𝜔𝑘)).

Решение задачи (18) при выполнении условий (21) в односторонних инте-
гралах Фурье запишется в виде:

Φ+
1 (𝜔) =

1√
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝑟 (𝑥) · 𝑒𝑖𝜔𝑥 · 𝑑𝑥, (22)

Φ−
1 (𝜔) =

(︂
𝜔 − 𝑖

𝜔 + 𝑖

)︂𝑛

·
(︂
− 1√

2𝜋

∫︁ 0

−∞
𝑟 (𝑥) · 𝑒𝑖𝜔𝑥 · 𝑑𝑥

)︂
, (23)

Здесь функция r(x) является оригиналом Фурье преобразования функции 𝑅 (𝜔)
и запишется в виде:

𝑟 (𝑥) = − 1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑅 (𝑥) · 𝑒−𝑖𝑥𝑤 · 𝑑𝜔. (24)

Принимая во внимание замену (13) и вводя функции

𝜒+ (𝜔) =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝑟 (𝑥) · 𝑒𝑖𝜔𝑥 · 𝑑𝑥, (25)

𝜒− (𝜔) = − 1√
2𝜋

∫︁ 0

−∞
𝑟 (𝑥) · 𝑒𝑖𝜔𝑥 · 𝑑𝑥, (26)
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для которых справедливо равенство Сохоцкого [16, с. 37]

𝜒+ (𝜔) − 𝜒− (𝜔) = 𝑅 (𝜔) , (27)

найдём решение задачи (8), (9) при нечётном (чётном) отображении E(t) на
отрицательную ось соответственно:

Φ+ (𝜔) = 𝑒𝐿
+(𝜔), (28)

Φ− (𝜔) = ±𝑒𝐿−(𝜔), (29)

где минус в (29) после знака равенства соответствует чётному отображению,

𝐿± (𝜔) =

√︀∏︀𝑛
𝑘=1 [(𝜔 − 𝑎 (𝜔𝑘)) (𝜔 − 𝑏 (𝜔𝑘))]

(𝜔 + 𝑖)𝑛
· 𝜒± (𝜔) .30)

Согласно равенствам (2), (4), (28), (29) полное Фурье-преобразование элек-
тромагнитного поля E(t) при нечетном отображении на отрицательную полуось
запишется в виде:

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐸1 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡 = Φ+ (𝜔) − Φ− (𝜔) = 𝑒𝐿

+(𝜔) + 𝑒𝐿
−(𝜔) = 𝐾 (𝜔) ; (30)

при чётном отображении, учитывая равенства (2), (5), (28), (29), получим

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐸2 (𝑡) · 𝑒𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝑡 = Φ+ (𝜔) − Φ− (𝜔) = 𝑒𝐿

+(𝜔) + 𝑒𝐿
−(𝜔) = 𝑃 (𝜔) . (31)

Из равенств (30), (31) найдём обратные Фурье-преобразования:

𝐸1 (𝑡) =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾 (𝜔) · 𝑒−𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝜔, (32)

𝐸2 (𝑡) =
1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑃 (𝜔) · 𝑒−𝑖𝜔𝑡 · 𝑑𝜔. (33)

В равенстве (33), учитывая ранее принятые предположения, для всех неот-
рицательных 𝑡 необходимо выбрать действительную нечётную составляющую
функции E1(t), а в выражении (33) для функции E2(t) необходимо для всех
неотрицательных t взять действительную чётную составляющую. Тогда отыс-
киваемое электромагнитное поле E(t) при заданной функции спектра 𝑆 (𝜔) на
интервалах (𝑎 (𝜔𝑘) ; 𝑏 (𝜔𝑘)) и выполнении условий (21) определится равенством

E(t) = E1(t) + E2(t). (35)

Таким образом, если функция спектра 𝑆 (𝜔), имеющая конечное число нулей
на частотном промежутке, удовлетворяет условию Гёльдера и выполняются n
(число нулей) условий разрешимости, то по заданной функции спектра 𝑆 (𝜔)
определяется функция E(t) электромагнитного поля, создавшая данный спектр.
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AN INVERSE PROBLEM OF THE THEORY OF THE ELECTROMAGNETIC
RADIATION FOR A FUNCTION SPECTRUM WITH A FINITE NUMBER OF

ZEROS
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Dostoevsky Omsk State University, Omsk, Russia

Abstract. The radiation energy of an electromagnetic field in a certain frequency
interval is proportional to the square of the modulus of the Fourier transform of
this field. The determination of the radiation energy is a direct problem and has
an independent value in solving many problems of radiation theory. It is of great
interest, according to the known spectrum of the energy distribution of radiation
over frequencies, to find the function of the electromagnetic field that created this
spectrum, i.e. solve the inverse problem of radiation theory. In this paper, the
above inverse problem is solved, namely, the function of the electromagnetic field is
sought from a known function of the spectrum having a finite number of zeros on the
frequency interval.

Keywords: radiation spectrum function, electromagnetic field, inverse problem of

radiation theory, zeros of the spectrum function, one-sided Fourier integrals, the

Riemann boundary value problem.
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