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Аннотация. В работе рассматриваются двумерные изэнтропические те-
чения политропного газа, возникающие после мгновенного разрушения
непроницаемой стенки в начальный момент времени, отделяющей неод-
нородный покоящийся газ от вакуума. В качестве математической модели
используется система уравнений газовой динамики с учётом силы тяжести.
С помощью начальных данных строится фоновое течение и распространя-
ющаяся по нему звуковая характеристика. В системе уравнений газовой
динамики вводится автомодельная особенность в независимую перемен-
ную 𝑥 и для полученной системы ставится задача Коши с данными на зву-
ковой характеристике. Из необходимых условий разрешимости находятся
начальные условия. Далее решение начально-краевой задачи строится в
виде степенного ряда. Коэффициенты ряда находятся при интегрировании
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Введение

Среди задач об истечении газа в вакуум выделяется задача о распаде специ-
ального разрыва. Впервые эту задачу решил Риман для плоско-симметричных
течений. Пусть слева от непроницаемой поверхности 𝑥 = 0 находится покоя-
щийся газ, а справа — вакуум, в момент времени 𝑡 = 0 непроницаемая стенка
𝑥 = 0 мгновенно разрушается, и начинается истечение газа в вакуум. Эта
задача называется задачей о распаде специального разрыва. Введя в систему
уравнений газовой динамики автомодельную переменную 𝑦 = 𝑥

𝑡
, Риман нашёл
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точное решение [1]

𝑢 =
2

𝛾 + 1

(︁𝑥
𝑡
+ 𝑐0

)︁
, 𝑐 = −𝛾 − 1

𝛾 + 1

𝑥

𝑡
+

2

𝛾 + 1
𝑐0,

которое получило название центрированной волны Римана. Причём начальные
значения параметров газа разрывны в точке 𝑥 = 0. Таким образом Риману уда-
лось построить решение задачи о распаде специального разрыва в физическом
пространстве, когда из разрывных начальных данных при 𝑡 = 0 получается
течение газа непрерывное при 𝑡 > 0.

В дальнейшем решение задачи о распаде специального разрыва для одно-
мерных и многомерных течений удавалось построить в виде сходящихся рядов
только в специальном функциональном пространстве [2]–[8]. Начально-краевая
задача ставилась в пространстве, где независимая пространственная перемен-
ная и неизвестная функция плотности газа (или скорости звука газа) менялись
ролями. В частности, было построено двумерное решение задачи о распаде
специального разрыва при учёте силы тяжести [6]. Основным достоинством
этих работ является получение закона движения границы газ-вакуум и значе-
ний параметров газа на ней. Это позволило получить граничные условия для
численного моделирования течений, примыкающих к вакууму. Тем не менее
применение построенных решений для численного моделирования течений в
физическом пространстве представляет большие трудности. Поэтому в дан-
ной работе будет построено решение задачи о распаде специального разрыва
в физическом пространстве с помощью введения автомодельной особенности в
независимую переменную 𝑥.

1. Постановка задачи

Будут рассматриваться двумерные изэнтропические течения политропного
газа со следующими искомыми газодинамическими параметрами: 𝑐 = 𝜌

𝛾−1
2 —

скорость звука газа; 𝑢,𝑤 — декартовы координаты вектора скорости газа; 𝑡, 𝑥, 𝑧
— независимые переменные. Здесь: 𝜌 — плотность газа; 𝛾 > 1 — показатель
политропы газа.

В момент 𝑡 = 0 непроницаемая стенка Γ с уравнением 𝑥 = 0 отделяет
идеальный политропный покоящийся газ от вакуума. В задаче предполагается,
что газ находится справа от стенки, а вакуум — слева и на газ действует сила
тяжести (1). Будет предполагаться, что в начальный момент времени 𝑡 = 0 на
стенке Γ функция 𝑐|Γ > 0, то есть имеет место разрыв плотности газа.

В момент 𝑡 = 0 непроницаемая стенка Γ мгновенно разрушается и начи-
нается вдоль стенки 𝑧 = 0 истечение газа в вакуум (2). В рассматриваемой
задаче сохраняется область покоящегося газа. В результате распада разрыва
возникает течение, граничащее с областью покоящегося газа и называемое да-
лее волной разрежения. Волна разрежения отделена от области покоящегося
газа линией Γ12, являющейся звуковой характеристикой этих течений, на ней
имеет место слабый разрыв. С другой стороны волна разрежения примыкает к
вакууму через свободную границу Γ02.
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Рис. 1. Области покоя и вакуума

Рис. 2. Области покоя, вакуума и волны разрежения

В данной работе будут строиться закон движения звуковой характеристики
Γ12 и волна разрежения.

Система уравнений, описывающая изэнтропические течения идеального по-
литропного газа в условиях действия силы тяжести, имеет вид [2]:

𝑐𝑡 + 𝑐𝑥𝑢+ 𝑐𝑧𝑤 +
𝛾 − 1

2
𝑐(𝑢𝑥 + 𝑤𝑧) = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑢+ 𝑢𝑧𝑤 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑥 = 0, (1)

𝑤𝑡 + 𝑤𝑥𝑢+ 𝑤𝑧𝑤 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑧 = −𝑔,

где 𝑔 — ускорение свободного падения.
В [6] неоднородный покоящийся газ определялся следующими формулами:

𝑢 = 𝑤 = 0, 𝑐 = 𝑐0(𝑧) =
√︀
𝑐200 − (𝛾 − 1)𝑔𝑧.

Закон движения характеристики Γ12 : 𝑥 = 𝑥0(𝑡, 𝑧) определяется из решения
дифференциальной задачи [1]

𝑥0𝑡 = 𝑐0(𝑧)
√︁

1 + 𝑥2
0𝑧, 𝑥0(0, 𝑧) = 0. (2)
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По теореме Ковалевской, задача (2) имеет единственное аналитическое ре-
шение. Представим это решение в виде ряда по степеням 𝑡

𝑥0(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑥0𝑘(𝑧)
𝑡𝑘

𝑘!
. (3)

Из уравнения (2) имеем

𝑥00(𝑧) = 0, 𝑥01(𝑧) = 𝑐0(𝑧).

Продифференцируем уравнение (2), получим

𝑥0𝑡𝑡 = 𝑐0(𝑧)
𝑥0𝑧𝑥0𝑡𝑧√︀
1 + 𝑥2

0𝑧

, 𝑥02(𝑧) = 0.

Продифференцируем уравнение (2) два раза, будем иметь

𝑥0𝑡𝑡𝑡 = 𝑐0(𝑧)

[︃
𝑥2
0𝑧𝑥

2
0𝑡𝑧√︀

(1 + 𝑥2
0𝑧)

3
+

𝑥2
0𝑡𝑧 + 𝑥0𝑧𝑥0𝑡𝑡𝑧√︀

1 + 𝑥2
0𝑧

]︃
, 𝑥03(𝑧) = 𝑐0(𝑧)𝑐02𝑧 (𝑧).

Поскольку 𝑐0𝑧(𝑧) =
−(𝛾 − 1)𝑔

2
√︀

𝑐200 − (𝛾 − 1)𝑔𝑧
=

−(𝛾 − 1)𝑔

2𝑐0(𝑧)
, то 𝑥03(𝑧) =

(𝛾 − 1)2𝑔2

4𝑐0(𝑧)
.

Лемма 1. Коэффициенты ряда (3) имеют следующий вид 𝑥02𝑘 = 0.

Лемма доказывается индукцией по 𝑘. База индукции следует из структуры
начальных коэффициентов ряда (3). Далее после индуктивного предположения
следующее дифференцирование уравнения (2) приводит к нулевой правой части
соответствующего коэффициента.

Единственное аналитическое решение задачи (2), что позволяет поставить
начальные данные на характеристике Γ12:

𝑢|Γ12 = 0, 𝑤|Γ12 = 0, 𝑐|Γ12 = 𝑐0(𝑧). (4)

В системе (1) сделаем следующую замену переменных

𝑡 = 𝑡
′
, 𝑧 = 𝑧

′
, 𝑦 =

𝑥− 𝑥0(𝑡, 𝑧)

𝑡
.

Тогда производные пересчитаются по формулам

𝜕

𝜕𝑥
=

1

𝑡

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡′
−

(︁𝑦
𝑡
+

𝑥0𝑡

𝑡

)︁ 𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧′ −
𝑥0𝑧

𝑡

𝜕

𝜕𝑦
.

В дальнейшем штрих опускается. В новых переменных характеристика Γ12 за-
даётся уравнением 𝑦 = 0.

В результате такой замены вместо системы (1) получается система:
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𝑡(𝑐𝑡 + 𝑐𝑧𝑤) + (𝑢− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)𝑐𝑦 +
𝛾 − 1

2
𝑐(𝑢𝑦 − 𝑥0𝑧𝑤𝑦 + 𝑡𝑤𝑧) = 0,

𝑡(𝑢𝑡 + 𝑢𝑧𝑤) + (𝑢− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)𝑢𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑦 = 0, (5)

𝑡(𝑤𝑡 + 𝑤𝑧𝑤) + (𝑢− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)𝑤𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐(𝑡𝑐𝑧 − 𝑥0𝑧𝑐𝑦) = −𝑔𝑡.

Заметим также, что поверхность 𝑡 = 0 является характеристикой кратности
три. Это значит, начальные условия для системы (5) нельзя задать произволь-
ным образом. Они получаются из необходимых условий разрешимости, которые
должны быть согласованы с условиями (4).

Для удобства дальнейшего исследования преобразуем систему (5). Второе
уравнение системы умножим на 𝛾−1

2
и прибавим к первому уравнению, после

преобразований получим

(𝑢+ 𝑐− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)

(︂
𝑐𝑦 +

𝛾 − 1

2
𝑢𝑦

)︂
− 𝛾 − 1

2
𝑥0𝑧𝑐𝑤𝑦+

+ 𝑡

[︂
(𝑐𝑡 + 𝑐𝑧𝑤) +

𝛾 − 1

2
(𝑢𝑡 + 𝑢𝑧𝑤) +

𝛾 − 1

2
𝑐𝑤𝑧

]︂
= 0,

2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑦 + (𝑢− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)𝑢𝑦 + 𝑡(𝑢𝑡 + 𝑢𝑧𝑤) = 0, (6)

− 2

𝛾 − 1
𝑥0𝑧𝑐𝑐𝑦 +

(︂
𝑢− 𝑦 − 𝑥0𝑡 − 𝑥0𝑧𝑤)𝑤𝑦 + 𝑡(𝑤𝑡 + 𝑤𝑧𝑤 +

2

𝛾 − 1
𝑐𝑐𝑧 + 𝑔

)︂
= 0.

В системе (6) положим 𝑡 = 0, получим уравнения для определения началь-
ных условий:

(𝑢0 + 𝑐0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧))

(︂
𝑐0𝑦 +

𝛾 − 1

2
𝑢0𝑦

)︂
= 0,

2

𝛾 − 1
𝑐0𝑐0𝑦 + (𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧))𝑢0𝑦 = 0, (7)

(𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧))𝑤0𝑦 = 0.

Учитывая условия (4), из третьего уравнения системы (7) получаем

𝑤0𝑦 = 0.

Интегрируя, получим
𝑤0 = 𝑤00(𝑧).

Учитывая, что начальные условия при 𝑡 = 0 и условия (4) должны быть согла-
сованы, имеем

𝑤0 = 0.
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Из первого уравнения системы (7) имеем

𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧) = −𝑐0. (8)

Подставляя 𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧) во второе уравнение системы (7), получим

𝑢0𝑦 =
2

(𝛾 − 1)
𝑐0𝑦.

Интегрируя, имеем

𝑢0 =
2

(𝛾 − 1)
𝑐0 + 𝑢00(𝑧).

Учитывая условия (4), имеем

𝑢0 =
2

(𝛾 − 1)
[𝑐0 − 𝑐0(𝑧)].

Тогда из соотношения (8) имеем

𝑢0 =
2

(𝛾 − 1)
[−𝑢0 + 𝑦 + 𝑐0(𝑧)− 𝑐0(𝑧)].

Из этого равенства выражаем 𝑢0

𝑢0 =
2

𝛾 + 1
𝑦.

Из соотношения (8) получаем

𝑐0 =
𝛾 − 1

𝛾 + 1
𝑦 + 𝑐0(𝑧).

В результате имеем начальные условия для системы (6):

𝑐(𝑡, 𝑦, 𝑧)|𝑡=0 = 𝑐0(𝑦, 𝑧) =
𝛾 − 1

𝛾 + 1
[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)],

𝑢(𝑡, 𝑦, 𝑧)|𝑡=0 = 𝑢0(𝑦, 𝑧) =
2

𝛾 + 1
𝑦, (9)

𝑤(𝑡, 𝑦, 𝑧)|𝑡=0 = 𝑤0(𝑦, 𝑧) = 0.

Здесь 2𝛼 = 𝛾+1
𝛾−1

, и справедливы соотношения

𝑐0𝑦 =
𝛾 − 1

𝛾 + 1
, 𝑢0𝑦 =

2

𝛾 + 1
, 𝑐0𝑧 = 𝑐0𝑧(𝑧), 𝑢0𝑧 = 0. (10)
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2. Построение волны разрежения

Решение задачи (4), (6), (9) будем строить в виде ряда по степеням t

f(𝑡, 𝑦, 𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

f𝑘(𝑦, 𝑧)
𝑡𝑘

𝑘!
, f = {𝑐, 𝑢, 𝑤}. (11)

Нулевые коэффициенты ряда (11) определяются из начальных условий (9).
Систему (6) продифференцируем по 𝑡, положим 𝑡 = 0, с учётом (9) получим

2(𝛾 − 1)

𝛾 + 1
(𝑢1 + 𝑐1) + 𝑐1 +

𝛾 − 1

2
𝑢1 = 0,

𝑢1 + (𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧))𝑢1𝑦 + 𝑢1𝑢0𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐0𝑐1𝑦 +

2

𝛾 − 1
𝑐1𝑐0𝑦 = 0, (12)

𝑤1 + (𝑢0 − 𝑦 − 𝑐0(𝑧))𝑤1𝑦 +
2

𝛾 − 1
𝑐0(𝑐0𝑧 − 𝑐0𝑧𝑐0𝑦) = −𝑔.

После преобразований третье уравнение системы (12) будет иметь вид

[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝑤1𝑦 − 2𝛼𝑤1 = 2𝛼𝑔 +
4

𝛾2 − 1
[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝑐0𝑧.

Выпишем решение третьего уравнения системы (12) в квадратурах

𝑤1 = [𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼(𝑤10(𝑧)+

+

∫︁ (︂
2𝛼𝑔 +

4

(𝛾2 − 1)
𝑐0𝑧(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]

)︂
[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]−2𝛼−1𝑑𝑦).

Вычисляя интеграл, имеем

𝑤1 = 𝑤10(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼 − 2

𝛾 + 1
𝑐0𝑧(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]− 𝑔.

Поскольку
2

𝛾 − 1
𝑐0(𝑧)𝑐0𝑧(𝑧) = −𝑔, имеем

𝑤1 = 𝑤10(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼 − 2

𝛾 + 1
𝑐0𝑧(𝑧)𝑦.

Используя условия (4), найдём 𝑤10(𝑧), для этого положим 𝑤1 = 0 и 𝑦 = 0,
получим

[2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼𝑤10(𝑧) = 0, 𝑤10(𝑧) = 0.

Окончательно имеем
𝑤1 = − 2

𝛾 + 1
𝑐0𝑧(𝑧)𝑦.

Из первого уравнения системы (12) получаем

(𝛾 + 5)(𝛾 − 1)

2(𝛾 + 1)
𝑢1 +

3𝛾 − 1

(𝛾 + 1)
𝑐1 = 0.
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Из соотношения находим 𝑢1

𝑢1 = − 6𝛾 − 2

(𝛾 − 1)(𝛾 + 5)
𝑐1.

Тогда второе уравнение системы (12) перепишется в виде

𝑐0

(︂
1 +

3𝛾 − 1

(𝛾 + 5)

)︂
𝑐1𝑦 +

𝛾 − 1

𝛾 + 1

(︂
1− (𝛾 + 3)(3𝛾 − 1)

(𝛾 − 1)(𝛾 + 5)

)︂
𝑐1 = 0

или
4(𝛾 + 1)

(𝛾 + 5)
𝑐0𝑐1𝑦 − 2

𝛾 − 1

𝛾 + 1

(𝛾 + 1)2

(𝛾 − 1)(𝛾 + 5)
𝑐1 = 0.

Сокращая, будем иметь
2𝑐0𝑐1𝑦 − 𝑐1 = 0.

Окончательно получим

[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝑐1𝑦 = 𝛼𝑐1.

Интегрируя, имеем

𝑙𝑐1 = 𝑐10(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝛼,

𝑢1 = − 6𝛾 − 2

(𝛾 − 1)(𝛾 + 5)
𝑐10(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝛼.

Учитывая условия (4), из второго соотношения получаем 𝑐10(𝑧) = 0. Следо-
вательно

𝑢1 = 𝑐1 = 0. (13)

Систему (6) продифференцируем по 𝑡 дважды, положим 𝑡 = 0, с учётом (8),
(13) получим

(︂
2 +

2(𝛾 − 1)

𝛾 + 1

)︂
𝑐2 +

𝛾 − 1

2

(︂
2 +

4

𝛾 + 1

)︂
𝑢2 = 2

𝛾 − 1

2
𝑐0
(︀
𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1𝑦 − 𝑤1𝑧

)︀
+

+

(︂
4(𝛾 − 1)

𝛾 + 1
𝑐0(𝑧)− 2𝑐0𝑧(𝑧)

)︂
𝑤1 +

2(𝛾 − 1)

𝛾 + 1
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧),

2𝑢2 − 𝑐0𝑢2𝑦 + 𝑢0𝑦𝑢2 − 2𝑢0𝑦𝑐
0
𝑧(𝑧)𝑤1 +

2

𝛾 − 1
𝑐0𝑐2𝑦 +

2

𝛾 − 1
𝑐0𝑦𝑐2− (14)

− 𝑢0𝑦𝑐
02
𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧) = 0,

2𝑤2 − 𝑐0𝑤2𝑦 = 0.

Интегрируя третье уравнение системы (14), имеем

𝑤2 = 𝑤20(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]4𝛼.

Учитывая условия (4), получим

𝑤2 = 0.
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Из первого уравнения системы (14) находим 𝑢2

𝑙𝑢2 = − 4𝛾

(𝛾 + 3)(𝛾 − 1)
𝑐2 +

(𝛾 + 1)

(𝛾 + 3)
𝑐0(𝑐

0
𝑧(𝑧)𝑤1𝑦 − 𝑤1𝑧)+

+
2(𝛾 − 3)

(𝛾 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1 +

2

𝛾 + 3
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧)

и

𝑙𝑢2𝑦 = − 4𝛾

(𝛾 + 3)(𝛾 − 1)
𝑐2𝑦 +

(𝛾 + 1)

(𝛾 + 3)
𝑐0(𝑐

0
𝑧(𝑧)𝑤1𝑦𝑦 − 𝑤1𝑧𝑦)+

+
(𝛾 − 1)

(𝛾 + 3)
(𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1𝑦 − 𝑤1𝑧) +

2(𝛾 − 3)

(𝛾 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1𝑦.

Подставляя 𝑢2 и 𝑢2𝑦 во второе уравнение системы (14), имеем

2

𝛾 − 1
𝑐0

(︂
2𝛾

(𝛾 + 3)
+ 1

)︂
𝑐2𝑦 +

2

𝛾 + 1

(︂
1− (𝛾 + 2)4𝛾

(𝛾 − 1)(𝛾 + 3)

)︂
𝑐2 = 𝐹2(𝑦, 𝑧),

после преобразований имеем

𝑙
6

𝛾 − 1
𝑐0

𝛾 + 1

(𝛾 + 3)
𝑐2𝑦−

6

𝛾 + 1

(𝛾 + 1)2

(𝛾 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐2 = 𝐹2(𝑦, 𝑧).

В результате окончательно получаем

[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝑐2𝑦 − 2𝛼𝑐2 =
(𝛾 + 3)

6
𝐹2(𝑦, 𝑧),

где

𝑙𝐹2(𝑦, 𝑧) = −𝛾 + 1

𝛾 + 3
(𝑤1𝑦𝑧 − 𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1𝑦𝑦)𝑐

2
0 +

𝛾 + 5

(𝛾 + 3)
𝑤1𝑧𝑐0−

− (𝛾 + 1)2

(𝛾 + 3)(𝛾 − 1)
𝑐0𝑧(𝑧)𝑤1𝑦𝑐0 +

4(3𝛾 + 2)

(𝛾2 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧𝑤1 −

2

𝛾 + 3
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧).

Перепишем 𝑤1 в виде

𝑤1 = − 2

𝛾 − 1
𝑐0𝑧(𝑧)𝑐0 − 𝑔,

соответствующие производные для 𝑤1 вычисляются по следующим формулам

𝑤1𝑦 = − 2

𝛾 + 1
𝑐0𝑧(𝑧), 𝑤1𝑦𝑦 = 0,

𝑤1𝑧 = − 2

𝛾 − 1
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)𝑐0 −

2

𝛾 − 1
𝑐02𝑧 (𝑧), 𝑤1𝑦𝑧 = − 2

𝛾 + 1
𝑐0𝑧𝑧(𝑧).

𝐹2(𝑦, 𝑧) перепишется в виде

𝑙𝐹2(𝑦, 𝑧) =
16

(𝛾 + 3)(𝛾 − 1)
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)𝑐

2
0 −

8(𝛾 + 2)

(𝛾 − 1)2(𝛾 + 3)
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0−

− 4(3𝛾 + 2)

(𝛾2 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧𝑔 −

2

𝛾 + 3
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧).
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Подставляя 𝑐0, имеем

𝑙
(𝛾 + 3)

6
𝐹2(𝑦, 𝑧) =

8(𝛾 − 1)

3(𝛾 + 1)2
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2 +

4(𝛾 + 2)

3(𝛾2 − 1)
𝑐02𝑧 (𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]−

− 2(3𝛾 + 2)

3(𝛾2 − 1)
𝑐0𝑧(𝑧)𝑔 −

1

3
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧).

Тогда решения дифференциальных уравнений (14) запишутся в виде

𝑐2 = 𝑐20(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼 − 8(𝛾 − 1)2

3(3− 𝛾)(𝛾 + 1)2
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2−

− 2(𝛾 + 2)

3(𝛾 + 1)
𝑐02𝑧 (𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)] +

2(3𝛾 + 2)

3(𝛾 + 1)2
𝑐0𝑧(𝑧)𝑔 −

𝛾 − 1

3(𝛾 + 1)
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧),

𝑢2 = − 4𝛾

(𝛾 + 3)(𝛾 − 1)
𝑐2 +

2(𝛾 − 1)

(𝛾 + 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2+ (15)

+
8

(𝛾2 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐02𝑧 (𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]− 2(𝛾 − 3)

(𝛾 − 1)(𝛾 + 3)
𝑐0𝑧(𝑧)𝑔 +

2

(𝛾 + 3)
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧).

Определим 𝑐20(𝑧), подставив в левую часть равенства (15) 𝑐2 = 0, а в правую
— часть равенства 𝑦 = 0,

𝑙𝑐20(𝑧) = [2𝛼𝑐0(𝑧)]−2𝛼

[︂
8

3(3− 𝛾)
𝑐0𝑧𝑧(𝑧)𝑐

02(𝑧)− 2(𝛾 + 2)

3(𝛾 − 1)
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧)−

−2(3𝛾 + 2)

3(𝛾 + 1)2
𝑐0𝑧(𝑧)𝑔 +

𝛾 − 1

3(𝛾 + 1)
𝑐02𝑧 (𝑧)𝑐0(𝑧)

]︂
.

Систему (6) продифференцируем 𝑘 раз по 𝑡, положим 𝑡 = 0, с учётом (7),
(9) получим(︂

𝑘 +
2(𝛾 − 1)

𝛾 + 1

)︂
𝑐𝑘 +

𝛾 − 1

2

(︂
𝑘 +

4

𝛾 + 1

)︂
𝑢𝑘 = 𝐹1𝑘(𝑦, 𝑧),

2

𝛾 − 1
𝑐0𝑐𝑘𝑦 − 𝑐0𝑢𝑘𝑦 +

2

𝛾 + 1
𝑐𝑘 +

(︂
𝑘 +

2

𝛾 + 1

)︂
𝑢𝑘 = 𝐹2𝑘(𝑦, 𝑧), (16)

𝑘𝑤𝑘 − 𝑐0𝑤𝑘𝑦 = 𝐹3𝑘(𝑦, 𝑧).

Здесь функции 𝐹1𝑘, 𝐹2𝑘, 𝐹3𝑘 — известным образом зависящие от уже найденных
коэффициентов ряда (11).

Интегрируя третье уравнение системы (16), имеем

𝑤𝑘 = [𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]2𝛼𝑘[𝑤𝑘0(𝑧)−
∫︁

𝐹3𝑘(𝑦, 𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]−2𝛼𝑘−1𝑑𝑦].

Из первого уравнения системы (16) находим 𝑢𝑘 и 𝑢𝑘𝑦

𝑙𝑢𝑘 = − (2𝑘 + 4)𝛾 + 2𝑘 − 4

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)
𝑐𝑘 +

2𝛾 + 2

𝑘𝛾 + 𝑘 + 4
𝐹1𝑘

𝑢𝑘𝑦 = − (2𝑘 + 4)𝛾 + 2𝑘 − 4

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)
𝑐𝑘𝑦 +

2𝛾 + 2

𝑘𝛾 + 𝑘 + 4
𝐹1𝑘𝑦.
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Подставляя 𝑢𝑘 и 𝑢𝑘𝑦 во второе уравнение системы (16), имеем

𝑙
2

𝛾 − 1
𝑐0

(︂
(𝑘 + 2)𝛾 + 𝑘 − 2

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)
+ 1

)︂
𝑐𝑘𝑦+

+
2

𝛾 + 1

(︂
1− (𝑘𝛾 + 𝑘 + 2)((𝑘 + 2)𝛾 + 𝑘 − 2)

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)

)︂
𝑐𝑘 =

= 𝐹2𝑘 +
2(𝛾 + 1)

𝑘(𝛾 + 1) + 4
𝑐0𝐹1𝑘𝑦 −

2(𝑘(𝛾 + 1) + 2)

𝑘(𝛾 + 1) + 4
𝐹1𝑘 = 𝐹+

𝑘

или

𝑙
4(𝑘 + 1)(𝛾 + 1)

(𝛾 − 1)(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)
𝑐0𝑐𝑘𝑦 −

2

𝛾 + 1

𝑘(𝑘 + 1)(𝛾 + 1)2

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)
𝑐𝑘 = 𝐹+

𝑘 ,

после преобразований имеем

𝑙2𝑐0𝑐𝑘𝑦 − 𝑘𝑐𝑘 =
(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)

2(𝑘 + 1)(𝛾 + 1)
𝐹+
𝑘 .

Подставляя 𝑐0 окончательно, получаем

[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝑐𝑘𝑦 − 𝛼𝑘𝑐𝑘 = 𝐹𝑘(𝑦, 𝑧),

здесь 𝐹𝑘(𝑦, 𝑧) =
(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)

4(𝑘 + 1)
𝐹+
𝑘 .

Тогда решения дифференциальных уравнений (16) запишутся в виде

𝑐𝑘 = [𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝛼𝑘
[︂
𝑐𝑘0(𝑧) +

∫︁
𝐹𝑘(𝑦, 𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]−𝛼𝑘−1𝑑𝑦

]︂
,

𝑢𝑘 = − (2𝑘 + 4)𝛾 + 2𝑘 − 4

(𝑘𝛾 + 𝑘 + 4)(𝛾 − 1)

[︂
𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]𝛼𝑘 [𝑐𝑘0(𝑧)+

+

∫︁
𝐹𝑘(𝑦, 𝑧)[𝑦 + 2𝛼𝑐0(𝑧)]−𝛼𝑘−1𝑑𝑦

]︂
+

2𝛾 + 2

𝑘𝛾 + 𝑘 + 4
𝐹1𝑘(𝑦, 𝑧).

Произвольные функции 𝑐𝑘0(𝑧), 𝑤𝑘0(𝑧) определяются из условий (4). Для
этого в левую часть рядов (11) для 𝑢, 𝑤 подставляется ноль, в правую часть
— 𝑦 = 0, в результате имеем

0 = 𝑢(𝑡, 0, 𝑧), 0 = 𝑤(𝑡, 0, 𝑧).

Дифференцируя эти соотношения по 𝑡, подставляя 𝑡 = 0, получим алгебра-
ические уравнения для определения 𝑐𝑘0(𝑧), 𝑤𝑘0(𝑧), имеющие вид

𝑙
[︀
2𝛼𝑐0(𝑧)

]︀𝛼𝑘
𝑐𝑘0(𝑧) = 𝑄1𝑘(𝑧),[︀

2𝛼𝑐0(𝑧)
]︀2𝛼𝑘

𝑤𝑘0(𝑧) = 𝑄2𝑘(𝑧).

Здесь 𝑄1𝑘(𝑧), 𝑄2𝑘(𝑧) — функции известным образом зависящие от 𝑐0(𝑧).
Поскольку 𝑐0(𝑧) ̸= 0, то функции 𝑐𝑘0(𝑧), 𝑤𝑘0(𝑧) определяются единственным

образом.
Анализ структуры коэффициентов ряда (11) приводит к
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Лемма 2. Коэффициенты ряда (11) при 𝑘 > 1 имеют следующий вид
𝑢2𝑘−1 = 𝑐2𝑘−1 = 0, 𝑤2𝑘 = 0.

Лемма доказывается индукцией по 𝑘. База индукции следует из структуры
начальных коэффициентов ряда (11). Далее после индуктивного предположе-
ния следующее дифференцирование системы (6) приводит к нулевой правой
части соответствующего уравнения. В силу условий (4) это гарантирует нуле-
вые значения соответствующих коэффициентов ряда (11).

Таким образом в виде ряда (11) построено решение задачи о распаде спе-
циального разрыва.
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Abstract. The paper considers two-dimensional isentropic flows of polytropic gas,
arising after the instantaneous destruction of the impermeable wall in the initial point
in time separating a non-uniform resting gas from the vacuum. As a mathematical
model, the system of equations of gas dynamics taking into account gravity is used.
Using the initial data, the background flow and the sound characteristic propagating
along it are built. In the system of equations of gas dynamics, a self-similar singularity
is introduced into the independent variable 𝑥 and the Cauchy problem with data on a
sound characteristic is posed for the resulting system. From the necessary solvability
conditions, the initial conditions are found. Next, the solution of the initial-boundary
value problem is constructed in the form of a power series. The coefficients of the
series are found when integrating ordinary differential equations.

Keywords: polytropic gas, vacuum, force of gravity, the gas dynamics equations,

gas-vacuum boundary, initial-boundary value problem, Riemann problem, centered
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