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Будем писать 𝜉
𝑑
= 𝜂, 𝜉𝑛

𝑑→ 𝜂 и 𝜉𝑛
𝑑∼ 𝜂𝑛 в случаях, когда, соответственно,

распределения 𝜉 и 𝜂 совпадают, {𝜉𝑛} сходится к 𝜂 по распределению и когда по-
следовательности {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} слабо эквивалентны (см., например, [1, § 28.1]).
Слабая эквивалентность равносильна поточечной сходимости разности харак-
теристических функций величин {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} к нулю при 𝑛 → ∞ [1, с. 393].

Следуя [2], назовём {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} правильно меняющейся последователь-
ностью порядка 𝜌, если 𝑏[𝑥], 𝑥 > 0 является правильно меняющейся функцией
порядка 𝜌, где [𝑥] — целая часть 𝑥. Через 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 будем обозначать независи-
мые случайные величины такие, что 𝜉𝑘

𝑑
= 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена симметрическая вещественнозначная
функция 𝑓 , то есть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛), для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R для
любой перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛} (на самом деле определена
последовательность функций, но чтобы не загромождать рассуждений, мы не
будем подчёркивать зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓
последовательностью).

Пусть 𝑋𝑛 = 𝑓 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) , E𝑋2
𝑛 < ∞, 𝑎𝑛 = E𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑏2𝑛 = D𝑋𝑛 →

→ ∞, а 𝒩 (0, 1) — случайная величина, имеющая нормальное распределение с
параметрами 0 и 1. Если

𝑏−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞,

то будем говорить, что к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная
предельная теорема.

Скажем, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию (Rf), если

𝑋𝑛+𝑚

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
̂︀𝑋𝑛

𝑏𝑛+𝑚

+
̂︀𝑋𝑚

𝑏𝑛+𝑚

, 𝑛+𝑚 → ∞, (Rf)
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где символ 𝑛 +𝑚 → ∞ означает, что 𝑛 → ∞, а 𝑚 = 𝑚(𝑛) — произвольная по-
следовательность натуральных чисел. Если 𝑏𝑛 является правильно меняющейся
последовательностью порядка 1/2 и 𝛾𝑛 = 𝑏−1

𝑛+𝑚(𝑎𝑛+𝑎𝑚−𝑎𝑛+𝑚) → 0, 𝑛+𝑚 → ∞,
то будем говорить, что выполнены условия нормировки (N).

В работе [3] получен следующий результат.

Теорема 1. Пусть {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная последовательность
и пусть E𝑋2

𝑛 < ∞. Для того, чтобы к последовательности {𝑋𝑛} была
применима центральная предельная теорема и выполнялись условия нор-
мировки (N), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (Rf) и
последовательность {𝑏−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)
2} была равномерно интегрируема.

Там же отмечалось, что условие (Rf) не только является некоторым услови-
ем слабой зависимости, но и накладывает существенные ограничения на функ-
цию 𝑓 . В настоящей работе приводится класс функций и «общеупотребитель-
ное» условие слабой зависимости, которые обеспечивают выполнение условия
(Rf).

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена функция 𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), удо-
влетворяющая следующим условиям:

f1. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛), для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R для любой
перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛};

f2. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1);
f3. 𝑓(x+ y) ∼ 𝑓(x)+ 𝑓(y), если 𝜏(x,y) = |𝑓(x+ y)|+ |𝑓(x)|+ |𝑓(y)| → +∞,

(то есть хотя бы одно из слагаемых в 𝜏(x,y) стремится к бесконечности).
Эквивалентность в 𝑓3 понимается следующим образом: для любого 𝜀 > 0 най-
дётся 𝑁 = 𝑁(𝜀) > 0 такое, что если 𝜏(x,y) > 𝑁, то

|𝑓(x+ y)− 𝑓(x)− 𝑓(y)| 6 𝜀|𝑓(x+ y)|. (1)

Если 𝑓 — правильно меняющаяся функция порядка 1 на +∞, то

𝑓(𝑥+ 𝑦) ∼ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥+ 𝑦 → +∞

(см., например, лемму 2). Свойство f3 является аналогом этого соотношения.
Простым переобозначением переменных из f3 легко получить 𝑓(x− y) ∼ 𝑓(x)−
− 𝑓(y), если |𝜏(x,y)| → +∞. Из f2 и f3 выводится

𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛+𝑚) ∼ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) + 𝑓(𝑥𝑛+1, ..., 𝑥𝑛+𝑚), (2)

если |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛+𝑚)| → ∞.
Если функция 𝑔(x) удовлетворяет условиям f1–f3, а ℎ — конечная нечёт-

ная функция, являющаяся правильно меняющейся порядка 1 на +∞, то
𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = ℎ(𝑔(𝑥1, 𝑥2, ..𝑥𝑛)) также удовлетворяет условиям f1–f3. В част-
ности, 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = ℎ(𝑥1 + 𝑥2 + ..+ 𝑥𝑛) удовлетворяет условиям f1–f3.

Пусть {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная в узком смысле после-
довательность и пусть ℱ6𝑛 и ℱ>𝑛 − 𝜎 — алгебры, порождённые семействами
{𝜉𝑖 : 𝑖 6 𝑛} и {𝜉𝑖 : 𝑖 > 𝑛}. Говорят, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет
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условию равномерно сильного перемешивания (𝜙-перемешивания) с коэффи-
циентом перемешивания 𝜙(𝑛), если

𝜙(𝑛) = sup

{︂
|P(𝐴𝐵)− P(𝐴)P(𝐵)|

P(𝐴)
: 𝐴 ∈ ℱ60, 𝐵 ∈ ℱ>𝑛

}︂
→ 0, 𝑛 → ∞.

Если {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная последовательность, удовлетво-
ряющая условию 𝜙-перемешивания, 𝜉 измерима относительно ℱ60, 𝜂 — относи-
тельно ℱ>𝑛, E|𝜉|𝑝 < ∞, E|𝜂|𝑞 < ∞, 𝑝, 𝑞 > 1, 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1, то

|E𝜉𝜂 − E𝜉E𝜂| 6 2𝜙
1
𝑝 (𝑛)E

1
𝑝 |𝜉|𝑝E

1
𝑞 |𝜂|𝑞 (3)

[4, с. 392].
В работе [5] Магда Пелиград получила следующий широко известный ре-

зультат.

Теорема 2. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле после-
довательность, удовлетворяющая условию 𝜙-перемешивания и пусть

𝑋𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜉𝑘, E𝜉𝑘 = 0, E𝜉2𝑘 < ∞, 𝜎2
𝑛 = D𝑆𝑛, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝜎𝑛 → ∞, и

𝑛𝜎−2
𝑛 E{𝜉21 , 𝜉21 > 𝜀𝜎2

𝑛} → 0, 𝑛 → ∞

при любом 𝜀 > 0. Тогда к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная
предельная теорема, то есть 𝜎−1

𝑛 𝑋𝑛
𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞.

(Здесь и далее E{𝜉, 𝐴} =
∫︀
𝐴

𝜉 P(𝑑𝜔).)

Пусть, как и выше, 𝑋𝑛 = 𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑛), 𝑛 = 1, 2, ..., но функция 𝑓 удовлетво-
ряет условиям 𝑓1 − 𝑓3.

В настоящей работе из теоремы 1 выводится следующее обобщение теоремы
Пелиград.

Теорема 3. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле последователь-
ность, удовлетворяющая условию 𝜙-перемешивания, функция 𝑓 удовлетво-
ряет условиям 𝑓1 − 𝑓3, и пусть

𝑏𝑛 → ∞, 𝑛𝑏−2
𝑛 E{𝑋2

1 , 𝑋
2
1 > 𝜀𝑏2𝑛} → 0, 𝑛 → ∞

при любом 𝜀 > 0. Тогда к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная
предельная теорема.

Лемма 1. Если {𝜉𝑛} — стационарная последователь-
ность — удовлетворяет условию 𝜙-перемешивания, функ-
ция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓3, 𝑏𝑛 → ∞,
𝑛 → ∞, и последовательность {𝑏−2

𝑛 (𝑋𝑛−𝑎𝑛)
2} равномерно интегрируема, то

к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная предельная теорема.
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Доказательство. Будем обозначать 𝑋𝑘,𝑛 = 𝑓(𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑛), 𝑘 6 𝑛. Введём сим-
метризованные величины 𝑋*

𝑘,𝑛 = 𝑋𝑘,𝑛 − 𝑋 ′
𝑘,𝑛, 𝑘 6 𝑛, где 𝑋 ′

𝑘,𝑛 = 𝑓(𝜉′𝑘, ..., 𝜉
′
𝑛),

а векторы (𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑛) и (𝜉′𝑘, ..., 𝜉
′
𝑛) независимы и одинаково распределены. Яс-

но, что 𝑋 ′
𝑘,𝑛

𝑑
= 𝑋𝑘,𝑛, E(𝑋*

𝑛)
2 = 2𝑏2𝑛, последовательность {𝑋*

𝑛} удовлетворяет
условию 𝜙-перемешивания с коэффициентом 𝜙*(𝑛) 6 2𝜙(𝑛) (см., например,
[6, c. 174]).

Из слабых неравенств симметризации [1, с. 259] следует

P{|𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| > 𝑥} 6 2P{|𝑋*
𝑛| > 𝑥} 6 4P{|𝑋𝑛 − 𝑎𝑛| > 𝑥/2}, 𝑥 > 0,

где 𝜇𝑛 — медиана 𝑋𝑛 и |𝜇𝑛 − 𝑎𝑛| 6
√
2𝑏𝑛. Отсюда легко выводится

E{(𝑋𝑛 − 𝜇𝑛)
2, |𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| > 𝑥} 6

6 2E{(𝑋*
𝑛)

2, |𝑋*
𝑛| > 𝑥} 6 16E

{︀
(𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)

2, |𝑋𝑛 − 𝑎𝑛| > 𝑥/2
}︀
. (4)

Пусть выполняется условие (1). Если 𝜏𝑛+𝑚 = |𝑋*
𝑛+𝑚|+ |𝑋*

𝑛|+ |𝑋*
𝑛+1,𝑛+𝑚| < 𝑁,

то 𝑏−1
𝑛+𝑚|𝑋*

𝑛+𝑚−𝑋*
𝑛−𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑚| = 0, при достаточно больших 𝑛, а если 𝜏𝑛+𝑚 > 𝑁 ,
то

|𝑋*
𝑛+𝑚 −𝑋*

𝑛 −𝑋*
𝑛+1,𝑛+𝑚| 6 𝜀|𝑋*

𝑛+𝑚|. (5)

Отсюда следует, что при любом 𝛿 > 0 и при достаточно больших 𝑛

P
{︂ |𝑋*

𝑛+𝑚 −𝑋*
𝑛 −𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑚|
𝑏𝑛+𝑚

> 𝛿

}︂
6 P

{︂
𝜀|𝑋*

𝑛+𝑚|
𝑏𝑛+𝑚

> 𝛿, 𝜏𝑛+𝑚 > 𝑁

}︂
6

2𝜀2

𝛿2
,

что можно сделать сколь угодно малым выбором 𝜀, так что
𝑏−1
𝑛+𝑚|𝑋*

𝑛+𝑚 −𝑋*
𝑛 −𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑚| → 0 по вероятности и

𝑋*
𝑛+𝑚

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋*
𝑛

𝑏𝑛+𝑚

+
𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑚

𝑏𝑛+𝑚

. (6)

Совершенно аналогично показывается, что

𝑋*
𝑛+1,𝑛+𝑚

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

+
𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

−
𝑋*

𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

. (7)

В (7) 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ можно выбрать столь медленно растущей, что

𝑏−1
𝑛+𝑚𝑋

*
𝑛+1,𝑛+𝑟 → 0, 𝑏−1

𝑛+𝑚𝑋
*
𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟 → 0

по вероятности, и тогда из (5), (6) и (7) следует

𝑋*
𝑛+𝑚

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋*
𝑛

𝑏𝑛+𝑚

+
𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

. (8)

В силу (3)⃒⃒⃒⃒
E exp

{︂
𝑖𝑡
𝑋*

𝑛 +𝑋*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

}︂
− E exp

{︂
𝑖𝑡

𝑋*
𝑛

𝑏𝑛+𝑚

}︂
E exp

{︂
𝑖𝑡
𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑏𝑛+𝑚

}︂⃒⃒⃒⃒
6
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6 4𝜙
1
2 (𝑟) → 0, 𝑛 → ∞, и из (8) и того, что 𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟
𝑑
= 𝑋*

𝑚, получа-
ем теперь условие (𝑅𝑓 ) для последовательности {𝑋*

𝑛}. В силу (4) из рав-
номерной интегрируемости последовательности {𝑏−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)
2} следует рав-

номерная интегрируемость {𝑏−2
𝑛 (𝑋*

𝑛)
2}, и из теоремы 1 выводим, что к по-

следовательности {𝑋*
𝑛} применима центральная предельная теорема, то есть

(
√
2𝑏𝑛)

−1𝑋*
𝑛

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞.
Воспользуемся теперь известным результатом Н.А. Сапогова [7]. Пусть 𝑈𝑛

и 𝑉𝑛 — независимые случайные величины, функции распределения величин
𝑈𝑛, 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 и 𝒩 (0, 1) будем обозначать соответственно 𝐹𝑛, 𝐺𝑛 и Φ. Если
sup
𝑥

|𝐺𝑛(𝑥) − Φ(𝑥)| 6 𝜀𝑛, E{𝑈𝑛, |𝑈𝑛| 6 𝑁𝑛} = 𝛼𝑛,E{𝑈2
𝑛, |𝑈𝑛| 6 𝑁𝑛} − 𝛼2

𝑛 = 𝛽2
𝑛,

𝑁𝑛 =
√
−2 ln 𝜀𝑛 + 1, 𝐹𝑛(0) = 1/2, то из [7] следует

sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
P
{︂
𝑈𝑛 − 𝛼𝑛

𝛽𝑛

< 𝑥

}︂
− Φ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝛽−3

𝑛 (− ln 𝜀𝑛)
− 1

2 , (9)

где 𝐶 > 0 — абсолютная константа.
Пусть 𝜇𝑛 — медиана 𝑋𝑛 такая, что P{𝑋𝑛 < 𝜇𝑛} = 1/2. (Без ограничения

общности можем считать, что такая медиана существует, в противном случае
мы можем вместо {𝑋𝑛} рассматривать последовательность {𝑋𝑛 + 𝜂𝑛}, где 𝜂𝑏 —
непрерывная величина, не зависящая от 𝑋𝑛 и 𝜂𝑛 → 0 по вероятности. В этом
случае «добавка» 𝜂𝑛 не повлияет на предельное распределение 𝑏−1

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛).)

Положим 𝑈𝑛 =
𝑋𝑛 − 𝜇𝑛√

2𝑏𝑛
, 𝑉𝑛 = −𝑋 ′

𝑛 − 𝜇𝑛√
2𝑏𝑛

, тогда 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 =
𝑋*

𝑛√
2𝑏𝑛

𝑑→ 𝒩 (0, 1),

так что sup
𝑥

|𝐺𝑛(𝑥) − Φ(𝑥)| = 𝜀𝑛 → 0, 𝑁𝑛 =
√
−2 ln 𝜀𝑛 + 1 → ∞, 𝑛 → ∞. В

силу (4) из равномерной интегрируемости {𝑏−2
𝑛 (𝑋*

𝑛)
2} следует равномерная ин-

тегрируемость {𝑏−2
𝑛 (𝑋𝑛−𝜇𝑛)

2}, так что 𝑏−2
𝑛 E {(𝑋𝑛 − 𝜇𝑛)

2, |𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| > 𝑁𝑛𝑏𝑛} → 0,
𝑛 → ∞, и

𝛼𝑛 = E
{︂
𝑋𝑛 − 𝜇𝑛√

2𝑏𝑛
, |𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| 6 𝑁𝑛

√
2𝑏𝑛

}︂
=

𝑎𝑛 − 𝜇𝑛√
2𝑏𝑛

+ 𝑜𝑛(1),

𝛽2
𝑛 = E

{︂
(𝑋𝑛 − 𝜇𝑛)

2

2𝑏2𝑛
, |𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| 6 𝑁𝑛

√
2𝑏𝑛

}︂
− 𝛼2

𝑛 =
E(𝑋𝑛 − 𝜇𝑛)

2

2𝑏2𝑛
− (𝑎𝑛 − 𝜇𝑛)

2

2𝑏2𝑛
+

+𝑜𝑛(1) = 1/2 + 𝑜𝑛(1). Из (9) выводим теперь

sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
P
{︂
𝑈𝑛 − 𝛼𝑛

𝛽𝑛

< 𝑥

}︂
− Φ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= sup

𝑥

⃒⃒⃒⃒
P
{︂
𝑋𝑛 − 𝑎𝑛

𝑏𝑛
< 𝑥(1 + 𝑜𝑛(1))

}︂
− Φ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
→ 0,

откуда следует 𝑏−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞. Лемма доказана. �

Лемма 2. Последовательность {𝑎𝜌𝑛} является правильно меняющейся по-
следовательностью порядка 1 (а 𝑎𝑛 — правильно меняющейся последова-
тельностью порядка 1/𝜌, 𝜌 > 0), тогда и только тогда, когда

𝑎𝜌𝑛+𝑚 ∼ 𝑎𝜌𝑛 + 𝑎𝜌𝑚, 𝑛+𝑚 → ∞.
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Доказательство, по существу, повторяет доказательство леммы 1 в [8].
Обозначим

𝑋𝑛 = max
16𝑘6𝑛

|𝑋𝑘|, 𝑌𝑘 = 𝑓(𝜉𝑘), 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ N .

Из (1) при достаточно больших |𝑋𝑘| и 𝑖+𝑚 6 𝑘 следует

(1 + 𝜀)|𝑋𝑘| > |𝑋𝑖| − |𝑌𝑖+1| − ...− |𝑌𝑖+𝑚−1| − |𝑋𝑖+𝑚,𝑘|. (10)

Лемма 3. Пусть 𝜀 > 0 и 𝑘 6 𝑛, функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1−𝑓3,

а 𝑐𝑛 → ∞. Если 𝑛 таково, что при |𝑋𝑘| >
𝑐𝑛

1 + 𝜀
выполняется (10) и

max
16𝑗6𝑛

P{|𝑋𝑗| > 𝑐𝑛}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾 < 1,

то

P{𝑋𝑘 > 3𝑐𝑛} 6
1

1− 𝛾

(︂
P
{︂
|𝑋𝑘| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂)︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑖 = {𝑋 𝑖−1 < 3𝑐𝑛 6 |𝑋𝑖|}, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Тогда

𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑘⋃︀

𝑖=1

𝐸𝑖 = {𝑋𝑘 > 3𝑐𝑛}. В силу (10) при 𝑖 6 𝑘 −𝑚

{︂
|𝑋𝑖| > 3𝑐𝑛, max

16𝑗6𝑛
|𝑌𝑗| <

𝑐𝑛
𝑚
, |𝑋𝑖+𝑚,𝑘| < 𝑐𝑛

}︂
⊆

{︂
|𝑋𝑘| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
,

то есть при 1 6 𝑘 6 𝑛− 1{︂
|𝑋𝑘| <

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
⊆ {𝑋𝑖 < 3𝑐𝑛} ∪ {|𝑋𝑖+𝑚,𝑘| > 𝑐𝑛} ∪

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
,

откуда{︂
|𝑋𝑘| <

𝑐𝑛
1 + 𝜀

, 𝐸𝑖

}︂
⊆ {|𝑋𝑖+𝑚,𝑘| > 𝑐𝑛, 𝐸𝑖} ∪

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚
,𝐸𝑖

}︂
. (11)

С помощью (11) и условия 𝜙-перемешивания получаем

P{𝑋𝑘 > 3𝑐𝑛} 6 P
{︂
|𝑋𝑘| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+

𝑘∑︁
𝑖=1

P
{︂
|𝑋𝑘| <

𝑐𝑛
1 + 𝜀

, 𝐸𝑖

}︂
6

6 P
{︂
|𝑋𝑘| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+

𝑘∑︁
𝑖=1

P{|𝑋𝑖+𝑚,𝑘| > 𝑐𝑛, 𝐸𝑖}+ P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
6

6 P
{︂
𝑋𝑘 >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+

(︂
max
16𝑖6𝑘

P{|𝑋𝑖| > 𝑐𝑛}+ 𝜙(𝑚)

)︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

P{𝐸𝑖}+

+P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
6 P{𝑋𝑘 >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}+ 𝛾P{𝑋𝑛 > 3𝑐𝑛}+ P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
,

откуда следует утверждение леммы. �
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Пусть 𝜀 > 0. Аналогично (10) из (1) при достаточно больших |𝑋𝑛| выводится

(1− 𝜀)|𝑋𝑛| 6 |𝑋𝑘−1|+
𝑘+𝑚−1∑︁
𝑗=𝑘

|𝑌𝑗|+ |𝑋𝑘+𝑚,𝑛|. (12)

Следующее предложение — это аналог неравенства М. Пелиград (леммы
3.1 из [5]).

Лемма 4. Пусть 𝜀 > 0, функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓3, а

𝑐𝑛 → ∞. Если 𝑛 таково, что при |𝑋𝑛| >
5𝑐𝑛
1− 𝜀

выполняется (12) и

max
16𝑗6𝑛

P{|𝑋𝑗| > 𝑐𝑛}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾 < 1,

то

P
{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

}︂
6

𝛾

1− 𝛾
P{|𝑋𝑛| > 𝑐𝑛}+

1

1− 𝛾
P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑌𝑘| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑘 = {𝑋𝑘−1 < 3𝑐𝑛 6 |𝑋𝑘|}, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. Тогда

𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑛⋃︀

𝑘=1

𝐸𝑘 = {𝑋𝑛 > 3𝑐𝑛}. В силу (12)

{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, 𝐸𝑘, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
⊆ {𝐸𝑘, |𝑋𝑘+𝑚,𝑛| > 𝑐𝑛}. (13)

Аналогично выводится{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
⊆

{︂
𝑋𝑛−𝑚 > 3𝑐𝑛, max

16𝑗6𝑛
|𝑌𝑗| <

𝑐𝑛
𝑚

}︂
,

следовательно {︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
=

=

{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, 𝑋𝑛−𝑚 > 3𝑐𝑛, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
. (14)

С помощью (13) и (14) получаем

P
{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

}︂
6 P

{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
=

= P
{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

,𝑋𝑛−𝑚 > 3𝑐𝑛, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
=

=
𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P
{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

, 𝐸𝑘, max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| <
𝑐𝑛
𝑚

}︂
+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
. (15)



12 А.Г. Гринь. Об асимптотически нормальных функциях...

Из соотношений (13), (15) и условия 𝜙-перемешивания следует

P
{︂
|𝑋𝑛| >

5𝑐𝑛
1− 𝜀

}︂
6

𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P{𝐸𝑘, |𝑋𝑘+𝑚,𝑛| > 𝑐𝑛}+ P{max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚
} 6

6 P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
+

(︂
max
16𝑘6𝑛

P{|𝑋𝑘| > 𝑐𝑛}+ 𝜙(𝑚)

)︂ 𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P{𝐸𝑘} =

6 𝜆P{𝑋𝑛 > 3𝑐𝑛}+ P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛
𝑚

}︂
.

Из этого соотношения с помощью Леммы 3 выводим утверждение леммы. �

Лемма 5. Пусть функция 𝑓 , последовательность {𝑐𝑛} и 𝑚 > 0 удовле-
творяют условиям леммы 4, где

max
16𝑘6𝑛

P{|𝑋𝑘| > 𝑐𝑛}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾, 𝜏 =
25𝛾

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2
< 1.

Тогда если последовательность
{︂
𝑐−2
𝑛 max

16𝑘6𝑛
𝑌 2
𝑘

}︂
равномерно интегрируема,

то равномерно интегрируемой будет и последовательность {𝑐−2
𝑛 𝑋2

𝑛}.

Доказательство. Имеем

E{𝜉2, |𝜉| > 𝑁} = −
∞∫︁

𝑁

𝑥2 𝑑P{|𝜉| > 𝑥} = 𝑁2P{|𝜉| > 𝑁}+ 2

∞∫︁
𝑁

𝑥P{|𝜉| > 𝑥} 𝑑𝑥.

В силу леммы 4 при 𝑁 > 1 и достаточно больших 𝑛

E
{︂
𝑋2

𝑛, |𝑋𝑛| >
5𝑁𝑐𝑛
1− 𝜀

}︂
6

25𝛾𝑁2𝑐2𝑛
(1− 𝛾)(1− 𝜀)2

P{|𝑋𝑛| > 𝑁𝑐𝑛}+

+
50𝛾

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2

∞∫︁
𝑁𝑐𝑛

𝑥P{|𝑋𝑛| > 𝑥} 𝑑𝑥+
25𝑁2𝑐2𝑛

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2
P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑌𝑘| >
𝑁𝑐𝑛
𝑚

}︂
+

+
50

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2

∞∫︁
𝑁𝑐𝑛

𝑥P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑌𝑘| > 𝑥

}︂
𝑑𝑥 = 𝜏E{𝑋2

𝑛, |𝑋𝑛| > 𝑁𝑐𝑛}+

+
25

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2
E
{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑌 2
𝑘 , max

16𝑘6𝑛
|𝑌𝑘| >

𝑁𝑐𝑛
𝑚

}︂
. (16)

Пусть последовательность
{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑐−2
𝑛 𝑌 2

𝑘

}︂
равномерно интегрируема, то есть

lim
𝑁→∞

sup
𝑛>1

𝑐−2
𝑛 E

{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑌 2
𝑘 , max

16𝑘6𝑛
|𝑌𝑘| > 𝑁𝑐𝑛

}︂
= 0
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и пусть
𝑅 = lim

𝑁→∞
sup
𝑛>1

𝑐−2
𝑛 E

{︀
𝑋2

𝑛, |𝑋𝑛| > 𝑁𝑐𝑛
}︀
.

Из равномерной интегрируемости
{︂
𝑐−2
𝑛 max

16𝑘6𝑛
|𝑌𝑘|2

}︂
следует

𝐴 = sup
𝑛>1

𝑐−2
𝑛 E max

16𝑘6𝑛
|𝑌𝑘|2 < ∞,

и из (16) выводим

𝑅𝑛 = 𝑐−2
𝑛 E|𝑋𝑛|2 6

25𝑁2

(1− 𝜀)2
+ E

{︂
𝑋2

𝑛, |𝑋𝑛| >
5𝑁𝑐𝑛
1− 𝜀

}︂
6

6 𝜏𝑅𝑛 +
25

(1− 𝛾)(1− 𝜀)2
𝐴, 0 < 𝜏 < 1,

так что sup
𝑛>1

𝑅𝑛 < ∞, 0 6 𝑅 < ∞, а из (16) вытекает 𝑅 6 𝜏𝑅, следовательно,

𝑅 = 0 и последовательность {𝑐−2
𝑛 𝑋2

𝑛} равномерно интегрируема. �

Доказательство теоремы 3. Пусть 𝑏𝑛 = max
16𝑘6𝑛

𝑏𝑘. В леммах 3–5, вместо

𝑋𝑘,𝑛 подставим 𝑋*
𝑘,𝑛 и положим 𝑐𝑛 = 𝑁𝑏𝑛. Тогда

max
16𝑘6𝑛

P{|𝑋*
𝑘 | > 𝑐𝑛} 6 max

16𝑘6𝑛

2𝑏2𝑘

𝑁2𝑏
2

𝑛

=
2

𝑁2
,

и, выбрав 𝑁 > 0 и 𝑚 > 0 достаточно большими, мы обеспечим выполнение
условий лемм 3 - 5. Из (4) и леммы 5 следует, что из равномерной интегриру-

емости
{︂
𝑏
−2

𝑛 max
16𝑘6𝑛

𝑌 2
𝑘

}︂
следует равномерная интегрируемость

{︂
𝑏
−2

𝑛 max
16𝑘6𝑛

(𝑌 *
𝑘 )

2

}︂
и
{︁
𝑏
−2

𝑛 (𝑋*
𝑛)

2
}︁
. Далее

E{(𝑋𝑛− 𝑎𝑛)
2, |𝑋𝑛− 𝑎𝑛| > 𝑁𝑏𝑛} 6 2E{(𝑋𝑛−𝜇𝑛)

2, |𝑋𝑛−𝜇𝑛| > 𝑁𝑏𝑛− |𝑎𝑛−𝜇𝑛|}+

+2(𝑎𝑛−𝜇𝑛)
2P{|𝑋𝑛−𝑎𝑛| > 𝑁𝑏𝑛} 6 E{(𝑋𝑛−𝜇𝑛)

2, |𝑋𝑛−𝜇𝑛| > 𝑁𝑏𝑛−
√
2𝑏𝑛}+4

𝑏2𝑛
𝑁2

,

и из (4) следует теперь, что вместе с
{︁
𝑏
−2

𝑛 (𝑋*
𝑛)

2
}︁

равномерно интегрируемой

является последовательность
{︁
𝑏
−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)
2
}︁
.

Далее, в силу (1) при 𝑟 < 𝑚

(1 + 𝜀)|𝑋*
𝑛+𝑚| > |𝑋*

𝑛 −𝑋*
𝑛+1,𝑛+𝑟 −𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚|

если 𝜏 = max{|𝑋*
𝑛+𝑚|, |𝑋*

𝑛|, |𝑋*
𝑛+1,𝑟|, |𝑋*

𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚|} > 𝑁 = 𝑁(𝜀) > 0. Отсюда

2(1 + 𝜀)𝑏2𝑛+𝑚 > (1 + 𝜀)E{(𝑋*
𝑛+𝑚)

2, 𝜏 > 𝑁} >
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> E(𝑋*
𝑛 −𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑟 −𝑋*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚)

2 − 9𝑁2. (17)

Имеем

E(𝑋*
𝑛 −𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑟 −𝑋*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚)

2 = 2𝑏2𝑛 + 2𝑏2𝑟 + 2𝑏2𝑚−𝑟 − 2E𝑋*
𝑛𝑋

*
𝑛+1,𝑛+𝑟−

−2E𝑋*
𝑛𝑋

*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚 − 2E𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑟𝑋
*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚 (18)

Далее, 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ будем считать растущей столь медленно, что
𝑏𝑟 = 𝑜(𝑏𝑛). Тогда

|E𝑋*
𝑛𝑋

*
𝑛+1,𝑛+𝑟| 6 2𝑏𝑛𝑏𝑟 = 𝑜(𝑏2𝑛), |E𝑋*

𝑛+1,𝑛+𝑟𝑋
*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚| 6 2𝑏𝑚−𝑟𝑏𝑟 = 𝑜(𝑏2𝑚−𝑟 + 𝑏2𝑛),

а в силу (3)

|E𝑋*
𝑛𝑋

*
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚| 6 4 (𝜙*(𝑟))

1
2 𝑏𝑛𝑏𝑚−𝑟 = 𝑜(𝑏2𝑛 + 𝑏2𝑚−𝑟).

Из (17) и (18) при достаточно больших 𝑛 следует теперь

𝑏−2
𝑛+𝑚𝑏

2
𝑛 + 𝑏−2

𝑛+𝑚𝑏
2
𝑚−𝑟 6 3(1 + 𝜀)2,

откуда 𝑏2𝑛 6 3(1 + 𝜀)2𝑏2𝑛+𝑚 при достаточно больших 𝑛 и любой последова-
тельности натуральных чисел 𝑚 = 𝑚(𝑛). Это означает, что 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑏𝑛) и из

равномерной интегрируемости последовательности
{︁
𝑏
−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)
2
}︁

следует те-

перь равномерная интегрируемость {𝑏−2
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)

2}. Из леммы 1 выводим, что
к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная предельная теорема. Для
завершения доказательства теоремы 3 осталось показать, что из условия

𝑛𝑏−2
𝑛 E{𝑋2

1 , 𝑋
2
1 > 𝜀𝑏2𝑛} → 0, 𝑛 → ∞ (19)

следует равномерная интегрируемость последовательности
{︂
𝑏−2
𝑛 max

16𝑘6𝑛
𝑌 2
𝑘

}︂
.

Так как max
16𝑘6𝑛

𝑌 2
𝑘 6

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌 2
𝑘 и 𝑌𝑘

𝑑
= 𝑋1, то

sup
𝑛>1

𝑏−2
𝑛 E

{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑌 2
𝑘 , max

16𝑘6𝑛
|𝑌𝑘| > 𝑁𝑏𝑛

}︂
6 max

16𝑛6𝑀
𝑛𝑏−2

𝑛 E{𝑋2
1 , |𝑋1| > 𝑁𝑏𝑛}+

+ sup
𝑛>𝑀

𝑛𝑏−2
𝑛 E{𝑋2

1 , |𝑋1| > 𝑁𝑏𝑛}.

В силу (19) второе слагаемое в правой части последнего неравенства можно
сделать сколь угодно малым выбором 𝑀 > 0, а при фиксированном 𝑀 пер-
вое слагаемое можно сделать сколь угодно малым выбором 𝑁 > 0. Теорема 3
доказана.

Следствие 1. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле последователь-
ность, удовлетворяющая условию 𝜙-перемешивания, функция 𝑓 удовлетво-
ряет условиям 𝑓1− 𝑓3, и пусть 𝑏2𝑛 > 𝐶𝑛, 𝐶 > 0. Тогда к последовательности
{𝑋𝑛} применима центральная предельная теорема.
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