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Аннотация. В статье проведено исследование критического поведения
трёхмерной полуограниченной антиферромагнитной модели Изинга в маг-
нитном поле методом компьютерного моделирования. Получены значения
температуры Нееля для поверхностного и объёмного фазовых переходов
при различных значениях напряжённости магнитного поля. Построена фа-
зовая диаграмма системы. Определено положение трикритической точки
специального фазового перехода в зависимости от напряжённости магнит-
ного поля.
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Введение

Ферромагнитная модель Изинга на двумерной решётке была изучена уже в
1936 году [1]. К середине шестидесятых годов прошлого века было опублико-
вано достаточно много статей о поведении модели Изинга в нулевом магнит-
ном поле. Работы, посвящённые ферромагнитной модели Изинга, продолжают
активно публиковаться до настоящего времени. Антиферромагнитной модели
Изинга посвящено значительно меньше работ. В статье [2] была получена кри-
вая поведения антиферромагнитной модели Изинга в магнитном поле в грубом
приближении для двумерного и трёхмерного случаев. Авторы работы показали,
что зависимость температуры фазового перехода от напряжённости магнитного
поля описывается параболой. Позже в статье [3] было получено аналитическое
выражение для температуры Нееля 𝑇𝑁 в слабом магнитном поле 𝐻:

𝑇𝑁(𝐻) = 𝑇𝑁

[︀
1 − 0.012(𝑚𝐻/𝐽)2 + 𝑂(𝐻4)

]︀
.

В работе [4] было исследовано поведение в сильных магнитных полях. В ре-
зультате была получена зависимость магнитного поля от температуры фазового
перехода:

𝐻 = 𝐻𝐶 − 𝑇𝑁 ln 2 + 𝑂(𝑇𝑁).
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Далее в работе [5] было получено выражение для линии вблизи нулевого зна-
чения магнитного поля 𝐻 = 0:

𝑇𝑁(𝐻) = 𝑇 0
𝑁

(︀
1 − 0.038023259𝐻2

)︀
.

Для восприимчивости было получено выражение

𝜒 = 0.014718006𝐻2 ln(1/𝑡).

В этом выражении введено обозначение для приведённой температуры
𝑡 = 𝑇/𝑇𝑁 .

Фазовая диаграмма двумерной антиферромагнитной системы в магнитном
поле по результатам компьютерного моделирования [4–11] представлена на
рисунке 1. Антиферромагнитная фаза системы находится в заштрихованной
области.

Рис. 1. Фазовая диаграмма двумерной антиферромагнитной системы в магнитном поле

Компьютерное моделирование фазовых переходов в полуограниченных ан-
тиферромагнитных системах было осуществлено в работах [12–14] и показало,
что в системе может наблюдаться поверхностный фазовый переход при темпе-
ратурах отличных от фазового перехода в основном объёме системы.

1. Описание системы

Гамильтониан антиферромагнитной полуограниченной модели Изинга может
быть записан в следующем виде:

𝐻 = −𝐽𝐵
∑︁
𝐵

𝑆𝑖𝑆𝑗 − 𝐽𝑆
∑︁
𝑆

𝑆𝑖𝑆𝑗 − 𝐽𝑆𝐵
∑︁
𝑆𝐵

𝑆𝑖𝑆𝑗 +
∑︁

𝑆𝑖𝐻.
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Значение спиновых переменных 𝑆𝑖 может принимать одно из двух значений
(+1/2 или −1/2). Суммирование в первых трёх слагаемых берётся только по
парам ближайших соседей. В первом слагаемом учитываются только спины,
расположенные внутри системы, но не на поверхности. Во втором слагаемом
суммирование осуществляется только по спинам, расположенным на свободной
поверхности системы. В третьем слагаемом суммирование осуществляется по
парам спинов, один из которых расположен на свободной поверхности, а второй
— в первом подповерхностном слое. В последнем слагаемом суммирование осу-
ществляется по всем спинам системы. 𝐻 — напряжённость магнитного поля.
𝐽𝐵, 𝐽𝑆 и 𝐽𝑆𝐵 — значения обменных интегралов взаимодействия между спинами
в объёме системы, на свободной поверхности и между спинами поверхности
и первым подповерхностным слоем. Как показывает реальный эксперимент
[15, 16] и расчёты из первых принципов [17, 18], значение обменного инте-
грала на поверхности системы 𝐽𝑆 может отличаться от обменного интеграла в
основном объёме системы 𝐽𝐵, причём возможен как вариант 𝐽𝑆 > 𝐽𝐵, так и
𝐽𝑆 < 𝐽𝐵. Обменный интеграл 𝐽𝑆𝐵 принимает значения между значениями 𝐽𝑆 и
𝐽𝐵. Введём две величины, показывающих отношения обменных интегралов:

𝑅 = 𝐽𝑆/𝐽𝐵, 𝑅1 = 𝐽𝑆𝐵/𝐽𝐵.

Будем рассматривать полуограниченные системы. Система будет расположена в
полупространстве 𝑧 > 0. Исследовались системы размером 𝐿×𝐿× 2𝐿. По двум
направлениям 𝑂𝑋 и 𝑂𝑌 использовались периодические граничные условия.
В положительном направлении оси 𝑂𝑍 использовались также периодические
граничные условия, но для слоя с номером 2𝐿 − 1 соседним считался слой с
номером 𝐿− 1.

Введём два параметра порядка. Первый параметр порядка 𝑚 описывает ан-
тиферромагнитное упорядочение в основном объёме системы и будет вычис-
ляться как шахматная намагниченность спинов, не расположенных ни на одной
из свободных поверхностей:

𝑚 =
𝑀1 −𝑀2

𝐿2(2𝐿− 1)
, 𝑀1 =

𝐿2(2𝐿−1)/2∑︁
𝑖=0

𝑆2𝑖, 𝑀2 =

𝐿2(2𝐿−1)/2∑︁
𝑖=0

𝑆2𝑖+1.

Для описания поверхностного фазового перехода использовался параметр по-
рядка 𝑚𝑆, вычисляемый как шахматная намагниченность спинов, расположен-
ных на поверхности 𝑧 = 0:

𝑚𝑆 =
𝑀𝑆1 −𝑀𝑆2

𝐿2
, 𝑀𝑆1 =

𝐿2/2∑︁
𝑖=0

𝑆2𝑖, 𝑀𝑆2 =
𝐿2∑︁
𝑖=0

𝑆2𝑖+1.

Для определения критической температуры использовалась теория конечно
размерного скейлинга [19], согласно которой куммулянты Биндера четвёртого
порядка для систем различного размера пересекаются в одной точке. Эта точка
соответствует температуре фазового перехода. Для определения температуры
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объёмного фазового перехода 𝑇𝑁 использовались куммулянты Биндера для па-
раметра порядка 𝑚:

𝑈 = 1 − ⟨𝑚4⟩
3⟨𝑚2⟩2

.

Угловые скобки использованы для обозначения термодинамического усредне-
ния. Для нахождения температуры поверхностного фазового перехода исполь-
зовались куммулянты Биндера, вычисляемые на основе параметра порядка 𝑚𝑆:

𝑈𝑆 = 1 − ⟨𝑚4
𝑆⟩

3⟨𝑚2
𝑆⟩2

.

Для определения точек фазового перехода необходимо найти зависимость
куммулянтов Биндера от температуры системы для различных значений линей-
ного размера системы 𝐿.

2. Результаты компьютерного моделирования

Компьютерное моделирование осуществлялось для антиферромагнитных по-
луограниченных систем с линейными размерами от 𝐿 = 16 до 𝐿 = 48 с шагом
∆𝐿 = 4. Величина отношения поверхностного обменного интеграла к объёмно-
му была выбрана равной 𝑅𝑆 = 1.6. При данном значении в системе наблюдается
поверхностный фазовый переход. Для второго отношения обменных интегралов
было выбрано значение 𝑅𝐵𝑆 = 𝑅𝑆. В компьютерном эксперименте вычислялась
температура Нееля 𝑇𝑁 и температура поверхностного фазового перехода 𝑇𝑆.
Напряжённость магнитного поля изменялась от 𝐻 = 0 до 𝐻 = 4.0 с шагом
∆𝐻 = 0.5.

Ранее в работах [12–14] было показано, что в отсутствии магнитного по-
ля в системе реализуются четыре фазы, связанные с упорядочиванием спи-
нов на свободной поверхности системы и в основном объёме системы: полно-
стью неупорядоченная фаза (SD/BD), поверхностно-упорядоченная объёмно-
неупорядоченная фаза (SO/BD), поверхностно-упорядоченная объёмно-
упорядоченная фаза (SO/BO), поверхностно-неупорядоченная объёмно-
упорядоченная фаза (SD/BO). Между этими фазами возможны четыре линии
фазовых переходов: из SD/BD в SO/BD – поверхностный фазовый переход, из
SO/BD в SO/BO — экстраординарный фазовый переход, из SD/BD в SO/BO —
обычный фазовый переход, из SD/BD в SD/BO — подповерхностный фазовый
переход. Кривые этих четырёх переходов пересекаются в одной тетракритиче-
ской точке, фазовый переход в которой получил название специального. Ука-
занные виды фазовых переходов в рамках теоретико-полевого подхода были
изучены в работах [20–22].

В данной работе основное внимание было уделено исследованию влияния
магнитного поля на обычный и поверхностный фазовые переходы. Графики за-
висимости температуры фазового перехода для неограниченной системы, тем-
пературы обычного фазового перехода при 𝑅𝑆 = 𝑅𝐵𝑆 = 1.6 и температуры
поверхностного фазового перехода при 𝑅𝑆 = 𝑅𝐵𝑆 = 1.6 представлены на рисун-
ке 2. Как и для двумерных систем, зависимость температуры фазового перехода
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Рис. 2. Графики зависимости температуры фазового перехода для неограниченной системы,
температуры обычного фазового перехода при 𝑅𝑆 = 𝑅𝐵𝑆 = 1.6 и температуры поверхностного

фазового перехода при 𝑅𝑆 = 𝑅𝐵𝑆 = 1.6.

от напряжённости магнитного поля может быть с хорошей точностью аппрок-
симирована квадратичной функцией. Для температуры Нееля неограниченной
системы:

𝑇𝑁 = 𝑇𝑁(0)
(︀
1 − (0.059 ± 0.002)𝐻2

)︀
,

где 𝑇𝑁(0) = 4.51 — температура Нееля при нулевом магнитном поле.
Для экстраординарного фазового перехода:

𝑇𝑂 = 𝑇𝑂(0)
(︀
1 − (0.059 ± 0.002)𝐻2

)︀
,

где 𝑇𝑂(0) = 4.51 — температура экстраординарного фазового перехода при ну-
левом магнитном поле.

Для поверхностного фазового перехода:

𝑇𝑆 = 𝑇𝑆(0)
(︀
1 − (0.057 ± 0.002)𝐻2

)︀
,

где 𝑇𝑆(0) = 4.62 — температура поверхностного фазового перехода при нулевом
магнитном поле.

3. Выводы

Как видно из графиков, с точностью до погрешностей вычислений темпе-
ратура экстраординарного фазового перехода совпадает с температурой Нееля
для бесконечных систем при всех значениях напряжённости магнитного поля.
Также остаётся постоянной разность между температурой экстраординарного
фазового перехода и температурой поверхностного фазового перехода. Зави-
симость температуры от напряжённости магнитного поля носит квадратичный



Математические структуры и моделирование. 2018. №4(48) 19

характер для всех видов фазовых переходов.Температура обычного и экстраор-
динарного фазовых переходов становится нулевой при 𝐻𝑂 = 4.12. Температура
поверхностного фазового перехода принимает нулевое значение при 𝐻𝑆 = 4.19.
Оба значения близки к результату, полученному ранее для двумерных систем
𝐻2𝐷 = 4.
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Abstract. The article investigated the critical behavior of three-dimensional semi-
infinite antiferromagnetic Ising model in a magnetic field by computer simulation.
The values of the Neel temperature for surface and bulk phase transitions at different
magnetic field values are received. The phase diagram of the system is built. The
position of tricritical point of a special phase transition depending on the strength of
the magnetic fields is determined.
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