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Аннотация. С целью повышения точности расчётов по методу коллокаций
и наименьших квадратов (КНК) предлагается увеличить число степеней
свободы с помощью следующих двух способов: увеличения числа базис-
ных функций и интегрирования линеаризованных уравнений с частными
производными (УЧП) по подъячейкам каждой ячейки пространственной
расчётной сетки. Показано, что предложенные новые варианты метода КНК
обладают более высокой точностью, чем предыдущие версии этого метода.
Кроме того, вариант метода КНК, который использует интегральную форму
уравнений коллокаций, требует для сходимости меньшего числа итераций,
чем «дифференциальный» метод КНК.

Ключевые слова: метод коллокаций и наименьших квадратов, предобу-
славливание, подпространства Крылова, многосеточные алгоритмы, колло-
кация интегральных соотношений, уравнения Навье-Стокса.

Введение

В настоящее время широко применяется численное моделирование различ-
ных процессов в технике и промышленности с помощью численного решения
начально-краевых задач для нелинейных уравнений с частными производны-
ми (УЧП). В частности, некоторые прикладные задачи, в которых необходимо
решать уравнения Навье-Стокса, являются настолько вычислительно трудоём-
кими, что требуют для своего решения на суперкомпьютерах от нескольких
недель до одного года [1, 2]. В этой связи является актуальной, как и преж-
де, разработка более эффективных методов численного решения систем УЧП,
которые позволили бы заметно снижать требуемое машинное время.

Метод КНК, предложенный в [3], получил дальнейшее развитие в после-
дующих работах других авторов, и в настоящее время он является одним
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из методов, позволяющих эффективно решать системы уравнений с частны-
ми производными, возникающие в разнообразных приложениях [4–13]. Были
построены варианты метода, которые позволили получать численные решения
двумерных и трёхмерных эталонных задач гидродинамики, по своей точности
не уступающие наиболее точным решениям, известным в настоящее время и
полученным другими методами [14,15].

В течение последних трёх десятилетий за рубежом получает всё боль-
шее распространение класс численных методов LSFEM (Least-Squares Finite
Element Method) — «метод конечных элементов и наименьших квадратов»
[16–19]. В нём метод конечных элементов (МКЭ) комбинируется с методом
наименьших квадратов. В LSFEM подлежащие решению уравнения с частными
производными сначала интегрируются в МКЭ по каждому конечному элементу,
который представляет собой подобласть пространственной расчётной области.
По аналогии с LSFEM здесь рассмотрим следующие варианты метода КНК:
(i) вариант, в котором все уравнения коллокаций, получаемые из системы УЧП,
заменяются на их интегральные аналоги, получаемые при интегрировании УЧП
по нескольким подъячейкам, на которые разбивается каждая ячейка расчётной
области; (ii) вариант, в котором используются и уравнения коллокаций, получа-
емые из решаемых УЧП, и уравнения, получаемые путём интегрирования УЧП
по подъячейкам. Рассматриваемые варианты метода КНК предложены впервые.

Ниже описываются и исходный «дифференциальный» вариант метода КНК,
и методы КНК, в которых «дифференциальный» вариант комбинируется с инте-
гральной формой уравнений коллокаций и дифференциальной формой условий
согласования. Представлены примеры расчётов, которые показывают, что новые
модификации метода КНК позволяют получать более точные результаты, чем
в случае «дифференциальных» вариантов метода КНК.

1. «Дифференциальный» метод КНК

1.1. Описание метода

Рассмотрим краевую задачу для системы уравнений Навье-Стокса

(V · ∇)V +∇p =
1

Re
∆V − f , divV = 0, (x1, x2) ∈ Ω, (1)

V
∣∣
∂Ω

= g (2)

в области Ω с границей ∂Ω. В уравнениях (1) x1, x2 — декартовы пространствен-
ные координаты; V = (v1(x1, x2), v2(x1, x2)) — вектор скорости; p = p(x1, x2) —
давление; f = (f1, f2) — заданная вектор-функция; Re — число Рейнольдса,
∆ = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
, (V · ∇) = v1

∂
∂x1

+ v2
∂
∂x2
. Система (1) решается при граничных

условиях Дирихле (2), где g = g(x1, x2) = (g1, g2) — заданная вектор-функция.
Давление определяется из (1), (2) с точностью до постоянной. В дальнейшем
будем подбирать эту постоянную так, чтобы выполнялось условие∫∫

Ω
p dx1dx2 = 0. (3)
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В качестве области решения берётся квадрат

Ω = {(x1, x2), 0 6 xi 6 L, i = 1, 2}, (4)

где L > 0 — заданная длина стороны квадрата. Величина L использовалась в
конкретных расчётах в качестве характерной длины при обезразмеривании пе-
ременных, и она входит естественным образом в определение числа Рейнольдса
Re в (1). Далее краевую задачу для УЧП будем называть дифференциальной
задачей.

В данной задаче (1)–(4) область (4) покрывается сеткой из квадратных яче-
ек Ωij, i, j = 1, . . . , I, I > 1. Удобно ввести локальные координаты y1, y2 в каж-
дой ячейке Ωij. Зависимость локальных координат от глобальных координат
x1, x2 задаётся формулами ym = (xm − xm,i,j)/h, m = 1, 2, где xm,i,j — значение
координаты xm в центре ячейки Ωij, а h — половина длины стороны квадрат-
ной ячейки, h = L/(2M). Пусть u(y1, y2) = (u1, u2) = V(hy1 + x1,i,j, hy2 + x2,i,j),
q(y1, y2) = p(hy1 +x1,i,j, hy2 +x2,i,j). В локальных переменных уравнения Навье-
Стокса принимают следующий вид:

∆um − Reh
(
u1
∂um
∂y1

+ u2
∂um
∂y2

+
∂q

∂ym

)
= Re · h2fm, m = 1, 2; (5)

1

h

(
∂u1

∂y1

+
∂u2

∂y2

)
= 0, (6)

где ∆ = ∂2

∂y21
+ ∂2

∂y22
. Линеаризация по Ньютону уравнений (5) приводит к формуле

ξ[∆us+1
m − (Re · h)(us1u

s+1
m,y1

+ us+1
1 usm,y1 + us2u

s+1
m,y2

+ us+1
2 usm,y2 + qs+1

ym )] = ξFm, (7)

где m = 1, 2, а s — номер итерации по нелинейности, s = 0, 1, 2, . . ., us1, u
s
2, q

s —
известное приближение решения на s-ой итерации начиная с выбранного на-
чального приближения с индексом s = 0, Fm = Re

[
h2fm−h

(
us1u

s
m,y1

+ us2u
s
m,y2

)]
,

um,yl = ∂um/∂yl, qym = ∂q/∂ym, l,m= 1, 2. Здесь, как и в [12, 13], введён зада-
ваемый пользователем параметр ξ с целью управления величиной числа обу-
словленности переопределённой системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ), которая должна решаться в каждой ячейке Ωij.

Приближённое решение в каждой ячейке Ωij ищется в виде линейной ком-
бинации базисных вектор-функций ϕl:

(us1, u
s
2, q

s)T =
∑mb

l=1 b
s
i,j,lϕl, (8)

где верхний индекс T обозначает операцию транспонирования, а mb — за-
даваемое пользователем количество базисных вектор-функций. В рассматри-
ваемом варианте метода ϕl являются многочленами. Таким образом, искомое
приближенное глобальное решение задачи является кусочно-полиномиальным.
А кусок решения (8) в каждой ячейке представляет собой локальное решение
в окрестности начала локальной системы координат в ячейке.
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Таблица 1. Вид базисных функций ϕl

l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 y1 y2 y2
1 −2y1y2 y2

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ϕl 0 −y2 0 −2y1y2 y2
2 0 1 y1 y2

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 y1 y2 y2
1 y1y2 y2

2

В работе [12] для аппроксимации составляющих скорости использованы
многочлены второй степени по переменным y1, y2, а для аппроксимации давле-
ния — многочлены первой степени, так что общее количество базисных вектор-
функций в (8) составляло 12.

Ранее в [6] было показано, что можно повысить точность численного реше-
ния, получаемого по методу КНК, путём использования многочленов более вы-
соких степеней. В связи с этим мы ниже применяем многочлен второй степени
также для аппроксимации давления. В этом случае имеются в общей сложно-
сти 18 базисных функций в выбранном пространстве. Поскольку в уравнении
неразрывности коэффициенты константы, то его легко удовлетворить за счёт
выбора базисных полиномов ϕl. Нетрудно установить, что для этого требуется
удовлетворить ими три линейных соотношения. В итоге из первоначальных
18 базисных полиномов независимыми останутся только 15. Они приведены
в табл. 1. Их совокупность можно назвать соленоидальным базисом, так как
divϕl = 0. Таким образом, достоинством предложенного варианта метода явля-
ется то, что уравнение неразрывности и, следовательно, закон сохранения мас-
сы удовлетворяется численным решением задачи во всей расчётной области.
Отметим, что проблема обеспечения закона сохранения массы представляет
собой существенную трудность для метода LSFEM [19].

Набор базисных функций, применявшийся в [12], получается из набора,
представленного в табл. 1, если положить mb = 12 в (8), то есть если оставить
в табл. 1 только первые 12 базисных вектор-функций.

Выпишем систему уравнений, определяющую приближённое решение в
каждой ячейке. Назовём её далее локальной СЛАУ, а объединение всех ло-
кальных СЛАУ — глобальной СЛАУ. Основными уравнениями, определяю-
щими решение приближённой задачи, являются уравнения коллокаций. Они
получаются в результате подстановки в уравнения (7) выражений (8) и ко-
ординат точек коллокаций. Количество этих точек и их расположение внутри
ячейки может варьироваться в различных вариантах метода. В данной работе
были реализованы три варианта задания координат точек коллокаций. Обо-
значим через Nc число точек коллокации внутри каждой ячейки. При Nc = 2
локальные координаты точек коллокаций таковы: (ω, ω), (−ω, ω), где ω — зада-
ваемое пользователем значение в интервале 0 < ω < 1. При Nc = 4 локальные
координаты точек коллокаций имеют вид (±ω,±ω). В случае Nc = 8 коорди-
наты точек коллокаций задавались следующим образом: расположение первых
четырёх точек было взято таким же, как при Nc = 4, а координаты следующих
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четырёх точек задавались по формулам (±ω, 0), (0,±ω).
Подставляя (8), а также численные значения координат каждой точки кол-

локации в (7), получим 2Nc линейных алгебраических уравнений:∑mb
m=1 a

(1)
ν,m · bs+1

m = f sν , ν = 1, . . . , 2Nc . (9)

Следуя [12], дополним систему уравнений приближённой задачи в ячейке
Ωij линейными условиями согласования локального решения в каждой ячейке с
локальными решениями, взятыми во всех соседних с ней ячейках. Эти условия
записываются в отдельных точках (называемых точками согласования) на сто-
ронах ячейки Ωij, которые являются общими с соседними ячейками. Условия
согласования берутся здесь в виде

h∂(u+)n

∂n
+ η(u+)n = h∂(u−)n

∂n
+ η(u−)n, (10)

h∂(u+)τ

∂n
+ (u+)τ = h∂(u−)τ

∂n
+ (u−)τ , (11)

q+ = q−. (12)

Здесь h ∂
∂n

= h
(
n1

∂
∂x1

+ n2
∂
∂x2

)
= n1

∂
∂y1

+n2
∂
∂y2

, n = (n1, n2) — внешняя нормаль

к стороне ячейки Ωij, (·)n, (·)τ — нормальная и касательная составляющие
вектора скорости по отношению к стороне ячейки, u+, u− — пределы функции
u и q при стремлении аргументов к точке согласования изнутри и снаружи
ячейки Ωi,j. Здесь, как и в [12], введён задаваемый пользователем параметр η
с целью управления величиной числа обусловленности матрицы СЛАУ, которая
должна решаться в каждой ячейке Ωij.

Для однозначного определения давления в решении задаём его значение в
одной точке области либо аппроксимируем условие (3) по формуле

1
h

(∫∫
Ωi,j

q dy1dy2

)
= 1

h

(
−I∗ +

∫∫
Ωi,j

q∗dy1dy2

)
. (13)

Здесь I∗ — интеграл по всей области Ω, рассчитанный как сумма интегра-
лов по каждой ячейке на предыдущей итерации, q∗ — давление в ячейке на
предыдущей итерации.

Обозначим через Nm число точек согласования для составляющих вектора
скорости на сторонах каждой ячейки. При Nm = 4 координаты этих точек
согласования задаются формулами (±1, 0), (0,±1). При Nm = 8 координаты
точек согласования таковы: (±1,−ζ), (±1, ζ), (−ζ,±1), (ζ,±1), где 0 < ζ < 1.
В расчётах, результаты которых представлены ниже, использовалось значение
ζ = 1/2. Условия согласования для давления (12) задаются в четырёх точках с
координатами (±1, 0), (0,±1). Используя (8), подставим координаты этих точек
в каждое из трёх условий согласования (10)–(12). Из первых двух условий по-
лучим 2Nm линейных алгебраических уравнений для составляющих скорости.
Подстановка представления (8) в (12) даёт ещё четыре линейных алгебраиче-
ских уравнения согласования.

В настоящей работе давление задавалось в нижней левой вершине ячейки
Ω1,1 или же использовалось условие (13). Если сторона ячейки лежит на грани-
це области Ω, то в соответствующих точках на стороне ячейки вместо условий
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согласования в локальной СЛАУ выписываются граничные условия: um = gm,
m = 1, 2.

Объединяя уравнения коллокаций, согласования и уравнения, полученные
из краевых условий, если ячейка Ωi,j граничная, в каждой ячейке получим
СЛАУ вида

Ai,j · ~Xs+1
i,j = ~f s,s+1

i,j , (14)

где ~Xs+1
i,j = (bs+1

i,j,1, . . . , b
s+1
i,j,mb

)T . В вариантах метода КНК, описываемых в насто-
ящей работе, система (14) является переопределённой.

Из всех возможных псевдорешений полученной переопределённой СЛАУ
приближённой задачи здесь наиболее интересное, на котором достигается ми-
нимум эвклидовой нормы невязки её уравнений. Возникшую задачу наимень-
ших квадратов линейной алгебры (терминология, использованная в [20]) решим
сочетанием способа QR-разложения матриц локальных СЛАУ и итерационным
методом решения СЛАУ приближенной задачи. Применение для этого способа
QR-разложения матриц локальных СЛАУ в случае плохо обусловленных задач
предпочтительнее, чем способа нормальных уравнений [9, 13, 20]. Для реше-
ния СЛАУ приближённой задачи применялся процесс, который условно можно
назвать итерациями Гаусса-Зейделя. Одна глобальная (s + 1)-ая итерация за-
ключалась в том, что в расчётной области Ω последовательно перебирались все
ячейки. При этом в каждой ячейке локальное СЛАУ (14) решалось ортого-
нальным методом (Гивенса или Хаусхолдера), в правой части уравнений (10),
(12) в качестве u−, q− берутся либо значения решения на (s + 1)-ой итерации,
если они уже сосчитаны на этой итерации, либо их значения на предыдущей
итерации.

1.2. Предобуславливатели для метода КНК

В каждой ячейке Ωij необходимо решать СЛАУ вида (14). Опустим в (14),
для краткости, верхние и нижние индексы:

A ~X = ~f. (15)

Число обусловленности прямоугольной матрицы A вычисляется по формуле

κ(A) =
√
‖ A1 ‖ · ‖ A−1

1 ‖, (16)

где предполагается, что квадратная матрица A1 = ATA несингулярная. В нашем
случае предобуславливатель зависит от параметров ξ, η. В [12] был описан про-
стой алгоритм для нахождения оптимальных значений ξopt, ηopt в любой ячейке
из требования минимизации числа обусловленности κ(ξ, η). Число κ(ξopt, ηopt)
обычно удовлетворяло неравенствам 3 < κ(ξopt, ηopt) < 10. Оказалось, что оп-
тимальные значения ξopt, ηopt слабо зависят от положения конкретной ячейки
в расчётной сетке, по меньшей мере, в случаях тех тестовых и эталонных за-
дач, которые рассматривались в [12]. Некоторые свойства предобуславливателя
были также исследованы в [12]. В частности, было показано, что снижение Nc

сильнее влияет на значение ξopt, чем на значение ηopt.
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1.3. Алгоритм ускорения сходимости на основе подпространств
Крылова

Для ускорения сходимости итераций здесь применялся во всех новых вари-
антах метода КНК, описываемых в настоящей работе, новый вариант извест-
ного метода [21], основанный на подпространствах Крылова и подробно изло-
женный ранее в [9,13]. Ниже кратко описывается соответствующий алгоритм.
Пусть СЛАУ имеет вид ~X = T ~X + ~f , где вектор ~X — искомое решение, T —
квадратная матрица, а ~f — вектор-столбец. Пусть матрица T имеет полный
ранг, и пусть сходится следующий итерационный процесс: ~Xn+1 = T ~Xn + ~f ,
n = 0, 1, . . ., где ~Xn — приближение решения на n-ой итерации. По определе-
нию, ~r n = T ~X n + ~f − ~X n = ~X n+1 − ~X n — невязка уравнений ~X = T ~X + ~f ,
и нетрудно получить следующее соотношение из вышеприведённых формул:
~r n+1 = T~r n. Предположим, что сделано k + 1 итераций, начиная с началь-
ного приближения ~X0, то есть вычислены величины ~X1, ~X2, . . ., ~Xk+1 и ~r 0,
~r 1, . . . , ~r k . Значение ~Xk+1 затем уточняется по формуле ~X∗k+1 = ~Xk+1 + ~Y k+1.
Используется поправка вида

~Y k+1 =
k∑

i= 1

αi ~r
i (17)

с неопределёнными коэффициентами α1, . . ., αk, которые находятся из условия
минимизации функционала невязки Φ(α1, . . . , αk) =‖ ~X ∗k+1 − T ~X ∗k+1 − ~f ‖2

2,
возникающей при подстановке ~X ∗k+1 в систему ~X = T ~X + ~f . Здесь ||~u||2 — ев-
клидова норма вектора ~u размерности N . Уточнённый вектор k+1-го приближе-
ния ~X ∗k+1 используется в качестве начального приближения для дальнейшего
продолжения последовательности итераций.

1.4. Ускорение сходимости итераций с помощью многосеточного
алгоритма

Основная идея многосеточных алгоритмов состоит в селективном демпфи-
ровании гармоник ошибки [22, 23]. В методе КНК, как и в других методах,
количество итераций, необходимых для достижения заданной точности при-
ближения к предельному решению, зависит от начального приближения. В ра-
боте применялась операция продолжения вдоль восходящей ветви V-цикла —
расчёты на последовательности измельчающихся сеток — в качестве способа
получения хорошего начального приближения для итераций на самой мелкой
сетке среди сеток, используемых в многосеточном комплексе. Проиллюстриру-
ем алгоритм операции продолжения на примере составляющей скорости u1(y1,
y2, b1, . . ., b15). Пусть h1 = h, где h — полушаг грубой сетки, и пусть h2 = h1/2
— полушаг мелкой сетки, на которой нужно найти разложение функции u1 по
базису.
Шаг 1. Пусть X1 и X2 — глобальные координаты центра ячейки грубой сетки.
Сделаем следующие подстановки в полиномиальное выражение для u1:

yl = (xl −Xl)/h1, l = 1, 2. (18)
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В результате получаем многочлен

U1(x1, x2, b1, . . . , b15) = u1

(
x1−X1

h1
, x2−X2

h1
, b1, . . . , b15

)
. (19)

Шаг 2. Пусть (X̃1, X̃2) — глобальные координаты центра любой из четырёх
ячеек мелкой сетки, содержащихся в ячейке грубой сетки. Сделаем в (19) за-
мену xl = X̃l + ỹl · h2, l = 1, 2. В результате получим многочлен второй степени
Ũ1 = P (ỹ1, ỹ2, b̃1, . . . , b̃15) от переменных ỹ1, ỹ2 с коэффициентами b̃1, . . . , b̃15. По-
сле приведения подобных оказывается, что координаты X1, X2 и X̃1, X̃2 входят
в b̃l (l = 1, . . . , 15) только в виде комбинаций δxl = (Xl − X̃l)/h1. Согласно (18),
величина −δxl = (X̃l−Xl)/h1 является локальной координатой в ячейке грубой
сетки центра ячейки мелкой сетки.

Приведём выражения для коэффициентов b̃j (j = 1, . . . , 15) представления
решения в ячейке мелкой сетки с полушагом h2 в терминах коэффициентов
b1, . . . , b15 представления решения в ячейке с полушагом h1 = 2h2:

b̃1 = b1 − δx1(b2 − b4δx1)− δx2(b3 + 2b5δx1 − b6δx2), b̃2 = σ1(T1 + b5δx2),

b̃3 = σ1[b3 + 2(b5δx1 − b6δx2)], b̃4 = σ2b4, b̃5 = σ2b5, b̃6 = σ2b6,

b̃7 = b7 − δx1(b8 − b9δx1) + δx2T1, b̃8 = σ1(b8 − 2b9δx1 + 2b4δx2),

b̃9 = σ2b9, b̃10 = b10 − δx1T2 − δx2(b12 − b15δx2), b̃11 = σ1(T2 − b13δx1),

b̃12 = σ1(b12 − b14δx1 − 2b15δx2), b̃13 = σ2b13, b̃14 = σ2b14, b̃15 = σ2b15,

где σ1 = h2/h1, σ2 = σ2
1, T1 = b2 − 2b4δx1 + b5δx2, T2 = b11 − b13δx1 − b14δx2.

Заметим, что приведённые выше выражения для b̃1, . . . , b̃9 совпадают с выраже-
ниями, представленными в [12,13] для случая, когда mb = 12 в (8).

2. Использование интегральной формы уравнений
коллокаций

Выше в разделе 1 был описан «дифференциальный» вариант метода КНК,
в котором уравнения коллокаций (7) были получены из дифференциальных
уравнений (5). Здесь можно использовать вместо уравнений коллокаций (7)
их интегральные аналоги, получаемые путём интегрирования уравнений (5) по
нескольким подобластям. В «дифференциальном» варианте метода КНК обла-
стью влияния локального решения являются точки коллокации и точки со-
гласования. В интегральном варианте областью влияния является множество
всех точек ячейки. В этом варианте можно ожидать, что скорость сходимости
итерационного процесса решения задачи будет больше, чем в случае «диффе-
ренциального» метода КНК.

Также отметим, что в [13] было показано, что включение аппроксимации
(13) интеграла (3) в переопределённую СЛАУ (14) вместо задания давления
в одной точке существенно ускоряет сходимость итерационного процесса.

Сначала введём в рассмотрение в каждой ячейке Ωij равномерную расчёт-
ную сетку, линии которой разбивают каждую сторону ячейки на Nsub отрезков,
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где Nsub > 1 — заданное количество отрезков вдоль каждой локальной коор-
динаты yk, k = 1, 2. Линии этой сетки разбивают ячейку Ωij на Nc = N2

sub

подъячеек Ω
(l)
ij , l = 1, . . . , Nc. Значение Nsub задаётся так, чтобы величина

N2
sub была сравнимой с количеством mb неизвестных коэффициентов в (8) или

превосходящей mb. Затем представление (8) приближённого решения задачи
подставляется в уравнения (7), которые интегрируются по каждой подъячейке
Ω

(l)
ij :

ξ

∫ ∫
Ω

(l)
ij

[
∆us+1

m − (Re · h)(us1u
s+1
m,y1

+ us+1
1 usm,y1 + us2u

s+1
m,y2

+ us+1
2 usm,y2

+ qs+1
ym )

]
dy1dy2 = ξ

∫ ∫
Ω

(l)
ij

Fmdy1dy2, m = 1, 2; l = 1, . . . , Nc. (20)

Заметим, что интегрирование в левой части равенства (20) легко осуществ-
ляется в аналитическом виде, потому что подынтегральное выражение имеет
полиномиальный вид в соответствии с табл. 1.

В вышеописанном варианте метода КНК интегрируются только линеари-
зованные дифференциальные уравнения с частными производными с целью
получения уравнений коллокаций, но при этом условия согласования использу-
ются в дифференциальной форме, как и в «дифференциальном» методе КНК.
Именно поэтому термин «интегральный», применяемый для краткости в сле-
дующем разделе при описании результатов расчётов по варианту метода КНК,
описанному в данном разделе, берётся в кавычки.

3. Использование дифференциальной и интегральной
форм уравнений коллокаций

Метод КНК является гибким численно-аналитическим методом решения
краевых задач для уравнений с частными производными, и эта гибкость поз-
воляет комбинировать в одной компьютерной программе и в одной переопре-
делённой системе (14) уравнения коллокаций, получаемые непосредственно из
линеаризованного дифференциального уравнения (7) и получаемые в результа-
те интегрирования уравнения (7) по формуле (20).

В левой части (20) имеются, среди прочих, интегралы вида

bi,j,k

∫ ym2

ym1

ymdym, m = 1, 2, (21)

где ym1, ym2 — заданные пределы интегрирования, k = 2, 3, 5, 8, 11, 12, 14 соглас-
но табл. 1. Если |ym1| = |ym2|, то интеграл (21) равен нулю, и в соответству-
ющей строке матрицы Ai,j системы (14) теряется информация об одном или
нескольких коэффициентах bi,j,k. Следовательно, нужно подбирать подъячейки
в ячейке Ωij так, чтобы в каждой подъячейке выполнялось условие |ym1| 6= |ym2|
хотя бы при одном m. Если оставить в матрице Ai,j часть или все уравнения
коллокаций, получаемые из УЧП (7), то можно добавить, с целью повышения
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точности расчёта по методу КНК, несколько уравнений коллокаций вида (20).
При этом можно брать в (20) особенно простые пределы интегрирования, на-
пример, ym1 = 0, ym2 = 1 или ym1 = −1, ym2 = 0. В этих случаях выражения для
интегралов (20) существенно упрощаются, за счёт чего можно добиться неко-
торого снижения машинного времени, необходимого для решения конкретной
задачи.

Пусть Nc,dif — количество уравнений коллокаций, полученных из диффе-
ренциальных уравнений (7), и Nc,int — количество уравнений коллокаций в
интегральной форме (20). Можно по-разному задавать величины Nc,dif и Nc,int,
нужно только следить за тем, чтобы величина Nc = Nc,dif +Nc,int была сравни-
мой с количеством неизвестных коэффициентов в (8) или превосходила его.

В следующем разделе приводится пример расчёта, когда в системе (14) ис-
пользовались дифференциальные уравнения коллокаций и к ним ещё добав-
лялись четыре уравнения коллокаций в интегральной форме (20). При этом
интегрирование в (20) при m = 1 выполнялось по следующим двум подъячей-
кам Ω

(1)
ij и Ω

(2)
ij ячейки Ωij:

Ω
(1)
ij ={(y1, y2)|−16 y1 6 0,−1 6 y2 6 1},Ω(2)

ij ={(y1, y2)|0 6 y1 6 1,−16 y2 6 1}.

При m = 2 интегрирование выполнялось в (20) при другом разбиении ячейки
Ωij на две подъячейки:

Ω
(3)
ij ={(y1, y2)|−16 y1 6 1,−1 6 y2 6 0},Ω(4)

ij ={(y1, y2)|−1 6 y1 6 1, 06 y2 6 1}.

Очевидно, Ωij = Ω
(1)
ij

⋃
Ω

(2)
ij = Ω

(3)
ij

⋃
Ω

(4)
ij .

4. Результаты численных расчётов

4.1. Тестирование

Рассмотрим следующее точное решение уравнений Навье-Стокса (1) [24]:

u1 =
−2(1 + x1)

(1 + x1)2 + (1 + x2)2
, u2 =

2(1 + x1)

(1 + x1)2 + (1 + x2)2
,

p = − 2

(1 + x1)2 + (1 + x2)2
, 0 6 x1, x2 6 1. (22)

Заметим, что функции u1(x1, x2) и u2(x1, x2) описывают поле скорости с нулевой
дивергенцией. Далее,∫ 1

0

∫ 1

0

p dx1dx2 = 4G− π ln 2− 2i

[
Li2

(
− i

2

)
− Li2

(
i

2

)]
≈ −0.46261314677281549872,

где i =
√
−1, G — постоянная Каталана, G ≈ 0.91596559417721901505, Li2(z) —

полилогарифмическая функция. Чтобы обеспечить выполнение равенства (3) с
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погрешностью, не превышающей погрешность машинных вычислений, давление
p в (3) заменялось на величину p̄ = p+ 0.4626131467728155.

Среднеквадратичные величины погрешности решения вычислялись по фор-
мулам:

Err(u(h)) =
[ 1

2M2

M∑
i=1

M∑
j=1

2∑
ν=1

(uν,i,j− uexν,i,j)2
] 1

2
,

Err(p(h)) =
[ 1

M2

M∑
i=1

M∑
j=1

(pi,j− pexi,j)2
] 1

2
,

гдеM — количество ячеек вдоль каждого координатного направления, uexi,j и p
ex
i,j

— вектор скорости и давление, вычисленные из точного решения (22). Величи-
ны ui,j и pi,j обозначают численное решение, полученное по методу КНК, опи-
санному выше, вычисленное в центре ячейки Ωij. Порядки сходимости νu и νp
вычисляются по известным формулам [8,10]. Пусть bsi,j,l, s = 0, 1, . . . — значения
коэффициентов bi,j,l в (8) на s-ой итерации. Использовалось следующее усло-
вие окончания итераций: δbn+1 < ε, где δbn+1 = maxi,j(max16l6mb |bn+1

i,j,l − bni,j,l|), а
ε < h2 — малая положительная величина. В дальнейшем будем называть вели-
чину δbn+1 псевдопогрешностью приближённого решения. Наряду с условием
δbn+1 < ε также применялся следующий критерий для окончания итераций
по нелинейности:

δun+1 =‖ un+1 − un ‖< ε2,

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора, ε2 — заданная малая положительная
величина.

В работе [13] введено определение степени переопределённости или недо-
определённости системы (15) как величины χ(A) = mr/mc, где mr и mc —
соответственно, число строк и число неизвестных в СЛАУ с матрицей A. Было
исследовано влияние величины χ(A) на число обусловленности (16) в случае
применения «дифференциального» метода КНК с mb = 12 в (8). При этом ис-
пользовались граничные условия Дирихле, соответствующие аналитическому
решению (22).

Опустим для краткости полученные табличные данные и лишь перечислим
выводы, полученные из проведённого исследования.
1◦. Скорость сходимости итерационного процесса в «дифференциальном» мето-
де КНК существенно зависит от чисел обусловленности алгебраических систем,
которые необходимо решать в каждой ячейке.
2◦. В тех случаях, когда в матрицу A включаются только строки, соответству-
ющие уравнениям коллокаций, и одна строка, соответствующая аппроксимации
(13) интеграла от давления, получается очень большое число обусловленности
порядка 105, то есть матрица A является плохо обусловленной. При включе-
нии в матрицу A строк, соответствующих условиям согласования, происходит
уменьшение числа обусловленности на три-пять десятичных порядков в зави-
симости от количества ячеек сетки, точек коллокаций и точек согласования.
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Таблица 2. Погрешности Err(un), Err(pn)
и их порядки сходимости νu, νp на

последовательности сеток, Re = 1000, L = 1,
Nc = 8. Метод КНК12

M Err(un) Err(pn) νu νp

10 1.309e–02 9.754e–03

20 5.484e–03 3.664e–03 1.26 1.41

40 1.869e–03 1.135e–03 1.55 1.69

80 4.938e–04 2.870e–04 1.92 1.98

Таблица 3. Погрешности Err(un), Err(pn)
и их порядки сходимости νu, νp на

последовательности сеток, Re = 1000, L = 1,
Nc = 8. Метод КНКД15

M Err(un) Err(pn) νu νp

10 2.947e–05 4.731e–05

20 6.971e–06 2.168e–05 2.08 1.13

40 2.289e–06 1.046e–05 1.61 1.05

80 9.816e–07 4.950e–06 1.21 1.09

Таблица 4. Погрешности Err(un), Err(pn) и их порядки сходимости νu, νp
на последовательности сеток, Re = 1000, L = 1, Nc = 8. Метод КНКИ15

M Err(un) Err(pn) νu νp

10 2.910e–05 5.437e–05

20 6.807e–06 2.249e–05 2.10 1.27

40 2.325e–06 1.076e–05 1.55 1.06

80 9.877e–07 4.893e–06 1.24 1.14

Именно такое значительное снижение числа обусловленности обеспечивает ра-
ботоспособность метода КНК при решении краевых задач для уравнений с
частными производными.
3◦. Число обусловленности в граничных ячейках всегда выше, чем в случае
внутренних ячеек.
4◦. При Nc = 4 и Nmat = 1 существенно замедляется скорость сходимости
метода КНК по сравнению со случаем Nc = 8, Nmat = 2.
5◦. Полученные данные являются практическим доказательством того, что при
использовании переопределённой системы в приближённой задаче (χ(A) > 1)
соответствующая СЛАУ приближённой задачи получается лучше обусловлен-
ной, чем когда СЛАУ при этом не является переопределённой. Это важное
преимущество метода коллокации и наименьших квадратов перед методом кол-
локации, в котором не используется переопределённое СЛАУ в приближенной
задаче.

Для изучения свойств сходимости и точности представленных выше вари-
антов метода КНК были проведены многочисленные вычислительные экспери-
менты с использованием аналитического решения (22). Были даны следующие
названия различным вариантам метода КНК: КНКД12 — «дифференциальный»
метод КНК [12,13], использующий 12 базисных векторов, то есть mb = 12 в (8);
КНКД15 — «дифференциальный» метод КНК с mb = 15 в (8); КНКДИ15,Nc —
метод КНК с mb = 15, в котором используются Nc уравнений коллокаций,
полученных из дифференциальных уравнений (7), и четыре уравнения колло-
каций в интегральной форме (20); наконец, КНКИ15 — «интегральный» метод
КНК с mb = 15 в (8).
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Рис. 1. Сравнение профилей приближенного
и точного решений при x2 = L/2. Сетка

40× 40 ячеек
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Рис. 2. Решение эталонной задачи методом
КНКДИ15,4 при Re = 100 на сетке из 40× 40
ячеек: профиль составляющей скорости v1
вдоль центральной линии каверны x1 = 0.5
(сплошная линия); (◦ ◦ ◦) Ghia и др. [25]

В табл. 2 – 4 представлены результаты численных экспериментов, в кото-
рых использовались два из описанных выше способов ускорения сходимости:
двухпараметрический предобуславливатель и метод подпространств Крылова.
В этих расчётах были взяты число Рейнольдса Re = 1000, L = 1 в (4) и Nc = 8
в случае методов КНКД12 и КНКД15; в случае метода КНКИ15 использовали
значение Nc = N2

sub = 16. Критерием окончания расчётов по вариантам метода
КНК было выполнение неравенства δbn < 10−10. Из сравнения таблиц 2 и 3 вид-
но, что увеличение количества базисных вектор-функций с 12 до 15 уменьшает
ошибки в давлении и скорости в численном решении на два-три десятичных
порядка.

На рис. 1 приведены профили компонент приближённого решения, получен-
ного методом КНКД15, и точного решения. Компоненты v1, v2 и p приближен-
ного решения нарисованы символами 4, ◦ и ∇, соответствующие компоненты
точного решения — сплошными, штриховыми и штрих-пунктирными линиями.
Здесь видно хорошее согласие между численными результатами и аналитиче-
ским решением.

4.2. Течение в квадратной каверне с движущейся крышкой

В рассматриваемой задаче расчётная область — каверна — квадрат (4)
со стороной L = 1, начало координат находится в её левом нижнем углу.
Верхняя крышка каверны движется в безразмерных величинах с единичной
скоростью в положительном направлении оси Ox1. Остальные стороны кавер-
ны (4) покоятся. На всех сторонах заданы условия прилипания: v1 = 1, v2 = 0
при x2 = 1 и vm = 0, m = 1, 2 на остальных сторонах.

Течение в каверне с движущейся крышкой имеет сингулярности в верх-
них углах области. Их влияние на точность численного решения усиливается
с увеличением числа Рейнольдса. Поэтому при больших числах Рейнольдса
для получения более точного решения необходимо применять приём исключе-
ния особенностей решения и/или адаптивные сетки с более мелкими ячейками
в окрестности сингулярностей. Здесь использовали только равномерные сетки.

Было проведено сравнение точности различных вариантов метода КНК, опи-
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Таблица 5. Погрешности δu1, полученные при использовании различных вариантов метода
КНК, Re = 100

Метод ξ η Kmgr k Nit CPU time, s. δu1

КНКД12 2.0 3.5 4 8 2336 53.59 1.726e–02

КНКД15 2.0 3.5 4 8 2540 99.59 1.150e–02

КНКИ15 0.25 1.75 4 9 1700 110.38 8.521e–03

КНКДИ15,4 2.0 3.5 4 8 3257 84.66 8.443e–03

КНКДИ15,8 2.0 3.5 4 8 2697 78.89 1.005e–02

санных выше, в случае числа Рейнольдса Re = 100. Для сравнения использо-
валось численное решение из работы [25]. Введём в рассмотрение погрешность
δu1 = maxj |u1,Ghia(0.5, x2j) − u1,CLR(0.5, x2j)|, где координаты x2j были взяты
из [25]. Во всех расчётах, результаты которых приведены в табл. 5, использо-
валась комбинация всех трёх способов ускорения сходимости итераций, крат-
ко описанных в разделе 1. Оптимальные значения параметров ξ, η, входящих
в двухпараметрический предобуславливатель, были найдены с помощью алго-
ритма [12]. Nit — количество итераций, необходимых для выполнения неравен-
ства δbn < 10−9. Значение k — количество невязок, применявшихся в методе
Крылова (см. уравнение (17)). В многосеточном комплексе применялись сетки
из 5×5, 10×10, 20×20 и 40×40 ячеек; Kmgr — количество последовательно ис-
пользовавшихся сеток в многосеточном комплексе. Из табл. 5 видно, что метод
КНКДИ15,4 обеспечивает наилучшую точность среди четырёх рассмотренных
вариантов метода КНК (см. также рис. 2).

Заключение

Представлены новые варианты метода КНК. В численных экспериментах
показано, что предложенные варианты метода КНК позволяют получать более
точные численные решения, чем «дифференциальный» вариант КНКД12 метода
КНК.

Значительное (на два-три десятичных порядка) увеличение точности ре-
зультатов, получаемых по методу КНК при небольшом (на 25%) увеличении
числа базисных вектор-функций указывает на целесообразность (и осуществи-
мость) обобщения этого приёма на случаи применения вариантов метода КНК
для численного решения краевых задач для трёхмерных уравнений Навье-
Стокса, так как тогда можно будет использовать для достижения заданной
точности сетки с меньшим числом ячеек, чем в случае базисов меньшего раз-
мера.

Следует также отметить, что представленные варианты метода КНК очень
хорошо подходят для распараллеливания, так как вычисления в каждой ячейке
пространственной сетки могут выполняться на каждой итерации независимо от
других ячеек. Можно разбить расчётную область на любое количество подоб-
ластей, равное числу доступных процессоров.
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Abstract. To increase the accuracy of computations by the method of collocations and
least squares (CLS) it is proposed to increase the number of degrees of freedom with
the aid of the following two techniques: an increase in the number of basis vectors and
the integration of the linearized partial differential equations (PDEs) over the subcells
of each cell of a spatial computational grid. It is shown that the proposed new
versions of the CLS method possess a higher accuracy than the previous versions of
this method. Furthermore, the version of the CLS method, which employs the integral
form of collocation equations, needs a lesser number of iterations for its convergence
than the “differential” CLS method.

Keywords: method of collocations and least squares, preconditioning, Krylov sub-

spaces, multigrid, collocation of integral relations, Navier-Stokes equations.

Дата поступления в редакцию: 28.04.2017


