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В статье автора [1] описывалось строение гиперцентральной серии подгруп-
пы унитреугольных автоморфизмов, выделяемой в группе всех автоморфизмов
свободной метабелевой алгебры Ли. В работах автора [2, 3] описывалось стро-
ение гиперцентральной серии аналогичной подгруппы свободной алгебры Ли.

Ж.Л. Лоде ввёл понятие алгебры Лейбница [4] как обобщение понятия ал-
гебры Ли. Теория алгебр Лейбница активно развивается, и многие результаты
из теории алгебр Ли переносятся на алгебры Лейбница.

В данной работе представлено частичное описание центральной серии груп-
пы унитреугольных автоморфизмов свободной алгебры Лейбница.

Напомним, что неассоциативная алгебра L над полем F с билинейным про-
изведением [·, ·] называется (правой) алгеброй Лейбница, если для любых эле-
ментов x, y, z ∈ L выполняется (правое) тождество Лейбница:

[[x, y], z] = [x, [y, z]] + [[x, z], y].

Или, что то же самое,

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y].

Отсюда видно, что [x, [y, y]] = 0.
Кроме того, видно, что введение свойства антикоммутативности превращает

тождество Лейбница в тождество Якоби, а алгебру Лейбница — в алгебру Ли.
Поэтому алгебру Лейбница часто называют «некоммутативным» обобщением
алгебры Ли.

Из тождества Лейбница также следует, что любой элемент алгебры L можно
представить как линейную комбинацию элементов вида [[[[a, b], c], d], ...], поэто-
му для краткой записи будем опускать скобки, положив

[[a, b], c] = abc.
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Более того, примем записи

[[a, b], b] = ab2, [[[a, b], b], b] = ab3 и т. п.

Пусть Ln — свободная алгебра Лейбница над полем F с множеством сво-
бодных порождающих Xn = x1, ..., xn.

Выделим в группе AutLn всех автоморфизмов алгебры Ln подгруппу Un,
порождённую автоморфизмами вида:

τi(yi) :

{
xi → xi + yi,

xj → xj, j 6= i,

где yi принадлежит подалгебре, порождённой xi+1, ..., xn. Такая подгруппа на-
зывается группой унитреугольных автоморфизмов алгебры Ln.

Для краткости будем записывать произвольный автоморфизм ϕ свободной
алгебры Ln с множеством свободных порождающих Xn как ϕ = (f1, f2, ..., fn),
где ϕ(xi) = fi, i = 1, ..., n.

Тогда произвольное отображение вида:

ϕ = (x1 + f1(x2, ..., xn), ..., xi + fi(xi+1, ..., xn), ..., xn), (1)

где для любого i многочлен fi(xi+1, ..., xn) ∈ Ln определяет автоморфизм из Un,
и группа Un состоит из всех таких автоморфизмов.

Выделим в группе Un следующие подгруппы Zα (1 6 α 6 ω), состоящие из
автоморфизмов вида (x1 + f1(xn−1, xn), x2, ..., xn), причём в одночленах много-
члена f1(xn−1, xn) элемент xn−1 встречается не более чем α− 1 раз.

Очевидно, что Zα ⊆ Zα+1.

Теорема 1. Подгруппа Z1 является центром группы Un.

Доказательство. Возьмём произвольные автоморфизмы ϕ ∈ Z1 и ψ ∈ Un.
Согласно описанию группы Z1, автоморфизм ϕ имеет вид

ϕ = (x1 + g1(xn), x2, ..., xn),

где g1(xn) = λ1xn + λ2x
2
n + ...+ λkx

k
n + ...

Пусть ψ имеет вид (1). Вычислим ϕ ◦ ψ и ψ ◦ ϕ. Имеем

ϕψ = (x1 + f1(x2, ..., xn) + g1(xn), x2 + f2(x3, ..., xn), ..., xn).

Далее

ψϕ = (x1 + g1(xn) + f1(x2, ..., xn), x2 + f2(x3, ..., xn), ..., xn).

Убеждаемся, что эти композиции равны. Это по определению означает, что
ϕ ∈ Z(Un).

Теперь предположим, что ϕ = (x1 +f1, x2, ..., xi−1, xi+fi, xi+1, ..., xn) ∈ Z(Un).
Возьмём автоморфизм ψ = (x1 + xi, x2, ..., xn). Тогда

ϕψ = (x1 + xi + f1, x2, ..., xi−1, xi + fi, xi+1, ..., xn),
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ψϕ = (x1 + f1 + xi + fi, x2, ..., xi−1, xi + fi, xi+1, ..., xn).

Таким образом, поскольку ϕψ = ψϕ, следовательно, fi = 0.
Пусть теперь ϕ = (x1 + f1(xi, xn), x2, ..., xn) ∈ Z1. Возьмём автоморфизм

ψ = (x1, ..., xi + xn, ..., xn). Тогда

ϕψ = (x1 + f1(xi + xn, xn), x2, ..., xi + xn, ..., xn),

ψϕ = (x1 + f1(xi, xn), x2, ..., xi + xn, ..., xn).

Таким образом, f1(xi +xn, xn) = f1(xi, xn) или f1(xi +xn, xn)− f1(xi, xn) = 0.
Но в общем случае эта разность содержит несократимые одночлены. Следова-
тельно, f1(xi, xn) = f1(xn). �

Теорема 2. Подгруппы Zα (1 6 α 6 ω) составляют центральный ряд
группы Un.

Доказательство. Напомним, что в центральном ряде Zk(Un)/Zk−1(Un) =
= Z(Un/Zk−1).

Допустим, что для некоторого 1 6 α < ω множества Z1 ⊆ ... ⊆ Zα−1 явля-
ются частью центрального ряда. Пусть ϕ = (x1 + g1(xn−1, xn), x2, ..., xn) ∈ Zα, а
ψ — произвольный унитреугольный автоморфизм вида (1).

Составляя их композиции, видим, что

ϕψ = (x1 + f1 + g1(xn−1 + fn, xn), x2 + f2, ..., xn),

ψϕ = (x1 + g1(xn−1, xn) + f1, x2 + f2, ..., xn).

Многочлен fn = fn(xn) состоит из одночленов вида xpn. Значит, в многочлене
g1(xn−1 + fn, xn) по сравнению с g1(xn−1, xn) появляются одночлены, в которых
переменная xn−1 встречается меньшее число раз. Из вида ϕ следует, что од-
ночлены в g1(xn−1 + fn, xn) либо совпадают с одночленами в g1(xn−1, xn), либо
содержат переменную xn−1 не более чем α − 2 раз. Следовательно, в Un/Zα−1

композиции ϕψ и ψϕ совпадают.
Теперь докажем, что других автоморфизмов в Zα нет. Проведём рассужде-

ния, аналогичные доказательству предыдущей теоремы.
С помощью автоморфизма ψ = (x1 + xi, x2, ..., xn) можно доказать, что в

автоморфизме ϕ многочлены fi = 0 для любого i > 2.
C помощью автоморфизма ψ = (x1, ..., xi + xn, ..., xn) можно доказать, что в

автоморфизме ϕ многочлен f1 не содержит переменных xi для i 6 n− 2.
А рассуждения, приведённые в данном доказательстве выше, показывают,

что при наличии в f1 несократимого одночлена с α или более включениями
переменной xn−1 многочлен g1(xn−1+fn, xn) по сравнению с g1(xn−1, xn) в общем
случае будет содержать одночлены, не зануляющиеся в Un/Zα−1.

Таким образом, множество Zα также входит в центральный ряд при условии,
что туда входит Zα−1 ⊆ Zα.

Так как для Z1 утверждение уже доказано, по индукции получаем то, что
и требовалось доказать. �
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