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Аннотация. В работе рассмотрена задача сравнения двух растровых изоб-
ражений — исходного и целевого, представленных соответствующим каж-
дому множеством чёрно-белых пикселей. Задача решается путём нахожде-
ния диффеоморфизма, который позволит совместить деформируемое изоб-
ражение образа с изображением шаблона. В основе решения лежит метод
построения функционала, характеризующего эволюцию диффеоморфизмов
изображения от его начального состояния до конечного и «штраф» за от-
клонение траекторий движения точек изображения от требуемых. Разрабо-
тан алгоритм решения уравнения диффеоморфизма, основанный на опти-
мизации (минимизации) построенного функционала методом градиентного
спуска. Показан переход от метаморфизма точечных множеств к метамор-
физму изображений, благодаря чему становится возможным оптимальный
метаморфизм в случаях, когда отсутствует поточечное соответствие между
исходными и целевыми объектами. Предложенные в работе алгоритмы мо-
гут использоваться в биометрических системах, системах классификации
изображений и объектов, системах машинного зрения, при распознавании
образов и объектов, системах трекинга.
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Введение

При сопоставлении изображений сравниваемых объектов цель состоит в на-
хождении оптимального преобразования одного изображения в другое. На
основе этого принципа был разработан метод диффеоморфного сопоставле-
ния образов и определения римановой метрической структуры на простран-
ствах деформируемых объектов [3]. Этот метод решает проблему регистра-
ции изображений путём решения вариационной задачи нахождения минимума
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(
d(id, g)2 + ‖g · ntemp − ntarg‖

)
по всем элементам группы диффеоморфизмов

g, где исходное изображение (образ) ntemp и целевое (шаблон) ntarg — срав-
ниваемые объекты, g · n — действие элемента группы диффеоморфизмов g
на изображение n и d — риманово расстояние на диффеоморфизмах, однако,
член ‖g · ntemp − ntarg‖ нарушает метрические аспекты группы диффеоморфиз-
мов. С целью разработки метрического подхода к проблеме сопоставления шаб-
лонов были введены метаморфизмы изображений [7], которые обеспечивают
метрическую структуру.

Использование теоретико-групповых методов анализа изображений являет-
ся инструментом исследований в компьютерной визуализации. Аналитические
и вычислительные свойства низкоразмерных матричных групп Ли составляют
основу компьютерной графики. В работе M. Miller and L. Younes [6] представ-
ления изображений с помощью группы матриц конечной размерности заменя-
ются их бесконечномерным аналогом — группами диффеоморфизмов. Дефор-
мируемый шаблон изображения превращается в метрическое пространство с
метрическим расстоянием между элементами путём построения кривых через
пространство диффеоморфизмов, соединяющих их. Длина кривой становится
основой для построения метрического расстояния, которое соответствует кри-
вым геодезической кратчайшей длины, что приводит к вариационной задаче,
описывающей геодезические потоки между элементами изображения на орби-
те, с решением уравнений Эйлера-Лагранжа, определяющих оптимальный по-
ток диффеоморфизмов. Одной из целей настоящей работы является разработка
бесконечномерных аналогов для исследования многомерных форм изображений
через лиевы группы диффеоморфизмов.

В работе рассмотрена задача сравнения двух растровых изображений —
исходного и целевого, представленных соответствующими множествами чёрно-
белых пикселей. Задача решается путём нахождения диффеоморфизма, кото-
рый позволит совместить деформируемое изображение образа с изображением
шаблона. В основе решения лежит метод построения функционала, характери-
зующего эволюцию диффеоморфизмов изображения от его начального состоя-
ния до конечного и «штраф» за отклонение траекторий движения точек изоб-
ражения от требуемых. При использовании вариационного исчисления задача
приводится к обыкновенным дифференциальным уравнениям первого порядка
Эйлера-Пуанкаре. Разработан алгоритм решения уравнения диффеоморфизма,
основанный на оптимизации (минимизации) построенного функционала мето-
дом градиентного спуска. Показан переход от метаморфизма точечных мно-
жеств к метаморфизму изображений, благодаря чему становится возможным
оптимальный метаморфизм в случаях, когда отсутствует поточечное соответ-
ствие между исходными и целевыми объектами. Предложенные в работе алго-
ритмы могут использоваться в биометрических системах, системах классифика-
ции изображений и объектов, системах машинного зрения, при распознавании
образов и объектов, системах трекинга.

Отличительной особенностью предлагаемого метода от существующих ме-
тодов метаморфизма изображений является то, что функционал, характеризу-
ющий диффеоморфизм изображений, является оптимальным и уникальным.



88 С.Н. Чуканов, С.В. Лейхтер. Построение метаморфизмов растровых...

1. Уравнения Эйлера-Пуанкаре

Рассмотрим 0-мерные многообразия совокупности точек, 1-мерные многооб-
разия кривых и многообразия изображений, которые могут быть представлены
скалярами, векторами и матрицами. Пусть на многообразиеM действуют эле-
менты g; g0 = g (t = 0) = id лиевой группы диффеоморфизмов G, параметризо-
ванных временем t. Метаморфизм определяет пару кривых: шаблон метамор-
физма η ∈ M и образ метаморфизма n ∈ M, который определяется орбитой
действия элементов группы g: n = g · η ∈ M. Если η = const, — метаморфизм
является диффеоморфизмом.

Будем считать, что лиева группа — это группа, которая является конечно-
мерным вещественным гладким многообразием, в котором групповые операции
являются гладкими отображениями. Дифференцируемое отображениеM→N
для многообразийM,N будет диффеоморфизмом, если оно является биекцией
и его обратное отображение N →M является дифференцируемым. Лиева груп-
па диффеоморфизмов Diff (M) дифференцируемого многообразия M является
группой всех диффеоморфизмовM к самой себе.

Метрическая длина близости двух многообразий (совокупности точек, кри-
вых или изображений) определяется самой короткой длиной потока, который
переносит систему координат одного многообразия формы в систему координат
другого. Для сравнения двух изображений, которые являются многообразия-
ми, найдём оптимальную деформацию, которая переводит одно изображение в

другое. Для этого сформируем минимизируемый функционал
1∫
0

L (g, ġ, η, η̇) dt,

с функцией Лагранжа L и с фиксированными граничными условиями
n0 = η0 ∈ M, n1 = g1 · η1 ∈ M. Будем считать, что функция L инвариант-
на при правом действии элемента группы h ∈ G [2, 9]: (g, η)h = (gh, h−1η).
Для метаморфизма (g, η) введём скорость изменения элемента группы g, ко-
торая является элементом соответствующей лиевой алгебры g: u = ġg−1 ∈ g;
и n = gη; ν = gη̇, откуда ν = ṅ − un (действие лиевой алгебры обозначается
конкатенацией с левой стороны). Тогда лагранжиан может быть редуцирован
L (g, ġ, η, η̇) = l (u, n, ν). Сравнение образов основано на решении вариационной
задачи δ

∫
l (u, n, ν) dt = 0, для диффеоморфизмов g ∈ G.

Из условия оптимизации действия S =
1∫
0

l (u, n, ν) dt по отношению к ва-

риации δu и δn = δ (gη) = ω при фиксированных n0, n1 определим уравнения
Эйлера-Пуанкаре [4, 5]. Найдём производную по времени d/dt (δn): d/dt (δn) =
= ω̇ = δν + uω + (δu)n. Вариационное условие оптимизации δS = 0 приводит
к уравнению

1∫
0

(〈
δl/δu, δu

〉
+
〈
δl/δn, ω

〉
+
〈
δl/δv, ω̇ − uω − (δu)n

〉)
dt = 0. (1)

Равенство нулю членов с δu приводят к уравнению

δl/δu + δl/δν � n = 0, (2)
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здесь оператор � определяется из соотношения 〈v � a, ξ〉 = 〈a, ξv〉 ; ∀ξ ∈ g; v ∈
∈ V ; a ∈ V ∗. После интегрирования (1) по частям получим

∂/∂t
(
δl/δν

)
+ u ? δl/δν − δl/δn = 0, (3)

где ? определяется из соотношения
〈
u ? δl/δν , ω

〉
=
〈
δl/δν , uω

〉
. Для построения

полной системы уравнений добавим соотношение

ṅ = ν + un. (4)

Диффеоморфизмы g (x) ∈ G;x ∈ M , которые могут быть представлены в
форме потоков обыкновенных дифференциальных уравнений, эволюционирую-
щих во времени t ∈ [0, 1] с векторным полем u (·) [5]

dg(x)/dt = u (g (x)) ; gt=0 (x) = x. (5)

Запишем скалярное произведение в пространстве g в форме 〈u, v〉g =

=
∫
M

(Lgu)∗v; ‖u‖2
g = 〈u, u〉g, где Lg — оператор дуальности, который отображает

элементы лиевой алгебры g на элементы лиевой коалгебры g∗: Lg : g → g∗. В
случае механической интерпретации величина Lgu имеет смысл вектора им-
пульса, u — вектора скорости, Lg — тензора инерции. Введём обратный опера-
тор K, которой формально представим в виде K = L−1

g .
Для элементов группы gt ∈ G; t ∈ [0, ..., 1] существуют скорости измене-

ния gt: u = dgt/dtg
−1
t ∈ g, которые минимизируют функционал S =

1∫
0

l (u) dt с

лагранжианом

l = ‖u‖2
g + σ−2|v|2 (6)

на траектории, соединяющей элементы группы g0 = g|t=0 и g1 = g|t=1; здесь
второе слагаемое накладывает штраф за отклонение |ν|2 = |ṅ− un|2, обратно
пропорциональный величине σ2.

Выражение для импульса запишем в виде p = Lgu; тогда обратное выраже-
ние u = L−1

g p = Kp, или u (x) =
∫
Ω

K (x, y) p (y) dy.

Для оператора L = id− a∇2 в R2 — обратный оператор K = L−1 аппрокси-
мируем функцией Гаусса [8]

K (x, y) = βe−α
−1|x−y|2 . (7)

Уравнения эволюции диффеоморфизмов Эйлера-Пуанкаре можно получить
решением уравнений вариационной задачи с функционалом (6) [1]:

ġ = u (g) ;u = L−1
g p = Kp;

ṗ = −ad∗up.
(8)
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2. Метаморфизм точечных множеств

Пусть заданы два множества n0 = (x1, . . . , xN) , n1 = (y1, . . . , yN) помечен-
ных точек в M . Поставим задачу нахождения такого минимального диффео-
морфизма g : M → M, что g (xi) ' yi; i = 1, . . . , N (неточное соответствие).
Множество диффеоморфизмов Diff (M) определяют структуру группы.

Для точечных множеств p (y) =
N∑
i=1

pi · δ (y − qi), откуда получим

u (x) =
N∑
i=1

K (x, qi) pi. (9)

Пусть пространство M содержит N объектов (точек), которые подлежат

деформации. Рассмотрим действие S =
1∫
0

l (u, ν) dt с лагранжианом

l (u, ν) = ‖u‖2
g + 1/σ2

N∑
k=1

|νk|2 = ‖u‖2
g + 1/σ2

N∑
k=1

|q̇k − u (qk)|2, (10)

который не зависит от n. Тогда δl/δu = 2Lgu, и: δl/δν = 2/σ2 (ν1, .., νN). Из

соотношений (2, 3, 4) δl/δu+δl/δν �n = 0, имеем δl/δν �n = −2/σ2

N∑
k=1

νk · δ (q − qk),
поэтому

Lgu = σ−2

N∑
k=1

νk · δ (q − qk), (11)

откуда u (q) =
N∑
k=1

K (q, qk) pk, где pk = σ−2νk.

Из уравнения (3) получим

ṗk +Du(qk)
Tpk = ṗk +

N∑
l=1

∇1K (qk, ql) p
T
k pl = 0; k = 1, ..., N, (12)

где ∇1K представляет собой градиент функции (qk, ql) → K (qk, ql) по отноше-
нию к qk. Если для оператора Lg выбрать функцию Грина в виде K (qk, ql) =

= βe−α
−1|qk−ql|2, то ∇1K (qk, ql) = −2α−1β (qk − ql) e−α

−1|qk−ql|2.
Из уравнения (4): ṅ = ν + un, и обозначения n = (q1, .., qN), получим q̇k =

vk + u (qk) = u (qk) + σ2pk; k = 1, .., N .
Перепишем систему (2, 3, 4) для точечных множеств в виде

q̇k = u (qk) + σ2pk;u (q) =
N∑
k=1

K (q, qk) pk; k = 1, ..., N ;

ṗk +
N∑
l=1

∇1K (qk, ql) p
T
k pl = 0.

(13)



Математические структуры и моделирование. 2017. №3(43) 91

Решение системы (13) сводится к решению двухточечной краевой задачи,
так как множество n = (q1, ..., qN) задано в начальный момент времени, а
множество (p1, ..., pN) — в конечный момент. Рассмотрим применение метода
градиентного спуска в задаче нахождения метаморфизма g10 · qk (0) → qk (1)

при минимизации функционала 1/σ2

N∑
k=1

[qk (1)− g10 · qk (0)]2 → min итерацион-

ным выбором начальных значений вектора p (0) = (p1 (0) , ..., pN (0)): p(0)it+1 =

= p(0)it−γ ·
(
∂S/∂p(0)

∣∣
p(0)=p(0)it

)T (
p(0)it

)
, где it — номер итерации, γ — значение

шага метода градиентного спуска, S
(
p(0)it

)
— значение действия при началь-

ных значениях вектора p(0)it.

Пример 1. Рассмотрим пример нахождения энергии деформации S с
лагранжианом (10) на основе интегрирования дифференциальных уравнений
(13) при метаморфизме квадрата в окружность, которые задаются 16 точками,
равномерно расположенными на кривой (рис. 1). Точки расположены в пределах
квадрата 0 6 xi, yi 6 1; i = 1, . . . , 16.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
t = 0.0

a)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
t = 0.3

b)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
t = 0.5

c)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
t = 0.7

d)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
t = 1.0

e)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Target

f)

Рис. 1. Эволюции диффеоморфизма в моменты времени: a) t = 0,0 (начальный образ);
b) t = 0,3; c) t = 0,5; d) t = 0,7; e) t = 1,0; f) цель (требуемый образ).

Пример 2. Рассмотрим пример нахождения энергии деформации на основе
интегрирования дифференциальных уравнений (11) при метаморфизме образов
греческих строчных символов α, δ, γ, ρ, σ (таблица 1), которые представлены 16
точками, равномерно расположенными на кривой символов; точки расположены
в пределах квадрата 0 6 xi, yi 6 1; i = 1, . . . , 16. Интегрирование уравнений
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проводилось при α = 10; σ2 = 0. Энергия вычислялась на основе определения

действия S =
1∫
0

l (u, ν) dt с лагранжианом (10).

Таблица 1. Энергии деформации при метаморфизме образов греческих строчных
символов α, δ, γ, ρ, σ

α δ γ ρ σ

α 0 31,9 28,6 37,4 26,2

δ 31,4 0 21,6 39,1 14,9

γ 26,3 21,9 0 46,7 15,2

ρ 38,2 38,9 46,8 0 44,3

σ 26,1 15,0 14,9 44,5 0

Из таблицы следует, что наименьшую энергию деформации требуют мета-
морфизмы σ ⇔ δ и σ ⇔ γ; наибольшую энергию деформации требуют метамор-
физмы ρ⇔ σ и ρ⇔ γ.

3. Метаморфизм изображений

Рассмотрим случай, когда N — пространство гладких функций (изобра-
жений) Ω → R с действием (g, n) → n ◦ g−1. Будем обозначать координаты
элемента изображения (пикселя) символом q ∈ Ω ∈ Rd (в случае плоских изоб-
ражений d = 2). Простой случай метаморфизма можно получить с помощью

действия: S =
1∫
0

l (u, ν) dt с лагранжианом l (u, ν) = ‖u‖2
g + 1/σ2|ν|2. Если w ∈ g

и n представляет собой изображение wn = −∇nTw так, что
(
δl/δν � n

∣∣w) =
=
(
δl/δν

∣∣∇nTw). Обозначим z = ν/σ2. Тогда получим уравнение Lgut = −zt∇nt,
следовательно, u (·) = −L−1

g (z∇n) = −
∫
Ω

K (·, q) z (q)∇n (q) dq; q ∈ Ω.

Так как u ?
(
δl/δν

)
определяется из

(
u ?
(
δl/δν

)∣∣ω) =
(
δl/δν

∣∣uω) =
= 1/σ2 (div (νn)|ω), то получаем второе уравнение żt + ∇ · (zt · ut) = żt +
+ div (zt · ut) = 0.

Перепишем уравнения эволюции (2, 3, 4) в виде:

żt +∇ · (zt · ut) = 0;

ṅ+
(
∇nT

)
· u = σ2z;

u (·) = −
∫
Ω

K (·, q) z (q)∇n (q) dq; q ∈ Ω.
(14)

Для дискретного двухмерного случая будем считать qij = (xi, yj)
T ;

∆ = ∆x = ∆y; dq = ∆2. Запишем выражение для u в виде

u (q) = −
∫
Ω

K (q, q̃) z (q̃)∇n (q̃) dq̃ ≈
N∑
j

N∑
i

K (q, q̃ij) z (q̃ij)∇n (q̃ij) ∆2;
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q, q̃ij ∈ Ω ∈ R2. Оператор RKHS K = L−1 аппроксимируем функцией Гаусса

K (q1, q2) = βe−α
−1|q1−q2|2 = βe−α

−1(|x1−x2|2+|y1−y2|2).
Решение системы (14) сводится к решению двухточечной краевой задачи,

так как изображение n задано в начальный момент времени, а z — в конеч-
ный момент времени, поэтому для решения уравнений (10) применяется метод
градиентного спуска (аналогично решению задачи (13)).

Пример 3. Рассмотрим пример метаморфизмов изображений арабских цифр
при σ2 = 10, β = 0,1, α = 10, N = 11. Энергия диффеоморфизмов приведена
в таблице 2.

Таблица 2. Энергии диффеоморфизмов изображений арабских цифр

0 1 2 3 4

0 0 0,1899 0,1689 0,0347 0,1963

1 0,3477 0 0,3375 0,3287 0,1606

2 0,3299 0,1587 0 0,2486 0,2062

3 0,0406 0,1884 0,2524 0 0,2046

4 0,3695 0,2934 0,4091 0,2044 0

Заключение

В работе рассмотрена задача сравнения двух изображений. Для её реше-
ния предлагается нахождение диффеоморфизма, который позволит совместить
изображение образа и изображение шаблона. Отличительная особенность пред-
лагаемого метода решения заключается в том, что задача решается на основе
метода построения минимизируемого функционала, характеризующего эволю-
цию диффеоморфного преобразования изображения от начального до конечного
и штраф за отклонение траектории изображения от требуемой. При исполь-
зовании вариационного исчисления задача приводится к обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям первого порядка Эйлера-Пуанкаре. В результате,
разработан алгоритм решения уравнения диффеоморфного преобразования на
основе метода градиентного спуска.

Предложенный метод сравнения изображений может быть распространен на
совокупность изображений, проекции трехмерных изображений, цветные изоб-
ражения и т. п. Рассмотренная задача сравнения двух изображений может быть
использована при оптимальном метаморфизме изображений в случаях, когда
отсутствует поточечное соответствие между исходными и целевыми объектами.
Разработанные алгоритмы могут быть применены в биометрических системах,
системах классификации изображений и объектов, системах машинного зре-
ния, при распознавании образов и объектов. Например, для идентификации
человека по изображению лица, отпечаткам пальцев, рисункам ладоней рук,
рисункам вен ладони или пальца, подписям и т. п.
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Описанный способ сравнения образов позволит добиться лучших результа-
тов распознавания, по сравнению с известными.
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Abstract. This work considers comparison of two images (original and target) that
are represented by black and white pixels to each correspondingly. The problem can be
solved by detecting diffeomorphism that would allow to match deformed and template
images. Solution to the problem is based on the method of constructing a minimized
functional, which characterizes evolution process of the diffeomorphic transformation
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of the image from initial to the final one and “penalty charge” for the deviation of the
image path from the required trajectory. An algorithm for solving the diffeomorphic
transformation equation is developed on the basis of the gradient descent method. The
considered problem of comparing two images can be used for constructing optimal
metamorphosis of images, when there is no exact correspondence between the target
image and the final image of the diffeomorphism. The designed algorithms can be
used through a biometrical system, in images and subjects classification systems,
machine vision systems, images and patterns recognition, tracking systems.

Keywords: pattern recognition, Euler-Poincare equation, diffeomorphism, metamor-

phosis approach.
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