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1. При моделировании широкого класса генных сетей используются нели-
нейные динамические системы вида:

dm1

dt
= −k1m1 + F1(p̃3);

dp̃1

dt
= µ1m1 − β1p̃1;

dm2

dt
= −k2m2 + F2(p̃1);

dp̃2

dt
= µ2m2 − β2p̃2; (1)

dm3

dt
= −k3m3 + F3(p̃2);

dp̃3

dt
= µ3m3 − β3p̃3.

Здесь нелинейные слагаемые в уравнениях Fj(p̃) — гладкие положительные
монотонно убывающие функции неотрицательного аргумента, описывающие от-
рицательные обратные связи; kj, µj, βj — положительные параметры, характе-
ризующие динамику биохимических процессов в моделируемой генной сети.
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что j = 1, 2, 3 и что если j = 1, то
j − 1 = 3.

В наших предыдущих работах [1,3] эта система изучалась в случае µj = βj,
для которого были получены условия существования по крайней мере одного
цикла в её фазовом портрете.

В так называемом симметричном безразмерном случае, в котором k1 = k2 =
k3 = 1, µ1 = µ2 = µ3, µj = βj и F1(p) = F2(p) = F3(p) = F (p) ≡ α(1 + pγ)−1 +α0 ,
система (1) была предложена в [13] для описания динамики синтетической
кольцевой генной сети, связывающей три белка с концентрациями p1(t), p2(t),
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p3(t), репрессирующими друг друга по циклу, и соответствующие мРНК с кон-
центрациями m1(t), m2(t), m3(t). Здесь и далее все параметры предполагают-
ся положительными. Такая динамическая система инвариантна относительно
циклических замен пар переменных (m1, p1) ⇒ (m2, p2) ⇒ (m3, p3) ⇒ (m1, p1).
В недавних работах [7, 8, 14] исследования этого симметричного случая были
продолжены с целью доказательства существования и устойчивости бегущих
волн у таких динамических систем. В работе [9] подобные симметричные си-
стемы изучались с целью рассчёта кольцевых электрических сетей, состоящих
из идентичных однонаправленно связанных генераторов.

В несимметричном случае подобные системы изучались и в [16], где в ка-
честве нелинейных слагаемых рассматривались также и монотонно возраста-
ющие функции. Следуя этой работе, совершим линейную замену переменных
µjpj := p̃j, fj(pj−1) := Fj(p̃j−1), после чего система (1) принимает более сим-
метричный вид:

dm1

dt
= −k1m1 + f1(p3);

dp1

dt
= m1 − β1p1;

dm2

dt
= −k2m2 + f2(p1);

dp2

dt
= m2 − β2p2; (2)

dm3

dt
= −k3m3 + f3(p2);

dp3

dt
= m3 − β3p3.

Основной целью настоящей работы является установление достаточных
условий существования по крайней мере одного устойчивого цикла системы
(2) в её инвариантной области, которая будет описана ниже.

Пусть Aj := fj(0)/kj, Bj := Aj/βj и
Q := [0, A1]× [0, B1]× [0, A2]× [0, B2]× [0, A3]× [0, B3].
Также, как и в [4, 16], где изучались фазовые портреты подобных дина-

мических систем, в том числе и других размерностей, можно проверить, что
параллелепипед Q, лежащий в положительном октанте R6

+, является инвари-
антной областью системы (2); все траектории, начинающиеся в Q при t = 0,
остаются в нём при всех t > 0.

Координаты любой стационарной точки системы (2) удовлетворяют соотно-
шениям mj = βjpj и находятся из уравнения

k1m1 = f1

(
f3(f2(m1/β1)

β2k2
)

β3k3

)
, (3)

в котором правая часть — композиция трёх монотонно убывающих гладких
функций — монотонно убывает с ростом m1, а левая возрастает. Следовательно,
уравнение (3) имеет единственное решение, и потому стационарная точка S0

системы (2) существует и единственна. Пусть S0 = (m0
1; p0

1;m0
2; p0

2;m0
3; p0

3) — её
координаты; через (−qj) будем обозначать производную dfj(p)/dp, вычисленную
при p = p0

j−1, здесь qj > 0, так как производная монотонно убывающей функции
отрицательна.
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Для описания фазового портрета системы (2), следуя [6, 10, 18], где подоб-
ные построения проводились для аналогичных динамических систем, разобьём
область Q плоскостями, mj = m0

j , pj = p0
j , проходящими через точку S0. Обо-

значим полученные параллелепипеды (блоки) разбиения бинарными индексами:

E = {ε1ε2ε3ε4ε5ε6} ={
X ∈ Q | m1 ≷ε1 m

0
1; p1 ≷ε2 p

0
1; m2 ≷ε3 m

0
2; p2 ≷ε4 p

0
2; m3 ≷ε5 m

0
3; p3 ≷ε6 p

0
3,
}
,

(4)
где X = (m1, p1,m2, p2,m3, p3), ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6 ∈ {0, 1}, и отношения по-
рядка задаются следующим образом: символ ≷0 означает 6, а символ ≷1

означает >.
Так же, как в [3,6,18], проверяется, что при такой дискретизации фазового

портрета динамической системы (2) для любых двух соседних блоков E1 и E2

разбиения (4), имеющих общую пятимерную грань E1 ∩ E2, траектории всех
точек этой грани переходят только в один из этих двух блоков — либо из E1 в
E2: E1 → E2, либо наоборот: E2 → E1.

Матрица линеаризации системы (2) в точке S0 имеет вид:

M0 =



−k1 0 0 0 0 −q1

1 −β1 0 0 0 0

0 −q2 −k2 0 0 0

0 0 1 −β2 0 0

0 0 0 −q3 −k3 0

0 0 0 0 1 −β3


.

В аналитическом выражении определителя этой матрицы всего два ненулевых
слагаемых — произведение диагональных элементов и произведение a6 := q1q2q3

недиагональных элементов, поэтому характеристический многочлен матрицы
M0 может быть записан в форме

P (λ) = (k1 + λ)(k2 + λ)(k3 + λ)(β1 + λ)(β2 + λ)(β3 + λ) + a6.

Напомним, что стационарная точка динамической системы называется ги-
перболической, если собственные числа соответствующей матрицы линеари-
зации имеют как положительные, так и отрицательные вещественные части, но
не имеют мнимых вещественных частей. Упорядочим пары собственных чисел
матрицы M0 в порядке убывания их вещественных частей: Reλ1,2 > Reλ2,3 >
Reλ5,6. В дальнейшем мы будем рассматривать именно такую комбинацию зна-
ков этих вещественных частей, при которой стационарная точка S0 является
гиперболической.

Следующая диаграмма показывает, по каким двенадцати блокам разбиения
(4) может проходить цикл динамической системы (2).
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{110011} −−−→ {010011} −−−→ {000011} −−−→ {001011}x y
{110010} {001111}x y
{110000} {001101}x y
{110100} ←−−− {111100} ←−−− {101100} ←−−− {001100}

(5)

Для каждого блока, указанного в диаграмме, траектории системы (2) могут
переходить из него в другие блоки разбиения (4) только в направлении, ука-
занном в диаграмме. Обозначим через W объединение всех этих двенадцати
блоков.

Пусть U ≈ D2 × D4 — достаточно малая открытая окрестность стационар-
ной точки S0; здесь двумерный диск D2 параллелен плоскости и построен по
собственным числам λ1, λ2, а четырёхмерный диск D4 аналогичным образом
построен по остальным собственным числам матрицы M0, имеющим отрица-
тельные вещественные части.

Следующие два утверждения доказываются дословно так же, как их анало-
ги, установленные в [3] для системы (1) в случае βj = µj.

Лемма. При достаточно больших значениях параметра a характери-
стический многочлен P (λ) имеет в точности два комплексных корня с
положительными вещественными частями и четыре комплексных корня с
отрицательными вещественными частями.

Теорема 1. Если характеристический многочлен матрицы M0 имеет два
корня с положительными вещественными частями и четыре корня с отри-
цательными вещественными частями, то динамическая система (2) имеет
по крайней мере один цикл C, содержащийся в области W ′ = W \ (W ∩ U) и
проходящий по ней в соответствии с диаграммой (5).

Следует подчеркнуть, что гиперболичность стационарной точки S0 исполь-
зуется здесь существенным образом для линеаризации системы (2) в окрест-
ности точки S0 с целью построения окрестности U . Такая линеаризация суще-
ствует на основании теоремы Гробмана-Хартмана [12].

Если же у матрицы линеаризации динамической системы имеются и мни-
мые собственные числа, то для построения такой окрестности U потребуются
старшие члены разложения правых частей уравнений системы в окрестности её
стационарной точки. В случаях вырожденности этих старших членов описание
фазового портрета динамической системы становится необозримо сложным. В
ряде ранних публикаций, посвящённых математическому моделированию по-
добных генных сетей, см., например, [11], это обстоятельство не было учтено.

2. В дальнейших рассуждениях об условиях существования устойчивого
цикла системы (2) мы ограничимся описанием «частично симметричного» слу-
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чая k1 = k2 = k3 = k. Все остальные положительные параметры βj, а также
монотонно убывающие гладкие функции fj, как и в [1, 3], будут полагаться
произвольными.

Следуя Р. Смиту [17] (см. также [5, 10]), представим систему (2) в беско-
ординатной форме:

Ẋ = A ·X + Φ(X), (6)

где все нелинейные слагаемые правых частей системы (2) (но не только они)
содержатся во втором слагаемом Φ(X), вектор-функция X(t) имеет координаты
(m1, p1,m2, p2,m3, p3), и матрица A имеет постоянные коэффициенты. Именно,
пусть

Φ =



f1(p3) + ηp3;

m1(1− η) + p1(k − β1);

f2(p1) + ηp1;

m2(1− η) + p2(k − β2);

f3(p2) + ηp2;

m3(1− η) + p3(k − β3);


,

здесь η — некоторый положительный параметр, и пусть A = −kE + ηD, где

D =



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 1 0


.

Обозначим через χ(z) := (zE − A)−1 переходную матрицу для матрицы A,
см. [15, 17]; здесь z ∈ C. Пусть θ(x) := sup ||χ(iω − x)|| для −∞ < ω < ∞,
x > 0, и пусть Φ′ — матрица Якоби отображения Φ : R6

+ → R6.
В работе [17] было установлено (Теорема 3 и Лемма 6), что:
Если у системы (6) матрица A имеет в точности два собственных чис-

ла λ1,2, у которых вещественные части больше, чем −ρ, где ρ > 0, и в
инвариантной области W ′ выполняется неравенство

||Φ′|| < θ(ρ)−1, (7)

то система (5) имеет по крайней мере один устойчивый цикл в области
W ′.

3. Доказательство существования устойчивого цикла у динамической си-
стемы (2) в области W ′ будет сведено к проверке условия (7). Можно показать,
что симметричная матрица Φ′ · (Φ′)⊥, определяющая квадрат нормы матрицы
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Φ′, разбивается на три блока:

B1 =

 (f ′1 + η)2 (f ′1 + η)(k − β3)

(f ′1 + η)(k − β3) (k − β3)2 + (1− η)2

 ,

B2 =

 (f ′2 + η)2 (f ′2 + η)(k − β1)

(f ′2 + η)(k − β1) (k − β1)2 + (1− η)2

 ,

B3 =

 (f ′3 + η)2 (f ′3 + η)(k − β2)

(f ′3 + η)(k − β2) (k − β2)2 + (1− η)2

 ,

соответствующие парам координатных осей (Om1, Op3), (Om2, Op1) и
(Om3, Op2).

Итак, мы получаем оценку

||Φ′||2 = max
j
{||Bj||}.

Корни характеристического многочлена (k + λ(A))6 + η6 = 0 матрицы A, у
которых вещественные части максимальны, имеют вид λ1,2 = −k+η

√
3/2± η i/2,

у остальных его корней вещественные части меньше или равны −k, и поэтому
в качестве параметра ρ можно выбрать любое число γk, где 0 < γ < 1.

Матрица D в ортогональном базисе
e1 = (1, 0, 1, 0, 1, 0), e2 = (0, 1, 0, 1, 0, 1),
e3 = (2,

√
3,−1, 0,−1,−

√
3), e4 = (0,−1,

√
3, 2,−

√
3,−1),

e5 = (2,−
√

3,−1, 0,−1,
√

3), e6 = (0,−1,−
√

3, 2,
√

3,−1)
распадается на три двумерных блока:

De1 = e2, De2 = −e1; 2De3 =
√

3e3 − e4, 2De4 = e3 +
√

3e4;
2De5 = −

√
3e5 − e6, 2De6 = e5 −

√
3e6.

Следовательно, переходная матрица (iω − ρ)E − A = (iω + k − ρ)E − ηD
распадается на блоки:

H1,2 =

 iω + k − ρ η

−η iω + k − ρ

 ,

H3,4 =

 iω + k − ρ− η
√

3/2 η/2

−η/2 iω + k − ρ− η
√

3/2

 ,

H5,6 =

 iω + k − ρ+ η
√

3/2 η/2

−η/2 iω + k − ρ+ η
√

3/2

 .

Чтобы найти θ(ρ)−1, надо вычислить infω минимального квадрата нормы
каждого из этих трёх блоков и выбрать из них наименьший. Несложные вы-
числения показывают, что
||H1,2||2 = (k − ρ)2 + max(ω ± η)2,
||H3,4||2 = [(k − ρ)− η

√
3/2]2 + max(ω ± η/2)2,
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||H5,6||2 = [(k − ρ) + η
√

3/2]2 + max(ω ± η/2)2.
Таким образом, нами установлен основной результат настоящей работы.

Теорема 2. Если k1 = k2 = k3 и в области W ′ при некотором η > 0
выполняется неравенство

min
j
||H2j−1,2j||2 > max

s
||Bs||, j, s = 1, 2, 3, (8)

то система (2) имеет по крайней мере один устойчивый цикл в области
W ′.

Отметим, что, как было сказано в [17], оценка (7) не является точной, и,
следовательно, неравенство (8) является лишь достаточным условием суще-
ствования устойчивого цикла у системы (2).

В случае k1 6= k2 6= k3 6= k1, для которого аналог теоремы 1 был установлен
в [1, 3], матрица (iω − ρ)E − A на двумерные блоки не распадается, и тогда
проверка условия (7) становится громоздкой.

Вопросы единственности циклов шестимерных динамических систем (1) и
(2) остаются открытыми. У аналогичных динамических систем бо́льших раз-
мерностей количество циклов может оказаться довольно большим, см. [2].

Результаты некоторых вычислительных экспериментов с траекториями ди-
намических систем вида (1), (2) приведены в [19–21].
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