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Пусть {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} — стационарная в узком смысле после-
довательность и пусть F6n и F>n — σ-алгебры, порождённые семействами
{ξi : i 6 n} и {ξi : i > n}. Говорят, что последовательность {ξn} удовле-
творяет условию равномерно сильного перемешивания (ϕ-перемешивания) с
коэффициентом перемешивания ϕ(n), если

ϕ(n) = sup

{
|P(AB)− P(A)P(B)|

P(A)
: A ∈ F60, B ∈ F>n

}
→ 0, n→∞.

Если {ξn} — стационарная последовательность с ϕ-перемешиванием,

Sn =
n∑
i=1

ξi, Eξ1 = 0, σ2
n = ES2

n →∞, n→∞, то E|Sn|p 6 Cσpn, p > 2, где C > 0

не зависит от n. Такие оценки впервые получены И. А. Ибрагимовым (см., на-
пример, [1, лемма 18.5.1]); на этих оценках базировалось доказательство цен-
тральной предельной теоремы для последовательностей с с ϕ-перемешиванием.
В дальнейшем после появления известного неравенства М. Пелиград [2], с его
помощью оценки такого типа доказывались различными авторами в различных
модификациях (см., например, [3]). В настоящей работе на основе некоторого
аналога неравенства М. Пелиград оценки подобного типа получены для так
называемых обобщённых сумм (см. [4]).

Обобщённой суммой x ⊕ y будем называть бинарную операцию на D ⊆ R,
удовлетворяющую условиям A1 − A4 (условия (A)):

A1. Ассоциативность: x⊕ ( y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z, x, y, z ∈ D ;
A2. Коммутативность: x⊕ y = y ⊕ x, x, y ∈ D ;
A3. x⊕ 0 = x, x ∈ D ;
A4. Равномерная непрерывность в следующем смысле: для любого ε > 0

найдётся δ > 0 такое, что из |y| < δ следует |x⊕ y − x| < ε, ∀x ∈ D ;
Этим условиям удовлетворяют, например, x ⊕ y = x + y, D = R ,

x ∨ y = max{x, y},D = R+ = [0,+∞) , x ∧ y = min{x, y}, D = R − = (−∞, 0],
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а не удовлетворяют, скажем, x ⊕ y = xy, (не выполняются A3 и A4) и
x⊕ y = x+ y (mod d), d > 0, D = R (не выполняется A4).

Если бинарная операция x ⊗ y удовлетворяет условиям (A), а f(x) возрас-
тающая выпуклая (вниз) функция такая, что f(0) = 0, f(D ) ⊆ D , то бинарная
операция x⊕ y = f−1 (f(x)⊗ f(y)) также удовлетворяет условиям (A).

Будем обозначать

Xk,m(b) =

(
ξk
b

)
⊕ ...⊕

(
ξm
b

)
, Xn(b) = X1,n(b),

Xn = Xn(1), Xn(b) = max
16k6n

|Xk(b)|, k,m, n ∈ N , b > 0.

В дальнейшем будем предполагать, что D = R.

Лемма 1. Для любого ε > 0 найдётся δ > 0 такое, что если

max
16k6n

P{|Xk(xcn)| > δ}+ ϕ(m) 6 γ < 1, x > 0,

то при любых a > 0

P{Xn(xcn) > a+ ε} 6 1

1− γ

(
P{|Xn(xcn)| > a}+ P

{
max
16k6n

|ξk| > δxcn

})
.

Доказательство. Из свойств A1 − A4 выводится, что при любом натуральном
m для любого ε > 0 найдётся δ > 0 такое, что при любом x > 0

{|ξ| > x+ ε, |η| < δ} ⊆ {|ξ ⊕ η| > x}. (1)

{|ξ| > x+ ε, |η1| < δ, ..., |ηm| < δ} ⊆ {|ξ ⊗ η1 ⊕ ...⊕ ηm| > x}. (2)

Пусть Ek = {Xk−1(xcn) < a + ε 6 |Xk(xcn)|}, k = 1, ..., n. Тогда

EiEj = ∅, i 6= j,
n⋃
k=1

Ek = {Xn(xcn) > a + ε}, а в силу (2) найдётся δ > 0

такое, что

{|Xk(xcn)| > a+ ε, max
16k6n

|ξk| < xδcn, |Xk+m,n(xcn)| < δ} ⊆ {|Xm(xcn)| > a},

то есть

{|Xn(xcn)| < a} ⊆ {|Xk(xcn)| < a+ε}∪{|Xk+m,n(xcn)| > δ}∪
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
,

k = 1, ..., n− 1, откуда

{|Xn(xcn)| < a, Ek} ⊆ {|Xk+m,n(xcn)| > δ, Ek} ∪
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn, Ek

}
. (3)

С помощью (3) получаем

P{Xn(xcn) > aε} 6 P{|Xn(xcn)| > a}+
n∑
k=1

P{|Xn(xcn)| < a, Ek}+
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+P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
6 P{|Xm(xcn)| > a}+

n∑
k=1

P{|Xk+m,n(xcn)| > δ, Ek} 6

6 P{|Xn(xcn)| > a}+

(
max
16k6n

P{|Xk(xcn)| > δ}+ ϕ(m)

) n∑
k=1

P{Ek}+

+P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
6 P{|Xm(xcn)| > a}+

+γP{Xn(xcn) > a+ ε}+ P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
,

откуда следует утверждение леммы. �

Следующее предложение — это модификация для обобщённых сумм нера-
венства М. Пелиград (леммы 3.1 из [2]).

Лемма 2. Для любого ε > 0 найдётся δ > 0 такое, что если

max
16k6n

P{|Xk(xcn)| > δ}+ ϕ(m) 6 γ < 1, x > 0,

то при любом a > 0

P{|Xn(xcn)| > a+ 2ε} 6 γ

1− γ
P{|Xn(xcn)| > a}+

1

1− γ
P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
.

Доказательство. Пусть Ek = {Xk−1(xcn) < a + ε 6 |Xk(xcn)|}, k = 1, ..., n.

Тогда EiEj = ∅, i 6= j,
n⋃
k=1

Ek = {Xn(xcn) > a+ δ}. В силу (2) для любого ε > 0

найдётся δ > 0 такое, что при 1 6 k 6 n−m

{|Xk+m,n(xcn)| < δ, Ek, max
16k6n

|ξk| < δxcn} ⊆

⊆ {|Xn(xcn)| < a+ 2ε, Ek, max
16k6n

|ξk| < δxcn},

откуда

{|Xn(cn)| > a+ 2ε, Ek, max
16k6n

|ξk| < δxcn} ⊆ {Ek, |Xk+m,n(cn)| > δ}. (4)

Аналогично выводится

{|Xn(xcn)| > a+ 2ε, max
16k6n

|ξk| < δxcn} ⊆ {Xn−m(xcn) > a+ ε, max
16k6n

|ξk| < δxcn}.

Отсюда
{|Xn(xcn)| > a+ 2ε, max

16k6n
|ξk| < δxcn} =

= {|Xn(xcn)| > a+ 2ε, Xn−m(xcn) > a+ ε, max
16k6n

|ξk| < δxcn}. (5)
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С помощью (7) и (8) получаем P{|Xn(xcn)| > a+ 2ε} 6

6 P{|Xn(xcn)| > a+ 2ε, max
16k6n

|ξk| < δxcn}+ P{max
16k6n

|ξk| > δxcn} =

= P{|Xn(cn)| > a+ 2ε,Xn−m(cn) > a+ ε, max
16k6n

|ξk| < δxcn}+

+P{max
16k6n

|ξk| > δxcn} =
n−m∑
k=1

P{|Xn(xcn)| > a+ 2ε, Ek, max
16k6n

|ξk| < δxcn}+

+P{max
16k6n

|ξk| > δxcn} 6 P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
+

n−m∑
k=1

P{|Xk+m,n(xcn)| > δ, Ek} 6

6 P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
+

(
max
16k6n

P{|Xk(xcn)| > δ}+ ϕ(m)

) n∑
k=1

P{Ek} 6

6 γP{Xn(cn) > a+ δ}+ P
{

max
16k6n

|ξk| > δxcn

}
.

Отсюда с помощью леммы 1 получаем утверждение леммы 2. �

Покажем, как с помощью леммы 2 можно получать оценки для моментов
обобщённых сумм. Пусть δ > 0, N > 0 и натуральное m таковы, что

max
16k6n

P{|Xk(Ncn)| > δ}+ ϕ(m) 6 γ < 1,

где γ > 0 такое, что
γ

1− γ
< 1. Предположим сначала, что max

16k6n
|ξk| < δNcn

почти наверное. Из леммы 2 следует тогда

P{|Xn(Ncn)| > a+ 2kε} 6 γ

1− γ
P{|Xn(Ncn)| > a+ 2(k − 1)ε} 6 ... 6

6
γk

(1− γ)k
P{|Xn(Ncn)| > a},

то есть
P{|Xn(Ncn)| > y} 6 exp{−αy}, α > 0, y > 0.

Отсюда следует, что если
∞∫
0

f(x) exp{−αy} dx < ∞, f(x) > 0, то

sup
n
Ef(|Xn(Ncn)|) <∞, в частности sup

n
E|Xn(Ncn)|p <∞ при любом p > 0.

Будем говорить, что выполнено условие A5, если при любых x > 0,
yi ∈ D , i = 1, ...n, n > 2

(xy1)⊕ ...⊕ (xyn) = x(y1 ⊕ ...⊕ yn).

Например, x ⊕ y = x + y, x ⊕ y = (|x|p + |y|p)1/p , p > 1, D = R,
x⊕ y = x ∨ y, D = R +, удовлетворяют условию A5.
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Теорема 1. Пусть бинарная операция ⊕ удовлетворяет условиям A1−A5

и пусть 0 < q < p, E|Xn|p <∞. Тогда

E|Xn|p 6 A (E|Xn|q)p/q +B E max
16k6n

|ξk|p,

где A и B не зависят от n.

Доказательство. Для бинарной операции, удовлетворяющей условиям A1−A5,
утверждение леммы 2 можно переписать так: для любого ε > 0 найдётся δ > 0
такое, что если

max
16k6n

P{|Xk| > δNcn}+ ϕ(m) 6 γ < 1,

то при x > N

P{|Xn| > xcn} 6
γ

1− γ
P{|Xn| >

xcn
1 + 2ε

}+
1

1− γ
P
{

max
16k6n

|ξk| >
δxcn

1 + 2ε

}
. (6)

Если γ > 0 таково, что
γ(1 + 2ε)p

1− γ
< 1, то с помощью (6) получаем

E|Xn|p = −p
∞∫

0

xp−1P{|Xn| > x} dx 6 (Ncn)p + pcpn

∞∫
N

xp−1P{|Xn| > xcn} dx 6

6 (Ncn)p +
γ(1 + 2ε)p

1− γ
E|Xn|p +

γ(1 + 2ε)p

δp(1− γ)
E max

16k6n
|ξk|p.

Отсюда
E|Xn|p 6 A′cpn +B′ E max

16k6n
|ξk|p, (7)

где A′ и B′ не зависят от n.
Пусть 0 < q < p, cqn = max

16k6n
E|Xk|q. Тогда

max
16k6n

P{|Xk| > δNcn} 6
cqn

(δNcn)q
= (δN)−q,

так что m и N можно выбрать такими, что
γ(1 + 2ε)p

1− γ
< 1 и из (7) следует

теперь

E|Xn|p 6 A′
(

max
16k6n

E|Xn|q
)p/q

+B′E max
16k6n

|ξk|p. (8)

В силу леммы 1

P{Xn > xcn} 6
1

1− γ

(
P
{
|Xn| >

xcn
1 + ε

}
+ P

{
max
16k6n

|ξk| >
δxcn
1 + ε

})
, x > 0,

откуда

max
16k6n

E|Xn|q 6 EX
q

n 6
(1 + ε)q

1− γ

(
E|Xn|q + δ−qE max

16k6n
|ξk|q

)
,

что вместе с (8) даёт утверждение теоремы. �
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Пусть x ⊕ y = x + y, Xn = Sn, Eξ1 = 0, σ2
n = ES2

n → ∞, n → ∞.
Тогда σn является правильно меняющейся последовательностью порядка 1/2
[1, теорема 18.2.3], так что

E max
16k6n

|ξk|p 6 nE|ξ1|p = o(σpn), p > 2,

и из теоремы 1 следуют оценки И.А. Ибрагимова.
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