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Введение

Исследования связно упорядоченного аффинного пространства An, n ≥ 2,
в случае порядка P, инвариантного относительно группы параллельных пере-
носов, привели, благодаря работе А.Д. Александрова [1], к полному описанию
группы порядковых автоморфизмов Aut(P).

Аналогичный результат был достигнут при изучении порядка, инвариантно-
го относительно основной аффинной группы Ли [2,3].

Основным инструментом этих исследований была теорема о контингенции,
с помощью которой изучение порядковых автоморфизмов сводилось к изучению
автоморфизмов порядков, задаваемых конусами.

В данной статье дается доказательство «слабой» теоремы о контингенции
для упорядоченных связных односвязных разрешимых групп Ли, снабжённых
полной левоинвариантной аффинной структурой.

1. Предпорядок, порядок и порядковые автоморфизмы

Определение 1. Предпорядок на множестве M — это семейство подмно-
жеств P = {Px : x ∈M}, удовлетворяющее следующим условиям:

O1) каждой точке x ∈M сопоставлено подмножество Px ⊂M;
O2) x ∈ Px для любой точки x ∈M;
O3) если y ∈ Px, то Py ⊂ Px.

Если Px 6= {x}, то предпорядок называется нетривиальным. В противном
случае — тривиальным.

Вводим отношение предпорядка

x � y ⇔ y ∈ Px.
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Полагаем
P−x = {y ∈M : y � x}.

Определение 2. Порядок на множестве M — это семейство подмножеств
P = {Px : x ∈ M}, удовлетворяющее условиям O1) - O3) определения 1 и
дополнительному условию:

O4) если y 6= y, то Px 6= Py.

Определение 3. Биективное отображение f : M → M, удовлетворяющее
условию f(Px) = Pf(x) для любой точки x ∈ M, где P — предпорядок в M,
будем называть порядковым автоморфизмом, или P-автоморфизмом.

Из определения следует, что обратное отображение f−1 также является
P-автоморфизмом, т.е. f−1(Px) = Pf−1(x) для любой точки x ∈ An.

Обозначим через Aut(P) множество всех P-автоморфизмов, а через Autc(P)
множество всех непрерывных P-автоморфизмов.

Ясно, Aut(P) является группой относительно операции композиции.

Пусть дан предпорядок P в топологическом пространствеM.
Говорим, что предпорядок P — замкнутый, если все Px – замкнутые мно-

жества; предпорядок P — открытый, если все множества Px \ {x} открыты.

2. Инвариантные порядки в An

Пусть на аффинном пространстве An действует группа G преобразований
этого пространства.

Определение 4. Порядок P = {Px : x ∈ An}, заданный в An, называется
G-инвариантным (или инвариантный относительно группы G), если для лю-
бого x ∈ An и любого g ∈ G g(Px) = Pg(x).

Говорим, что группа G преобразований действует на An транзитивно, если
для любых x, y ∈ An найдётся g ∈ G такое, что g(x) = y. Если для любых
x, y ∈ An найдётся единственный элемент g ∈ G такой, что g(x) = y, то группа
G действует эффективно или просто транзитивно на An.

В случае порядка G-инвариантного относительно просто транзитивной груп-
пы G свойства множеств Px точно такие же, как у конкретного множества Pe,
взятого в выделенной точке e ∈ An. Поэтому часто можно говорить о свой-
ствах порядка, говоря только о множестве Pe. В силу того, что Px = g(Pe), где
x = g(e), g ∈ G, видна определяющая роль множества Pe при задании порядка
P. Будем в таком случае говорить, что множество Pe задаёт порядок P.

Будем также писать P вместо Pe.

Определение 5. Порядок P = {Px : x ∈ An}, заданный в An, называет-
ся релятивистским, если он инвариантен относительно группы параллельных
переносов.
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2.1. Конусы

Под конусом в аффинном пространстве An (n ≥ 2) понимается множество
точек K, состоящее из лучей — образующих конуса — с началом в точке e,
которую называем вершиной конуса.

В случае, когда Px — конус и Px \ {x} — открытое множество, говорим об
открытом конусе.

2.2. Теоремы о контингенции для релятивистских порядков в An

Определение 6. Пусть множество M ⊂ An. Контингенцией cont(M,a) мно-
жестваM в точке a называется конус, составленный из всевозможных пределов
лучей l+(a, x), где x ∈ M при стремлении x к a. Если a не является предель-
ной точкой множества M , то такого конуса нет. Но тогда можно считать, что
cont(M,a) = {a} — «нулевой конус».

Нам нужна

Аксиома A2. Для любых точек x, y ∈ M таких, что y ∈ Px,
множество Px

⋂
P−y ограничено.

Пусть P = {Px : x ∈ An, n ≥ 2} задаёт порядок в аффинном пространстве
An. Назовём направленной кривой, исходящей из точки x, образ полуоси [0,∞)
при непрерывном и монотонном (не убывающем по отношению к порядку на
[0,∞) и порядку P в An) отображении f : [0,∞) → An, при котором число
0 отображается в x. Очевидно, всякая направленная кривая, исходящая из x,
содержится в Px.

Следовательно,

∀t1, t2 ∈ [0,∞) (t1 ≤ t2 ⇒ f(t1) � f(t2) или Pf(t2) ⊂ Pf(t1)).

Следующая теорема А.Д. Александрова [1] даёт информацию о «внешнем
виде» контингенции:

Теорема 1. Пусть P задаёт предпорядок в An (n ≥ 2) и C = cont(P, e).
Тогда

1) C ⊂ P и C — замкнутый выпуклый конус.
2) Если P — замкнутое множество, удовлетворяющее аксиоме A2, то C

— конус с острой вершиной, совпадающий с объединением S всех направ-
ленных кривых, исходящих из точки e.

И, наконец, ответ на вопрос, чем же так хорошо множество cont(Px, x),
связанное с порядком P = {Px : x ∈ An}, дает следующая [1]

Теорема 2. Пусть f : An → An, n ≥ 2, — непрерывный P-автоморфизм,
P — замкнутый предпорядок, удовлетворяющий аксиоме A2.

Тогда f(Cx) = Cf(x), где C = cont(P, e), для любой точки x ∈ An.
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3. Аффинные структуры и аффинные многообразия

Пусть V n n-мерное дифференцируемое многообразие, где n ≥ 1.

Определение 7. Аффинный атлас A на n-мерном многообразии V n есть
совокупность покрывающих V n локальных карт таких, что любая функция
перехода между картами из A продолжается до аффинного преобразования
пространства Rn. Максимальный аффинный атлас есть аффинная структура
на V n. Многообразие V n, оснащённое аффинной структурой, называется n-
мерным аффинным многообразием.

Каждая локальная карта аффинной структуры определяет аффинные коор-
динаты.

Отображение f : V n → V k аффинных многообразий V n, V k называется аф-
финным, если оно, будучи выраженным в аффинных координатах, является
ограничением аффинного преобразования из Rn в Rk.

Множество всех аффинных отображений аффинного многообразия V n обо-
значим через Aff(V n).

На аффинном многообразии V n имеется естественная линейная связность ∇
с нулевой кривизной и кручением: в аффинных координатах она является стан-
дартной связностью на Rn. Ковариантное дифференцирование относительно ∇
в V n отвечает обычному дифференцированию в Rn.

Аффинное многообразие полное, если оно геодезически полное (относитель-
но связности ∇).

Аффинное многообразие V n полное тогда и только тогда, когда оно предста-
вимо в виде Rn/Γ, где Γ подгруппа аффинных преобразований, действующая
свободно и вполне разрывно на Rn [4, c.61].

Геодезические аффинного многообразия 〈V n,A〉 относительно связности ∇
будем называть прямыми. Полугеодезическую, исходящую из точки x, именуем
лучом с началом x.

Очевидно, образ прямой при аффинной биекции будет всегда прямой. Кроме
того, на аффинном многообразии через каждую точку в любом направлении
можно провести единственную прямую.

3.1. Однородные аффинные многообразия

Аффинное многообразие 〈V n,A〉 будем называть однородным, если на нем
действует транзитивно аффинная подгруппа T ⊂ Aff(V n). Причём, если T связ-
ная группа Ли, действующая просто транзитивно на V n, то T диффеоморфна
V n. Следовательно, T оснащается аффинной структурой, в которой левые сдви-
ги являются аффинными биекциями. Другими словами, группа T приобретает
левоинвариантную аффинную структуру.

Если G вещественная связная односвязная группа Ли, оснащённая левоин-
вариантной аффинной структурой, тогда G допускает аффинное представле-
ние, т.е. существует гомоморфизм

α : G→ Aff(Rn).
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Причём α(G) сохраняет область D(G) ⊂ Rn и действует транзитивно на ней [5].
Обратно, если dim G = n и α : G → Aff(Rn) аффинное представление,

имеющее открытую орбиту, тогда можно оснастить G единственной левоинва-
риантной аффинной структурой [5].

При изучении вещественных связных односвязных групп Ли G с левоин-
вариантными аффинными структурами, которые являются полными, полезно
иметь в виду, что группа α(G) действует просто транзитивно на Rn. Известно,
что при этом G должна быть разрешимой, и можно изучать вместо аффинной
геометрии на G фигуры аффинной геометрии на Rn, но инвариантные относи-
тельно группы α(G).

Предложение 1. Пусть группа Ли G оснащена полной левоинвариантной
структурой. Каждая прямая есть однопараметрическая подгруппа группы
Ли G тогда и только тогда, когда каждая однопараметрическая подгруппа
есть прямая.

Доказательство. Пусть каждая прямая есть однопараметрическая подгруп-
па группы Ли G является прямой. Докажем, что каждая однопараметрическая
подгруппа есть прямая.

Предположим, что это не верно. Возьмём однопараметрическую подгруппу
ωξ(t) с касательным вектором ξ в e. В направлении ξ проведём прямую L.
По условию прямая L является однопараметрической подгруппой. Поскольку
в одном направлении двух однопараметрических подгрупп быть не может, то
получаем, что ωξ(t) = L. Получили противоречие с нашим предположением.

Обратно. Пусть каждая однопараметрическая подгруппа есть прямая, но не
каждая прямая является однопараметрической подгруппой. Например таковой
является прямая L. Пусть эта прямая проходит через e в направлении ξ. Выпу-
стим в направлении ξ однопараметрическую подгруппу ωξ(t). По условию она
является прямой. Поскольку в одном направлении двух прямых не бывает, то
L = ωξ(t). Получили противоречие с нашим предположением.

Таким образом, предложение 1 доказано.
�

4. Теорема о контингенции

Рассматриваем связную односвязную разрешимую группу Ли G, оснащён-
ную полной левоинвариантной аффинной структурой. Через e обозначаем еди-
ницу группы.

Пусть P = {Px : x ∈ G} — левоинвариантный порядок на G, т.е.

g(Px) = Pg·x.

Определение 8. Контингенцией C = cont(Pe, e) множества Pe в e называ-
ется конус, составленный из всевозможных пределов лучей l+(e, x), исходящих
из e и проходящих через x, где x ∈ Pe, при стремлении x к e. Если e не явля-
ется предельной точкой множества Pe, то такого конуса нет. Но тогда можно
считать, что cont(Pe, e) = {e} — «нулевой конус».
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Пусть P = {Px : x ∈ G, dimG ≥ 2} задаёт предпорядок в группе Ли G.
Назовём направленной кривой, исходящей из точки e, образ полуоси [0,∞)
при непрерывном и монотонном (не убывающем по отношению к порядку на
[0,∞) и порядку P в G) отображении ω : [0,∞) → Gn, при котором число
0 отображается в e. Очевидно, всякая направленная кривая, исходящая из e,
содержится в Pe.

Следовательно,

t1 ≤ t2 ⇒ ω(t1) � ω(t2) или Pω(t2) ⊂ Pω(t1).

Вещественная конечномерная группа Ли G, для которой экспоненциальное
отображение exp : g → G, где g — алгебра Ли группы G является диффеомор-
физмом, называется экспоненциальной.

Любая экспоненциальная группа Ли разрешима и односвязна. Всякая
вполне разрешимая группа Ли (в частности, нильпотентная группа Ли) экс-
поненциальна, если она односвязна 1.

Следующая теорема дает информацию о «внешнем виде» контингенции:

Теорема 3. Пусть G, dimG ≥ 2 связная односвязная экспоненциальная
разрешимая группа Ли, оснащённая полной левоинвариантной аффинной
структурой и каждая прямая которой является однопараметрической под-
группой. Пусть P задаёт замкнутый предпорядок в G, удовлетворяющий
условию (А): существует окрестность U точки e такая, что Pe ∩P−e ∩U =
= {e}. Тогда

(1) C = cont(Pe, e) ⊂ Pe и C — замкнутый выпуклый конус c острой
вершиной e.

(2) C содержится в объединении S всех направленных кривых, исходящих
из точки e.

Доказательство. (1) Луч контингенции C — это луч l, исходящий из e и
содержащийся в C.

Пусть l – луч контингенции. Он является пределом лучей lN = l(e, xN), xN ∈
∈ Pe.

По предложению 1 каждый lN = l(e, xN) луч является однопараметрической
подполугруппой ωN(t), t ≥ 0, и xN = ωN(t0). Имеем

e � xN ⇒ xN � xN · xN = ωN(t0)ωN(t0) = ωN(2t0) = x2
N ⊂ lN ∩ Pe.

Обозначим, k · xN ≡ ωN(kt0), k = 1, 2, .... Тогда получаем, что все точки вида
k · xN будут принадлежать лучу lN ∩ Pe.

При xN → e точки k · xN ∈ Pe сгущаются на лучах lN , и их пределы дают
точки луча l, т.е. каждая точка x0 ∈ l луча l есть предел точек множества Pe.
Значит, x0 ∈ Pe и, следовательно, l ⊂ Pe, т.е. C ⊂ Pe.

Докажем это. Берём x0 ∈ l, и пусть ω(t) параметризация луча l.

1См. «Математическую энциклопедию».



Математические структуры и моделирование. 2015. №2(34) 11

Имеем

l =
{
ω
(m
n

)
: ∀m,n ≥ 0− целые

}
.

Пусть Ux0 – произвольная окрестность точки x0 и x0 = ω(t0). Выберем m,n
так, что ω(m/n) ∈ Ux0.

Рис. 1.

Полагаем

ω
(m
n

)
= ω

(
1

n

)
· ... · ω

(
1

n

)
︸ ︷︷ ︸

m

≡ m · ω
(

1

n

)
.

Так как групповая операция непрерывна, то по окрестности Ux0 можно найти
окрестность единицы V такую, что

m · ω
(

1

n

)
V ⊂ Ux0 .

Поясним это. Пусть

a = m · ω
(

1

n

)
.

Если дан левый сдвиг La : x → a · x, то La : e → a. Но La — это гомео-
морфизм на G и, значит, для любой окрестности Oa существует окрестность
единицы V такая, что La(V ) ⊂ Oa. В нашем случае, a ∈ Ux0. Берём Oa ⊂ Ux0.
Но тогда

La(V ) ≡ a · V ≡ m · ω
(

1

n

)
Oa ⊂ Ux0 .

Пусть теперь
ωN(t)− параметризация луча lN .

Имеем

lN = {ωN
(p
k

)
: ∀p, k ≥ 0− целые}.
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Берём окрестность Wx0 ⊂ Ux0. Существуют числа p(N), k(N) такие, что

ωN

(
p(N)

k(N)

)
∈ Wx0

или

p(N) · ωN
(

1

k(N)

)
∈ Wx0 ⊂ Ux0 .

Без ограничения общности считаем, что

xN = ωN

(
1

k(N)

)
.

Тогда
p(N) · xN ∈ Wx0 ⊂ Ux0 ,

что мы и доказывали.
Тем самым мы пояснили, что значит «точки k · xN» сгущаются на лучах lN ,

и тем самым доказали часть первого утверждения теоремы 3.
Выпуклость контингенции следует из работы Э.Б. Винберга [6].
Покажем, что конус C имеет острую вершину e. Предположим, что это не

верно. Тогда имеется прямая L ⊂ C и e ∈ C. По доказанному выше, L ⊂ Pe. По
предложению 3 прямая L является однопараметрической подгруппой, т.е. L =
ω(t), t ∈ R. Рассмотрим луч l = ω(t), t ≥ 0 (или t ≤ 0). Это однопараметрическая
подполугруппа; для любого t ≥ 0 ω(t) � e. Следовательно, ω(−t)ω(t) � ω(−t)
и ω(−t) � e, т.е. ω(−t) ∈ P−e .

Поскольку знак t при взятии луча не играет роли, то получаем, что
∀tω(t) ∈ P−e и, таким образом, L ⊂ P−e . Следовательно, L ⊂ Pe ∩ P−e . Но
это противоречит условию (А).

Итак, утверждение (1) теоремы доказано.
(2) Докажем второе утверждение теоремы.
Пусть l – луч контингениции. Покажем, что он является направленной кри-

вой. Надо показать, что если x, y ∈ l, то либо x � y, либо y � x, либо x = y.
Пусть ω(t), t ≥ 0 параметризация луча l и x = ω(t1), y = ω(t2), t1 ≤ t2.
Тогда, раз l ⊂ C ⊂ Pe, то x, y ∈ Pe

x · l = {ω(t1) · ω(t) : t ≥ 0} = {ω(t1 + t) : t ≥ 0} ⊂ {ω(t) : t ≥ 0} = l.

Так как t2 = t1 + τ и l ⊂ Pe, то

y ∈ x · l ⊂ x · Pe = Px·e = Px,

т.е. Py ⊂ Px, или x � y. Второе утверждение теоремы 3 доказано.
Теорема 3 доказана.

�
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5. Группы Ли, каждая прямая в которых является
однопараметрической подгруппой

Приведём примеры экспоненциальных групп Ли, оснащённых аффинной
структурой, в которых каждая прямая является однопараметрической подгруп-
пой.

Алгебра Ли g является нильпотентной шага k > 0, где k — целое число,
если

bk−1g 6= {0}, bkg = {0},

где операция bk определяется посредством индукции:

b0g = g, bkg = [g, bk−1g].

1. Нильпотентные группы Ли шага 2.
Обозначим exp−1(x) = X, x ∈ G, X ∈ g. Если X =

∑
i x

iXi, где Xi — базис
в g, то элементу x ставим в соответствие координаты 1-го рода:

G 3 x→ (x1, ..., xn) ∈ Rn.

Для нильпотентных алгебр Ли шага 2

exp−1(xy) = X ∗ Y = X + Y +
1

2
[X, Y ].

Имеем

X ∗ Y =
∑
i

xiXi +
∑
i

yiXi +
1

2

∑
i,j

xiyj[Xi, Xj] =

=
∑
k

(
xk + yk +

1

2

∑
i,j

ckijx
iyj

)
Xk.

Поэтому

(xy)k = xk + yk +
1

2

∑
i,j

ckijx
iyj.

Левый сдвиг La(x) = ax записывается в таком случае в виде

[La(x)]k = ak + xk +
1

2

∑
i,j

ckija
ixj (1)

a→ (a1, ..., an), x→ (x1, ..., xn).

Видим, что левые сдвиги задаются аффинными преобразованиями (1). Следо-
вательно, имеем аффинную структуру на нильпотентной группе Ли шага 2.

Прямая ω(t), проходящая через единицу e, в канонических координатах 1-го
рода задаётся как

[ω(t)]k = tak.
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Пусть Z =
∑

i a
iXi — направляющий вектор данной прямой. Имеем

ω(t1)ω(t2) = (t1Z) ∗ (t2Z) = t1Z + t2Z +
1

2
[t1Z, t2Z] = (t1 + t2)Z = ω(t1 + t2).

Это говорит о том, что прямая является однопараметрической подгруппой. По
предложению 1 верно и обратное, т.е. однопараметрические подгруппы являют-
ся прямыми.

2. Группа Гейзенберга G3II.
Алгебра Ли g3II группы Гейзенберга задаётся коммутационными соотноше-

ниями:
[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

Имеем
b0g = g3II, b1g = {X1},

b2g = [g3II, b1g] = {[X1, X1], [X2, X1], [X3, X1]} = {0}.

Следовательно, алгебра Гейзенберга является нильпотентной шага 2. Посколь-
ку в канонических координатах 1-го рода

[Lx(y)]1 = (xy)1 = x1 + y1 +
1

2
(x2y3 − x3y2),

[Lx(y)]2 = (xy)2 = x2 + y2,

[Lx(y)]3 = (xy)3 = x3 + y3,

(2)

то имеем на G3II левоинвариантную аффинную структуру.
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Аннотация. В работе предложены геометрические методы определения
устойчивости состояния равновесия динамических систем в критических
точках. Метод распространён на системы управления динамическими объ-
ектами, задаваемые системой дифференциальных уравнений первого по-
рядка. Формирование управляющих воздействия системы управления при-
водит к изменению геометрических характеристик системы, что позволяет
переводить систему из состояния неустойчивого равновесия в состояние
устойчивого равновесия. Состояние устойчивости равновесия определяется
методом определения индексов невырожденной критической точки функ-
ции Морса, в качестве которой используется потенциальная функция ди-
намической системы.

Ключевые слова: система управления динамическим объектом, устойчи-
вость состояния равновесия динамической системы, функция Морса, опе-
ратор гомотопии, теорема Якоби.

1. Введение

Для определения устойчивости состояния равновесия динамических си-
стем в критических точках используются геометрические методы исследования
[1, 3, 6]. В работе приводится метод формирования такого метрического тензо-
ра Якоби для консервативной динамической системы, что уравнения движения
динамической системы совпадают с уравнениями для геодезических траекторий
в римановом пространстве с этим тензором.

Метод распространён на системы управления динамическими объектами,
задаваемые системой дифференциальных уравнений первого порядка. При этом
формирование управляющих воздействия приводит к изменению геометриче-
ских характеристик системы, что позволяет переводить систему из состояния
неустойчивого равновесия в состояние устойчивого равновесия.

Состояние неустойчивого (устойчивого) равновесия определяется методом
определения индексов невырожденной критической точки функции Морса, в



Математические структуры и моделирование. 2015. №2(34) 17

качестве которой используется потенциальная функция динамической систе-
мы [4]. В случае системы управления динамическим объектом показано, что
индексы функции Морса могут быть приведены к значениям, соответствующим
состоянию устойчивого равновесия динамической системы.

Потенциальная функция динамической системы с учётом сигналов системы
управления формируется методом построения оператора гомотопии [2,7,8].

2. Исследование состояния равновесия консервативной
динамической системы

Известно, что уравнения движения динамической системы могут быть по-
лучены с использованием вариационного исчисления [3]. Согласно принципу
наименьшего действия Гамильтона движения системы определяются траекто-
риями в фазовом пространстве, удовлетворяющими условию:

δ

t1∫
t0

L (q, q̇) dt = 0, (1)

где q — координаты системы в конфигурационном пространстве Q: q ∈ Q ∈ <n.
Рассмотрим лагранжиан в форме:

L =
1

2
aij (q) q̇iq̇j − V (q) ; i, j = 1, . . . , n, (2)

где aij (q) — тензор, определяющий «кинетическую» энергию 1
2
aij (q) q̇iq̇j,

V (q) — потенциальная функция лагранжиана.
Возможно ли такое конформное преобразование тензора aij (q), что но-

вый тензор учитывал бы потенциал V (q)? Ответ на этот вопрос даёт теорема
Якоби [6].

Теорема 1 (Якоби). Для консервативной динамической системы с полной
энергией E и лагранжианом (2) можно найти конформное отображение
метрического тензора:

gij (q) = exp (φ (q)) · aij, (3)

где функция φ (q) = ln [2 (E − V (q))] такая, что геодезические в римановом
пространстве с метрическим тензором gij — есть траектории динамиче-
ской системы.

В приложении 1 показано, что можно сформировать метрический тензор:

g = (gij) ; gij (q) = 2 [E − V (q)] aij (q) (4)

при наличии функциональной зависимости тензора aij = aij (q). Таким обра-
зом, учёт потенциальной энергии может быть реализован конформным преоб-
разованием метрического тензора. При этом, используя принцип наименьшего
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действия Гамильтона, получим уравнения движения динамической системы в
виде:

q̈i + aim
(
∂akm
∂qj

− 1

2

∂ajk
∂qm

)
q̇j q̇k + aik

∂V

∂qk
= 0. (5)

Поставим задачу нахождения такой функции Лагранжа для консервативной
динамической системы, определяемой системой дифференциальных уравнений
первого порядка: q̇ = f (q) ;q ∈ <n; f (·) ∈ <n , что эта система дифферен-
циальных уравнений приводится к динамическим уравнениям в форме (5).
Сформируем систему дифференциальных уравнений второго порядка диффе-
ренцированием q̇ по времени:

q̈ =
[
∂f (q)/∂q

]
f (q) = F (q) = ∂V (q)/∂q, (6)

так как система консервативная, в правой части (10) присутствует только по-
тенциальный вектор [5]. Найдём скалярную потенциальную функцию V (q)
формированием оператора гомотопии [7–9]:

V (q) = −
1∫

0

qTF (λq) · dλ. (7)

Пусть задана система с лагранжианом (2); точка q0 ∈ Q — есть точка рав-
новесия лагранжиана, если [3] : ∂V

∂q
(q0) = 0. Точка q0 является точкой устой-

чивого равновесия, если q0 — локальный максимум потенциальной функции
V и индекс невырожденной критической точки функции V , рассматриваемой
в качестве функции Морса, ind (HV (q0)) = 0 ; если ind (HV (q0)) > 0 , то q0

является точкой неустойчивого равновесия (см. Приложение 2).
Пример 1: Рассмотрим динамическую систему:{

q̇1 = ωq2;

q̇2 = ωq1.
(8)

Применяя дифференцирование по времени, получим:{
q̈1 = ω2q1 = −∂V /∂q1;

q̈2 = ω2q2 = −∂V /∂q2.

Найдём скалярную потенциальную функцию формированием оператора гомо-
топии [7–9]: V (q1, q2) = ω2 (−q2

1 − q2
2). Метрический тензор Якоби имеет вид:

gij (q) = 2 [E + ω2 (q2
1 + q2

2)] δij;

ds2 = 2 [E + ω2 (q2
1 + q2

2)] (dq2
1 + dq2

2) .
(9)

Уравнения движения (8) соответствуют соотношениям (5). Потенциальная
функция V (q1, q2), рассматриваемая в качестве функции Морса, имеет индекс



Математические структуры и моделирование. 2015. №2(34) 19

невырожденной критической точки ind (HV (q0)) = −2, то есть система нахо-
дится в неустойчивом состоянии равновесия. �

Покажем, что формирование управляющих воздействий на динамиче-
скую систему приводит к конформному отображению метрического тензора
g̃ij (q) = eφ(q)gij (q).

3. Исследование состояния равновесия системы
управления нелинейным динамическим объектом

Рассмотрим систему управления гладкой нелинейной динамической си-
стемой с обратной связью по состоянию, заданную каноническими соот-
ношениями: q̇ = f (q,u), где q ∈ <n — вектор состояния системы;
u ∈ <n — вектор управляющих сигналов системы; матричная функция
f (·, ·): {f (·, ·)| <n ×<m → <n}. Дифференцируя канонические соотношения, по-
лучим:

q̈ =
[
∂f (q)/∂q

]
f (q) +

[
∂f (q)/∂u

]
u̇ = ∂Vu (q)/∂q. (10)

Если существует функциональная зависимость u = u (q), то:

q̈ =
[
∂f (q)/∂q

]
f (q) +

[
∂f (q)/∂u

] (
∂u (q)/∂u

)
q̇ = Fu (q) = ∂Vu (q)/∂q, (11)

где потенциальную функцию Vu (q) можно получить методом формирования

оператора гомотопии [7–9]: Vu (q) = −
1∫
0

qTFu (λq) · dλ.

Пример 2: Рассмотрим управление динамической системой:{
q̇1 = ωq2 + u1 (q) ;

q̇2 = ωq1 + u2 (q) .
(12)

При управляющих сигналах: u1 = +kq2;u2 = −kq1 , из (12) получим:{
q̈1 = (ω2 − k2) q1 = −∂V /∂q1;

q̈2 = (ω2 − k2) q2 = −∂V /∂q2.
(13)

При отсутствии управления (k = 0) метрический тензор Якоби имеет вид
(9); при формировании управляющих сигналов u1, u2 метрический тензор Якоби
имеет вид:

g̃ij (q) = 2 [E + (ω2 − k2) (q2
1 + q2

2)] δij;

ds2 = 2 [E + (ω2 − k2) (q2
1 + q2

2)] (dq2
1 + dq2

2) ,
(14)

то есть метрический тензор g̃ij (q) может быть получен из метриче-
ского тензора gij (q) конформным отображением g̃ij (q) = eφ(q)gij (q), где
φ (q) = ln [−2k2 (q2

1 + q2
2)].

Уравнения движения (13) соответствуют соотношению (5) при потенциаль-
ной функции:

V (q1, q2) =
(
ω2 − k2

) (
−q2

1 − q2
2

)
. (15)
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Потенциальная функция (15), рассматриваемая в качестве функции Морса,
имеет индекс невырожденной критической точки:

ind (HV (q0)) =

{
0; if k2 > ω2;

−2; if k2 < ω2;

и для обеспечения устойчивости состояния равновесия необходимо выполнить
требование: k > ω > 0. �

4. Формирование состояния устойчивого равновесия
линейной системы управления

Рассмотрим линейную систему управления с обратной связью по состоянию,
заданную каноническими соотношениями:

ẋ = Ax + Bu;u = −Kx, (16)

где x ∈ <n — вектор состояния системы; u ∈ <n — вектор управляющих
сигналов системы; A ∈ <n×n;B ∈ <n×m;K ∈ <m×n. Дифференцируя эти соот-
ношения, получим:

ẍ = (A−BK)2 x. (17)

Для этой системы методом формирования оператора гомотопии [7–9] можно
найти такую потенциальную функцию:

V (x) = −
1∫

0

xT (A−BK)2 λx · dλ = −1

2
xT (A−BK)2 x, (18)

что соотношение (13) может быть переписано в виде: ẍ = −∂V/∂x.

Динамические соотношения ẍ = −∂V/∂x. могут быть получены из уравне-
ния (5) применением метрического тензора Якоби:

gij (x) =
[
2E + xT (A−BK)2 x

]
δij. (19)

Использование потенциальной функции V (x) = −1
2
xT (A−BK)2 x в каче-

стве функции Морса позволяет определить достаточные условия устойчивости
состояния равновесия линейной системы управления: ind

(
xT (A−BK)2 x

)
= 0.

Пример 3: Рассмотрим линейную систему управления с матрицами:

A =

(
0 1

1 0

)
; B =

(
1 0

0 1

)
; K =

(
0 k

−k 0

)
. Тогда при k < 1 система

находится в неустойчивом состоянии равновесия; например, при k = 0 в
критической точке x0 = 0: 2V (x) = −x2

1 − x2
2; ind (HV (x0)) = −2. Тогда при

k > 0 система находится в устойчивом состоянии равновесия; например, при
k = 2 в критической точке x0 = 0: 2V (x) = 3x2

1 + 3x2
2; ind (HV (x0)) = 0. При

изменении параметра k от 0 до 2 метрический тензор Якоби изменяется от
gii (x) = [2E + x2

1 + x2
2], до gii (x) = [2E − 3x2

1 − 3x2
2] ; i = 1, 2, и индекс критиче-

ской точки ind (HV (x0)) от −2 до 0. �
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5. Заключение

Рассмотрен метод определения устойчивости состояния равновесия динами-
ческих систем в критических точках на основе использования геометрических
методов исследования. Приводится метод формирования такого метрическо-
го тензора Якоби для консервативной динамической системы, что уравнения
движения динамической системы совпадают с уравнениями для геодезических
траекторий в римановом пространстве с этим тензором. Метод распростра-
нён на системы управления динамическими объектами, задаваемые системой
дифференциальных уравнений первого порядка. Формирование управляющих
воздействия приводит к изменению геометрических характеристик системы,
что позволяет переводить систему из состояния неустойчивого равновесия в
состояние устойчивого равновесия.

Состояние устойчивого равновесия динамической системы определяется ме-
тодом определения индексов невырожденной критической точки функции Мор-
са, в качестве которой используется потенциальная функция динамической си-
стемы. В случае системы управления динамическим объектом индексы функ-
ции Морса могут быть приведены к значениям, соответствующим состоянию
устойчивого равновесия динамической системы.

Приложение 1. Вывод уравнения движения
динамической системы

Покажем, что можно сформировать метрический тензор g = (gij) та-
кой, что учёт потенциальной энергии может быть реализован конформ-
ным преобразованием метрического тензора при наличии функциональной за-
висимости тензора aij = aij (q). Используя принцип наименьшего действия
Гамильтона, получим уравнения движения динамической системы, исхо-
дя из знания метрического тензора g. Рассмотрим консервативную дина-
мическую систему с лагранжианом: L = 1

2
aij (q) q̇iq̇j − V (q) = T (q, q̇)− V (q)

и интегралом движения — полной энергией: E = T + V . В этом слу-
чае гамильтонов вариационный принцип сводится к принципу наимень-

шего действия Мопертюи: δ
t2∫
t1

2Tdt = 0, так как L = 2T − E. Репарамет-

ризуем время t = t (τ) так, чтобы [6]: aik (q)
(
∂qi/∂τ

)(
∂qk/

∂τ

)
= 1, отку-

да: dτ =
√

2W (q)dt, и: δ
t2∫
t1

(2T ) dt = δ
t1∫
t0

aik (q) q̇iq̇kdt = δ
τ1∫
τ0

√
2W (q)dτ = 0, где

величина W (q) = E − V (q) принимает те же значения, что и кинетиче-
ская энергия T , но не содержит скоростей в своём выражении. Под-

ставляя dτ =
√

2W (q)dt =
√
aikdqidqk в вариацию δ

τ1∫
τ0

√
2W (q)dτ , получим

выражение, которое не зависит от времени параметризации траекторий:

δ
q1∫
q0

√
2W (q) aikdqidqk = 0, где интегрирование проводится по кривой, соеди-
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няющей две фиксированные конечные точки: q0 и q1. Таким образом, дви-
жения, полученные из принципа Гамильтона, удовлетворяют вариационному
условию 0 = δ

∫
(2T ) dt = δ

∫ √
gij q̇iq̇jdt = δ

∫
ds. Рассмотрим систему с мет-

рическим тензором Якоби: gij (q) = 2W (q) aij (q) , который является кон-
формным отображением метрического тензора aij (q) и элементом длины дуги
ds2 = gijdq

idqj = 2Waij q̇
iq̇idt2 = 4W 2dt2, следовательно, ds = 2Wdt.

Кривая γ0 : < →M называется геодезической, если векторное поле,
определяемое касательным вектором γ̇0, параллельно самой кривой, то
есть [1, 3]: ∇γ̇0 γ̇0 = 0, где ∇γ̇0 ковариантная производная ассоциируе-
мая с gij. В локальных координатах уравнение геодезической кривой [1,

3]: d2qi/ds2 + Γijk
dqj/ds

dqk/
ds = 0, где Γijk — коэффициенты Кристоффеля:

Γijk = 1
2
gim
(
∂gmk/∂qj + ∂gmj

/
∂qk − ∂gjk/∂qm

)
; (gij) = (gij)

−1. С учётом метриче-

ского тензора Якоби gik (q) = 2W (q) aik (q) , и: ∂gik
∂qj

= 2W ∂aik
∂qj
−2aik

∂V
∂qj
, получим:

d2qi

ds2
=

d

ds

(
dqi

ds

)
=

1

4W 3

(
q̈iW +

∂V

∂qj
q̇iq̇j

)
;

Γijk
dqj

ds

dqk

ds
=

1

4W 2
aim

(
∂akm
∂qj

− 1

2

∂ajk
∂qm

)
q̇j q̇k − 1

4W 3

∂V

∂qj
q̇iq̇j +

1

4W 2
aik

∂V

∂qk
,

и динамические уравнения могут быть представлены в виде (см. (5)):

q̈i + aim
(
∂akm
∂qj

− 1

2

∂ajk
∂qm

)
q̇j q̇k + aik

∂V

∂qk
= 0.

Приложение 2. Функция Морса [4]

Пусть M — m-многообразие и f : M → < — гладкая функ-
ция, определённая на M . Точка q0 является критической точкой
f , если ∂f (q0)/∂qi = 0;∀i = 1, . . . , n, по отношению к локальной си-
стеме координат (СК — q1, . . . , qn) в окрестности q0. Матрица

Hf (q0) =
(
∂2f/∂qi∂qj (q0)

)
∈ <n×n;∀i, j = 1, . . . , n — гессиан функции f в

критической точке q0. Критическая точка является невырожденной, если
det [Hf (q0)] 6= 0; функция f : M → < является функцией Морса, если любая
критическая точка невырождена. Можно выбрать такую локальную СК в
окрестности невырожденной q0, что представление f в этой СК будет иметь
вид: f = −q2

1 − · · · − q2
λ + q2

λ+1 + · · ·+ q2
m + f (q0), где q0 соответствует началу

координат. Индекс невырожденной критической точки ind (Hf (q0)) = λ равен
числу отрицательных диагональных элементов гессиана Hf (q0) после диаго-
нализации. Векторное поле X на координатной окрестности U многообразия
M описывается формулой X = ξ1

∂/∂q1
+ · · ·+ ξn∂/∂qn, где ξ1, . . . , ξn — функции,

определённые в СК U . При выборе ξi = ∂f/∂qi; i = 1, . . . , n получим гради-

ентное векторное поле функции f : Xf =
(
∂f/∂q1

)
∂/∂q1

+ · · · +
(
∂f/∂qn

)
∂/∂qn.

Градиентное векторное поле функции Морса в точке q 6= q0 имеет вид:
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Xf = −2q1
∂
∂q1
− · · · − 2qλ

∂
∂qλ

+ 2qλ+1
∂

∂qλ+1
+ · · · + 2qn

∂
∂qn
, где q0 соответствует

началу координат.
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Abstract. The paper introduces geometric methods for determining stability of the
equilibrium state of dynamical systems at the critical points. The methods are ex-
tended on dynamic object control systems described by a system of differential equa-
tions of the first order. Conditioning of control signals for the control system changes
the geometric characteristics of the system, and it allows to transfer the system
from a state of unstable equilibrium to a state of stable equilibrium. Stability of the
equilibrium is determined by finding the indices of a non-degenerate critical point of
the Morse function that is, in our case, the potential function of the dynamic system.
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Abstract. It is known that a consistent description of point-wise particles
requires that we add extra physical dimensions to the usual four dimensions
of space-time. The need for such dimensions is based on not-very-intuitive
complex mathematics. It is therefore desirable to try to come up with a
simpler geometric explanation for this phenomenon. In this paper, we provide
a simple geometric explanation of why extra physical dimensions are needed.
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1. Need for Extra Physical Dimensions: Reminder

Problems with the usual 4-dimensional space-time models. In relativistic
physics, elementary particles are points in space; see, e.g., [1]. Point-wise charac-
ter of elementary particles makes many physical quantities infinite. For example,
the energy density ρ(x) of the electric field ~E(x) is known to be proportional to
| ~E(x)|2, and the electric field of a point-wise particle decreases with the distance

r to the particle according to the Coulomb law | ~E(x)| ∼ 1

r2
. Thus, the energy

density ρ(x) is proportional to | ~E(x)|2 ∼ 1

r4
.

The overall energy is equal to the integral
∫
ρ(x) dx and is, thus, proportional

to the integral
∫ 1

r4
dx. In polar coordinates, after integrating over angular coordi-

nates, we get

I =

∫ ∞
0

2π · r2

r4
dr = 2π ·

∫ ∞
0

1

r2
dr.

This integral is equal to

I = − 2π · 1

r

∣∣∣∣∞
0

=∞.

Similar physically meaningless infinities appear when we compute other quantities
related to a point particle [1].
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Comment. The above computations use a non-quantum approximation, but similar
infinities appear when we take into account quantum effects as well.

Current solution. It turns out that infinities can be avoided if we assume that the
space-time has extra dimensions beyond the four usual ones. For example, string
theory shows that we can get a consistent physical theory if we assume that the
space-time is 10-dimensional; see, e.g., [4].

Remaining challenge. A problem with this solution is that it is heavily mathe-
matical, there is no simple intuitive geometric explanation of why extra dimensions
are needed.

Comment. It should be mentioned that:

� while there is no clear geometric explanation of why extra dimensions are
needed,

� there are simple geometric explanations of why namely 10 is a good dimen-
sion; see, e.g., [5].

What we do in this paper. In this paper, we provide a possible geometric
explanation of why extra space-time dimensions are needed.

2. Analysis of the Problem and the Resulting Explanation
of Extra Physical Dimension(s)

Natural idea: discrete space-time. The infinities are caused by integration
to r = 0. Thus, one possible way to avoid infinities is to assume that spatial
coordinates – and other quantities – are discrete. This idea is ubiquitous in physics
[1]:

� an electric charge cannot take any possible value, it must be proportional to
some constant;

� quantum physics started with Planck’s hypothesis that energy of light of a
given wavelength cannot take any possible value, it must be proportional to
some constant (dependent on this frequency), etc.

Resulting description of space-time. Let us apply the discreteness idea to vari-
ables that describe space-time geometry, namely,

� to the space-time coordinates x1, . . . , xn, and

� to the components gij of the metric tensor that describes the proper time
s(x, x′) between two points x = (x1, . . . , xn) and x′ = (x′1, . . . , x

′
n) as follows:

s2(x, x′) =
n∑
i=1

n∑
j=1

gij · (xi − x′i) · (xj − x′j). (1)
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For space-time coordinates, discreteness means that all the coordinates must
be integer multiples of some fixed quantum qx, i.e., that for every point x and for
each coordinate i, we must have xi = Xi · qx for some integer Xi. Similarly, for
the components of the metric tensor gij, discreteness means that there exists some
fixed quantum qg for which, for each component gij, we have gij = Gij · qg for some
integer Gij.

Under these two discreteness assumptions, the formula (1) that describes the
square s2(x, x′) of the proper time between the points x = (X1 · qx, . . . , Xn · qx) and
x′ = (X ′1 · qx, . . . , X ′n · qx) takes the form

s2(x, x′) = S2(X,X ′) · q2
x · qg, (2)

where we denoted

S2(X,X ′)
def
=

n∑
i=1

n∑
j=1

Gij · (Xi −X ′i) · (Xj −X ′j). (3)

Empirical fact: there are light-like particles. It is a known physical fact that:

� in addition to usual particles like electrons and protons that travel with speeds
smaller than the speed of light, and for which, therefore, s2(x, x′) > 0 for
every two points x 6= x′ on the particle’s trajectory,

� there also exist “light-like” particles like photons that always travel with the
speed of light and for which s2(x, x′) = 0 for every two points x 6= x′ on the
particle’s trajectory.

In the continuous space-time, the possibility of light-like particles is math-
ematically trivial. In the continuous space-time, when each coordinate xi can
take any real value, it is always possible to find pairs of points x 6= x′ for which
s2(x, x′) = 0 – provided, of course, that the matrix gij is not positive or negative
definite, i.e., provided that:

� there exist pairs (x, x′) with s2(x, x′) > 0, and

� there exist pairs (x, x′) with s2(x, x′) < 0.

In discrete space-time, the existence of light-like particles is automatically
guaranteed only if we have extra physical dimensions. In the discrete space-
time model (2)-(3), however, it is not always true that if a quadratic form (3)
with integer coefficients Gij attains both positive and negative values, there exist
integer values Xi −X ′i for which this form is equal to 0.

Such a general statement is true if and only if we have at least five variables,
i.e., if and only if n ≥ 5. This result was proven by A. Meyer in 1884 [6] and is
known as Meyer’s Theorem; see, e.g., [1,7,8].
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Resulting explanation. Thus, to make sure that a discrete space-time is always
consistent with the existence of light-like particles, we must assume that the
dimension of space-time is at least five.

This explain the need for at least one extra physical dimension – in addition to
the usual four dimensions of space-time.
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Аннотация. Известно, что последовательное описание точечных частиц требует,
чтобы мы добавили дополнительные физические размерности к обычным четырём
измерениям пространства-времени. Необходимость добавления таких размерно-
стей основана на не очень интуитивной сложной математике. Поэтому желательно
придумать более простые геометрические объяснения этому феномену. В данной
работе мы предоставляем простое геометрическое объяснение того, почему допол-
нительные физические размерности необходимы.

Ключевые слова: дополнительные физические размерности, дискретность фи-
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Abstract. In the general case, complex non-linear partial differential equations
of General Relativity are very hard to solve. Thus, to solve the corresponding
physical problems, usually appropriate approximations are used. The first
approximation to General Relativity is, of course, Newton’s theory of gravita-
tion. Newton’s theory is applicable when the gravitational field is weak and
when all velocities are much smaller than the speed of light. Most existing
approximations allow higher velocities, but still limit us to weak gravitational
fields. In this paper, he consider the possibility of a different approximation,
in which strong fields are allowed but velocities are required to be small. We
derive the corresponding equations and speculate on their possible physical
consequences.
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1. Formulation of the Problem

Need for approximations to General Relativity. Since its discovery in 1915 and
its first experimental confirmation in 1919, General Relativity has been consistently
confirmed by more and more accurate experiments [1,6,10,11]. However, its non-
linear differential equations are very difficult to solve in the general case. As a
result, most observable physical consequences – starting from Einstein’s own –
were obtained by using appropriate approximations to General Relativity.

In many cases, when a new problem appeared which could not be easily solved
by using the existing approximation, a solution was found when a new approxima-
tion was developed. Since General Relativity still has many problems which have
not yet been fully analyzed, a reasonable idea is to come up with new approxi-
mations, with the hope that these approximations will help us to analyze these
problems.

It is desirable to come up with physics-motivated approximations. Some-
times, purely mathematical and/or computational approximation ideas are very
helpful. However, the experience of physicists shows that, in general, physics-
motivated approximation are usually much more successful [1]. From this view-
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point, it is desirable to come up with new physics-motivated approximation to
General Relativity.

Which approximations are known. General Relativity is, in its essence, the
theory of gravitational interactions. From this viewpoint, it is an extension of the
original Newton’s theory of gravitation. In this sense, the Newton’s theory is the
first approximation to General Relativity.

Newton’s theory adequately describes gravitational effects when the following
two conditions are satisfied:

� the gravitational field ϕ is weak and

� all the velocities v are much smaller than the speed of light c: v � c.

In the vicinity of the Solar system, the gravitational field is weak, but there are
objects – such a light – which travel with the speed which is equal to the speed
of light. As a result, while the Newtonian theory of gravitation provides a very
accurate description of the movement of celestial bodies, it is not so adequate in
describing the gravitational effects on the objects whose velocities are comparable
with the speed of light. For example, the Newtonian estimate of the Sun’s gravita-
tional effect on the trajectory of light is twice smaller than what General Relativity
predicts, and the observational confirmation of this effect in 1919 was the first of
many successes of this theory.

From this viewpoint, it has been reasonable to look for a next approximation in
which we take into account that the velocities may be comparable with the speed
of light. Such a post-Newtonian approximation was indeed developed. This effort
was started by Einstein himself. This approximation was later supplemented by
taking into account not only terms which are linear in terms of the (weak) gravity
field (as Newton’s theory does), but also terms which are quadratic in terms of
this field [6,10,11].

Possibility of an alternative approximation: what we do in this paper. New-
ton’s theory holds under the two above assumptions: that the field is weak and
that the velocities are small. Current approximations largely describe what happens
when we do not make the second assumption, while keeping the first assumption
largely intact.

From the physical viewpoint, it is also natural to try to analyze what will hap-
pen if we do not make the first assumption (about weak fields), while keeping the
second one (that velocities are small) intact. In this paper, we show what approxi-
mation we get when we try to come up with such a small-velocity approximation.

Comment. Some of the results presented in this paper first appeared in the technical
report [8].

2. Analysis of the Problem

To come up with a physics-motivated approximation, let us recall the physics
behind these equations. To come with a physics-motivated approximation, let us
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start not directly with the equations of General Relativity, but first with the physics
behind these equations.

Einstein himself came up with the equations of General Relativity from physical
ideas like equivalence principle, but he used these ideas more as a heuristic, he
did not show how these ideas lead exactly to his equations and not to any other
equations; such derivations only appeared much later (see, e.g., [2,3]).

Historically the first physics-motivated derivation of Einstein’s equation was
obtained by Gupta [4, 5] (see also [7]) based on a slightly different idea. Specif-
ically, Gupta used another idea behind General Relativity: that the source of the
gravitational field gij is the total energy density, including both:

� the energy of the other fields, and

� the energy of the gravitational field itself.

The fact that a gravitational field generated by other bodies and fields itself becomes
a source of gravity explains the highly non-linear character of Einstein’s equations.
This idea is what we will use to come up with our small-velocities approximation.

Comment. It should be mentioned that while this idea can be traced back to
Einstein himself, it was only in 1954, after the first Gupta’s paper, that it was
proven that this idea explains the exact equations of General Relativity.

How to describe a small-velocities approximation: a general reminder. In
General Relativity, gravitation is described by the metric tensor gij, so that the
proper times ds between the space-time points xi and xi + dxi has the form ds2 =∑
i

∑
j

gij · dxi · dxj. Here, dx0 = dt is the difference in time, and dxa = va · dt for

a = 1, 2, 3, where va is the a-th component of the velocity v. Thus,

ds2 = dt2 ·

(
g00 + 2

∑
a

g0a · va +
∑
a

∑
b

gab · va · vb

)
.

In the small-velocities approximation, when va � c, we can ignore terms propor-
tional to these small velocities, and thus, consider only the g00 component of the
gravitational field [1,10].

So, in this approximation, gravity at each space-time point is described by a
single scalar g00. In other words, gravity is described by a single scalar field. For
simplicity, let us denote this field by ϕ.

A general description of physical fields in a small-velocity approximation is
well known in classical field theory [1,9]. Such theories are usually formulated in
terms of the corresponding minimum action principle S =

∫
Ldx → min, where

the corresponding Lagrangian has the form L = L(ϕ, ϕ,a ·ϕ,a), where, as usual, ϕ,a

denotes the partial derivative
∂ϕ

∂xa
, and it is implicitly assumed that we sum over

repeated indices, so that, e.g., ϕ,a · ϕ,a means
3∑

a=1

ϕ,a · ϕ,a.
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In particular, the original Newton’s theory corresponds to the Lagrangian

L = k · ρ · ϕ− 1

2
· ϕ,a · ϕ,a,

where ρ is the overall energy density of all the other fields, and k is the parameter
in the differential equations that describe Newton’s theory:

∇2ϕ = −k · ρ. (1)

Comment. This small-velocity approximation is what is usually called a non-
relativistic approximation in field theory, but we will try to avoid this term, since
its use of the word “relativistic" (meaning here related to Special Relativity) may
be confusing in this text, where relativity means General Relativity.

How to derive equations and energy density from the Lagrangian: a brief
reminder. Minimization principle means that the (variational) derivative off the

Lagrangian L with respect to the field ϕ should be equal to 0:
δL

δϕ
= 0. It is

known [1,9] that this leads to the following partial differential equation:

∂L

∂ϕ
− ∂

∂xa

(
∂L

∂ϕ,a

)
= 0. (2)

The energy density of a field with Lagrangian L is described by the formula

ρL = −L+ ϕ,a
∂L

∂ϕ,a
. (3)

Now, we are ready to formulate our main idea in precise terms. We want to
describe a field whose source includes both the outside energy density ρ and the
energy density ρL of the field itself, i.e., a field for which

∇2ϕ = −k · ρ− k · ρL. (4)

Substituting the expression (3) into the formula (4), we get

∇2ϕ = −k · ρ− k ·
[
−L+ ϕ,a

∂L

∂ϕa

]
. (5)

So, we are looking for a Lagrangian L for which the field equations (2) are
equivalent to the equation (5).
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3. Deriving the Approximate Lagrangian

Let us fix a reasonable class of Lagrangians. To solve our problem, let us
consider the following natural generalization of the above Newtonian Lagrangian,
namely, a Lagrangian of the type

L = a · ρ · a(ϕ)− 1

2
· b(ϕ) · ϕ,a · ϕ,a (6)

for appropriate functions a(ϕ) and b(ϕ).

What our idea means for a Lagrangian of this type. Substituting the expres-
sion (6) into the field equations (2), we conclude that

k · a′ · ρ− 1

2
· b′ · ϕ,a · ϕ,a + ∂a(b · ϕ,a) = 0, (6)

where a′ and b′, as usual, denote the derivatives, and ∂a denotes partial derivative
relative to xa.

Differentiating the product b · ϕ,a, we get

k · a′ · ρ− 1

2
· b′ · ϕ,a · ϕ,a + b′ · ϕ,a · ϕ,a + b · ∇2ϕ = 0, (7)

i.e., equivalently, that

∇2ϕ = −k · a
′

b
· ρ+

1

2
· b
′

b
· ϕ,a · ϕ,a. (8)

On the other hand, substituting the expression (6) into the formula (5), we get

∇2ϕ = −k · ρ− k2 · a · ρ− 1

2
· k · b · ϕ,a · ϕ,a + k · b · ϕ,a · ϕ,a,

i.e.,

∇2ϕ = −k · (1− k · a) · ρ+
1

2
· k · b · ϕ,a · ϕ,a. (9)

The equations (8) and (9) should be equivalent. Thus, comparing the equations
(8) and (9), we conclude that

b′

b
= k · b (10)

and
a′

b
= 1− k · a. (11)

Finding the dependence b(ϕ). The equation (10) has the form

db

dϕ

b
= k · b.
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Moving all the terms related to b to one side and all terms related to ϕ to the other
side, we get

db

b2
= k · dϕ.

Integrating both sides, we get

−1

b
= k · ϕ+ C,

so
b(ϕ) =

1

−C − k · ϕ
.

When k → 0, we should get the Newtonian Lagrangian, with b = 1. Thus, C = −1,
and the above formula takes the form

b(ϕ) =
1

1− k · ϕ
. (12)

Finding the dependence a(ϕ). Substituting this expression into the formula (11),
we conclude that

da

dϕ
· (1− k · ϕ) = 1− k · a.

Moving terms containing a and da to one side and terms containing ϕ and dϕ to
the other side, we conclude that

da

1− k · a
=

dϕ

1− k · ϕ
.

Multiplying both sides by −k, we get

d(1− k · a)

1− k · a
=
d(1− k · ϕ)

1− k · ϕ
,

so integration leads to

ln(1− k · a) = ln(1− k · ϕ) + c,

i.e., to
1− k · a = C · (1− k · ϕ).

When k → 0, we should get the Newtonian term a(ϕ) = ϕ. Thus, we conclude
that C = 1. So, 1− k · a = 1− k · ϕ, and thus,

a(ϕ) = ϕ. (13)

The resulting Lagrangian. Substituting the expressions (12) and (13) into the
formula (6), we get the following Lagrangian

L = k · ρ · ϕ− 1

2
· ϕ,a · ϕ,a

1− k · ϕ
. (14)

This is the Lagrangian that we propose as the desired small-velocities approxima-
tion to General Relativity.
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4. Analyzing the Approximate Lagrangian: First Attempts

What we do in this section. Our main objective is to provide the desired
approximation, so that other researchers will analyze this approximation and be
able to use it to solve physical problems.

In this section, we start this analysis by considering the simplest possible case
of an empty-space solution.

Taking into account that most of the Universe is practically empty. It is well
known that, just like most of the Solar system is practically empty – most of the
mass is concentrated in a few practically point-wise celestial bodies – same way
the Universe is mostly practically empty.

In the areas where ρ = 0, the above Lagrangian has a simplified form

L = −1

2
· ϕ,a · ϕ,a

1− k · ϕ
. (15)

Deriving the resulting solution. The Lagrangian (15) can be simplified if we find
a function Φ(ϕ) for which

Φ′(ϕ) =
1√

1− k · ϕ
. (16)

For this function, the Lagrangian (15) takes the Newtonian form

L = −1

2
· Φ,a · Φ,a. (17)

Integrating the formula (16), we conclude that

Φ(ϕ) = −2

k
·
√

1− k · ϕ+ c. (18)

When k → 0, we should have Φ ≈ ϕ. In this limit, we have
√

1− k · ϕ ≈ 1− k

2
·ϕ,

so (18) takes the form

Φ ≈ −2

k
·
(

1− k

2
· ϕ
)

+ c = −2

k
+ ϕ+ c,

and the requirement that Φ tend to ϕ implies that c =
2

k
. Thus, that the formula

(18) take the form

Φ =
2

k
·
(

1−
√

1− k · ϕ
)
. (19)

For the Lagrangian (17), the variational equations
δL

δϕ
= 0 take the usual

Newtonian form
∇2Φ = 0.
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From Newton’s theory, we know the general solution to this equation:

Φ = k ·
∑
j

mj

rj
, (20)

where mj is the mass of the j-th body and rj is the distance to this body.
From (19), we conclude that

1−
√

1− k · ϕ =
k

2
· Φ,

hence √
1− k · ϕ = 1− k

2
· Φ,

1− k · ϕ =

(
1− k

2
· Φ
)2

= 1− k · Φ +
k2

4
· Φ2,

and thus,

ϕ = Φ− k

4
· Φ2. (21)

Conclusion: the resulting solution. The resulting solution has the form (21),
where Φ has the form (20), i.e., the form

ϕ = k ·
∑
j

mj

rj
− k2

4
·

(∑
j

mj

rj

)2

. (22)

An unexpected consequence: repulsion replaces attraction when the gravita-
tional field becomes very strong. For a gravitational field generated by a single
body of mass m, this formula takes the form

ϕ = k · m
r
− k2

4
· m

2

r2
. (23)

The resulting force is then equal to

F =
dϕ

dr
= −k · m

r2
+
k2

2
· m

2

r3
. (24)

At a distance r =
k ·m

2
, when the Newtonian field attains a very large value

1

2
, the

force (24) turns into 0, an for smaller r (i.e., for stronger fields), the force changes
sign, i.e., gravitation becomes a repulsion force instead of the usual attraction
force.

In physical terms, such a strong field corresponds to a very small-size object of
a dis-proportionally huge mass – an object that, according to General Relativity,
is most probably a black hole [10].
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Аннотация. В общем случае, получить решение сложных нелинейных дифферен-
циальных уравнений общей теории относительности очень трудно. Поэтому для
решения соответствующих физических проблем обычно используются подходящие
приближения. Первым приближении общей теории относительности является, ко-
нечно, теория тяготения Ньютона. Теория Ньютона применима, когда гравитаци-
онное поле является слабым и когда все скорости много меньше скорости света.
Большинство существующих приближений позволяет работать на более высоких
скоростях, но по-прежнему ограничивают нас в слабых гравитационных полях. В
данной работе рассматривается возможность получения различных аппроксима-
ций, которые разрешены в сильных полях, но скорости должны быть небольшие.
Мы выведем соответствующие уравнения и обсудим их возможные физические
интерпретации.

Ключевые слова: общая теория относительности, случай небольшой скорости,

приближение.
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Аннотация. Актуальность решения проблемы снижения уровня загрязнения ат-

мосферы промышленного города определяется, во-первых, назревшей необходимо-

стью решать рассматриваемую задачу – в Красноярске уже возник термин «режим

чёрного неба» как характеристика режима неблагоприятных условий, во-вторых,

её недостаточной решённостью в настоящее время, в-третьих, потенциальной воз-

можностью её решения. Объектом исследования является атмосфера города Крас-

ноярска, предмет исследования – улично-дорожная сеть, промышленные пред-

приятия, объекты инфраструктуры железнодорожного транспорта. Цели работы

– выработка рекомендаций для снижения уровня загрязнения атмосферы города

Красноярска и создание механизма их реализации. В связи с поставленной целью

возникают задачи: оценка уровня выбросов транспорта на улично-дорожной сети,

промышленных предприятий. К методам решения поставленных задач относят-

ся: создание экспертной системы, в которой определены такие базы знаний, как

химические вещества и различные соединения с описанием их свойств, характери-

стика городской застройки, улично-дорожной сети, транспортных потоков, других

факторов; постановка математической модели, описывающей эмиссию выбросов

и последующее её решение. Авторами получен один из результатов – выяснение

причин резкого увеличения значений выбросов.

Ключевые слова: Экспертные системы, улично-дорожная сеть, эмиссия транс-
портного потока, режим черного неба, математическая модель массопереноса.

Экспертные системы (ЭС) применяются в различных областях человеческой
деятельности. ЭС могут быть разработаны с расчётом на процесс обучения, т.к.
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они уже содержат необходимые знания и способны объяснить процесс своего
рассуждения. Кроме того, должны быть включены знания о методах обучения
и возможном поведении пользователя. Реальные ЭС содержат большое
количество дополнительных блоков, специфичных для каждой предметной
области. Главным структурным отличием ЭС от всех других типов программ
является наличие базы знаний и, как следствие, способность к обучению и
самообучению. Она предназначена для хранения исходных и промежуточных
данных решаемой в текущий момент задачи. Функциональная схема ЭС
показана на рис. 1

Рис. 1. Функциональная схема экспертной системы

В режиме приобретения знаний общение с ЭС осуществляет эксперт через
посредничество инженера знаний. Эксперт описывает предметную область в
виде совокупности данных и правил. Данные определяют объекты, их характе-
ристики и значения, существующие в области экспертизы. Правила определяют
способы манипулирования данными, характерные для данной предметной об-
ласти. Рассмотрим элементы базы знаний экспертной системы экологического
мониторинга воздушной среды г. Красноярска. Проект «Живой Красноярск»
позволяет наблюдать обстановку на городских дорогах как в режиме реального
времени, так и в записи (рис.2). На сайте ведётся круглосуточная трансля-
ция с видеокамер, установленных на ключевых магистралях и перекрёстках
города. Это позволяет оперативно определять улицы с повышенной загружен-
ностью, количественные оценки транспортного потока во всем городе и, со-
ответственно, оценивать степень экологического неблагополучия его районов
(http://live.krsn.ru).

Распространение вредных веществ в городской атмосфере представляет со-
бой сложную задачу, так как зависит от очень большого числа параметров:
метеорологического режима, рельефа, наличия водных объектов и открытых
пространств, плотности и характера застройки и т.д. При расчёте рассеивания
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Рис. 2. Пример транспортного потока

выбросов от автотранспорта и определения концентрации токсичных веществ
на различном удалении от проезжей части используется модель нормального
распределения примесей в атмосфере. Для автомобильных дорог, представляю-
щих собой линейный источник выбросов, распределение рассматривают только
в направлении перпендикулярном оси дороги. Если ветер дует со скоростью V
под углом φ к оси трассы, то выражение для определения концентрации i-го
вещества в воздухе определяется по формуле

Ci =
2MΠ

i√
2πσV sinφ

+ F,

где 2MΠ
i — мощность эмиссии, г/(м.с); σ — стандартное отклонение Гауссо-

вого рассеивания, зависящее от расстояния от оси дороги, м; V — скорость
ветра, м/с; φ — угол между направлением ветра и осью трассы (при φ < 30◦,
sinφ = 0, 5); F — фоновая концентрация загрязнения воздуха, г/м3. Данные
по направлению и скорости ветра берутся с метеостанции, расположенной в
Центральном районе Красноярска. Необходимая метеорологическая информа-
ция поступает в режиме реального времени и доступна на сайте Красноярского
отделения Росгидромета http://meteo.krasnoyarsk.ru. На рис. 3. пред-
ставлены метеорологические параметры, зафиксированные во время проведения
наблюдений за транспортным потоком и взятия проб воздуха на посту.

Экспертная часть исходных данных может быть получена в результате со-
ответствующей обработки статистических данных, в частности, по методике,
изложенной ниже. В качестве элемента базы знаний рассмотрена вероятност-
ная матрица перехода состояний уровня концентрации вредных выбросов в
окружающую среду. В г. Красноярске контроль состояния атмосферного воз-
духа осуществляется территориальным Центром по мониторингу загрязнения
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Рис. 3. Данные метеорологической станции Центрального района г. Красноярска

окружающей среды. Наблюдения ведутся в стационарных пунктах, располо-
женных в разных административных районах города. На рис. 4 приведены
еженедельные значения ПДК по диоксиду азота NO2. Он был выбран для
анализа экологической безопасности воздушного пространства города, так как
является токсичным газом. На организм человека он действует как острый
раздражитель. Диоксид азота относится ко второму классу опасности и его
максимальная разовая величина ПДК составляет 0,085 мг/м3 («Предельно до-
пустимые концентрации (ПДК) загрязняющих веществ в атмосферном воздухе
населённых мест: ГН 2.1.6.695-98. — М.: Российский регистр потенциально
опасных химических и биологических веществ Минздрава России, 2000»).

Рис. 4. Данные метеорологической станции Центрального района г. Красноярска
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Выводы
Степень достоверности полученных результатов оценивается по общепри-

знанным критериям — совпадению теоретических и экспериментальных резуль-
татов, в данном случае найденное численно рассеивание вредных веществ хоро-
шо коррелирует с распределением эмиссии от транспортных потоков в городе.
Результаты исследования сравнивались с авторскими работами других учёных,
посвящёнными проблемам загрязнения в схожих геологических и климатиче-
ских условиях, а также проверенными практикой научными исследованиями
для новых строящихся объектов внутри города. Новизна полученных резуль-
татов заключается в сочетании учёта транспортных потоков, основанного на
рассмотрении случайных процессов, и решении дифференциальных уравнений
переноса веществ на территории города. Новое знание (научность результатов)
определяется в результате использования экспертной системы в качестве ин-
струмента для выработки рекомендаций по улучшению качества окружающей
среды мегаполиса. В работах других авторов, работающих с данной пробле-
мой, в том числе и в Красноярске, данное сочетание почти не рассматрива-
ется, соответственно, авторы не имеют возможности моделировать отдельные
критические неблагоприятные явления, тем самым, не изучают способы их
предотвращения. Практическая значимость работы определяется возможностью
увеличения периода времени для возникновения критических неблагоприят-
ных условий с одной стороны и, с другой стороны, возможностью уменьшения
продолжительности временного периода существования режима неблагоприят-
ных условий. Указанные эффекты обеспечиваются разработанным программ-
ным обеспечением, соответствующими базами знаний, математическими моде-
лями и их решениями при различных определяющих параметрах. Рекомендации
по изменению режима работы предприятий, движения и интенсивности транс-
портных потоков позволят получить желаемый практический эффект, а также
связана с использованием в экспертной системе решений нестационарной ма-
тематической модели при различных параметрах.
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Abstract. The problem of reducing the level of atmosphere pollution of an industrial
city should be solved nowadays as over the last years the problem has significantly
worsened and even spawned such terms as "mode of the black sky" while opportunities
for solving it do exist. The object of current research is the atmosphere of the city
of Krasnoyarsk. The subjects of the research are the road network, the industrial
enterprises and the objects of railway transport infrastructure. The paper purpose is
to develop recommendations for reducing pollution of Krasnoyarsk atmosphere and to
create a mechanism of their implementation. To fullfil the purpose one should assess
the level of emissions generated by transport on the road network and by industrial
enterprises. The assessment can be fulfilled via creation of an expert system in which
such knowledge bases as chemicals and their compounds with the description of their
properties, the characteristics of urban development, the road network, traffic streams
and other factors are defined as well as via defining and solving the mathematical
model of exhaust emissions.
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Безопасность эксплуатации объектов является неотъемлемым требованием,
предъявляемым к современной инфраструктуре. Она, в частности, обеспечива-
ется проектированием мероприятий и конструкций по их инженерной защите
от воздействия опасных природных и природно-техногенных процессов. Од-
ним из таких процессов является сель, представляющий собой грязевой или
грязекаменный поток, состоящий из смеси воды и обломков горных пород,
внезапно возникающий в бассейнах небольших горных рек [3]. Однако на
данный момент отсутствуют вычислительные технологии, учитывающие вза-
имовлияние и комплексный характер различных факторов, приводящих к их
возникновению и развитию, что не позволяет прогнозировать многие ситу-
ации, вызываемые неблагоприятным сочетанием различных компонентов, се-
рьёзно затрудняя инженерные изыскания для проектирования, строительства,
реконструкции транспортных сооружений и обоснования размещения объектов
транспортной инфраструктуры с учётом требований технической и социальной
безопасности. Без адекватных математических моделей проблематично и осу-
ществление мониторинга транспортных природно-технических систем во время
их использования в горной местности, а также оценка возможных изменений
обстановки в будущем. В то же время, согласно, например, [4] изменчивость
метеорологических и сейсмических данных необходимо учитывать с помощью
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соответствующих расчётов, и поэтому эти модели весьма востребованы, по-
скольку явления окружающей среды нередко отличаются многоплановостью и
взаимодействием различных параметров, информация о которых может быть
весьма неопределённой.

В работе [1] описано применение двухуровневых прогностических систем,
имитирующих работу группы экспертов, для оперативного предсказания се-
лей. Используются данные о погребённых льдах, наличии рыхлого материала,
осадках, температуре воздуха, биопредвестниках. Приводятся также соответ-
ствующие зависимости, позволяющие оценивать селевую опасность в бассейне
реки Герхожан-Су.

К недостаткам этого подхода следует отнести необходимость построения
отдельных прогностических зависимостей для каждого селевого очага, что до-
статочно затратно, поскольку это связано с решением систем трансцендентных
уравнений. Кроме того, нельзя исключить ситуацию, когда исходных данных
для построения математических моделей зарождения и движения селей недо-
статочно. Это особенно актуально при анализе влияния возможных климати-
ческих или экологических изменений на селевую опасность.

В этом случае можно использовать приведённые выше прогностические за-
висимости в качестве опорных, вводя поправочные параметры. Подобный под-
ход описан в [2]. Ранее он был успешно применён для моделирования средств
связи.

Корректируется влияние угла склона, объёма рыхлого материала и объёма
погребённого льда. Это было выполнено с помощью математического и ком-
пьютерного моделирования.

Как показывает это моделирование, сход селя при угле склона меньше ли-
бо равном 3, 6◦ нереален. Следовательно, для подобных участков даже при
высоком таянии погребённых льдов и сильных осадках селевая опасность от-
сутствует. В противном случае влияние угла склона учитывается также, как
при оценке селевой опасности в бассейне Герхожан-Су.

Объём селя пересчитывается по формуле

Vsc = Vsg

(
VLrc
VLrg

+
Vic
Vig

)
,

где Vsc — объём селя, ожидаемого в заданном очаге, Vsg — объём селя, ожи-
даемого в очаге реки Герхожан-Су при аналогичных условиях, VLrc — объём
рыхлого материала, имеющего размер частиц не более 20 мм, в заданном оча-
ге, VLrg — объём рыхлого материала, имеющего размер частиц не более 20 мм,
в селевом очаге реки Герхожан-Су; Vic — объём погребённого льда в заданном
очаге, Vig — объём погребённого льда в селевом очаге реки Герхожан-Су. Если
отсутствуют погребённые льды, то сумма среднесуточных температур с момен-
та перехода среднесуточной температурой через 0◦ С и средняя температура за
последние 10 дней не принимаются во внимание. В этом случае не учитывается
также влияние сейсмической нагрузки.

В качестве примера можно привести оценку селевой опасности по данным
на 17.07.2000 при объёме рыхлого материала в очаге 5000000 м3. В этом слу-



Математические структуры и моделирование. 2015. №2(34) 47

чае по прогнозу ожидается сход селей среднего объёма (10–100 тыс. м3), что
выглядит правдоподобным, поскольку при аналогичных условиях имел место
сход селя в районе г. Тырныауз объёмом несколько сотен тысяч кубометров, но
поскольку объём рыхлой породы в рассматриваемом очаге на порядок меньше,
то и объём возникшего в нём селя должен быть существенно меньше.

Другим примером является расчёт по предыдущим исходным данным, но
при объёме рыхлого материала в очаге 50000 м3. В этом случае ожидается
только сель малого объёма, что также логично.

Описанный подход позволяет осуществлять оперативное прогнозирование
селей в условиях сильной неопределённости. Это особенно важно в тех случа-
ях, когда сели в каком-либо районе сходят редко, оценка их объёма затруднена,
но они всё-таки теоретически возможны.
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Аннотация. В работе представлен краткий обзор и анализ подходов к ма-
тематическому моделированию многолучевой среды распространения ра-
диоволн УКВ диапазона, рассматривается схема реализации случайных
процессов, моделирующих аддитивные и мультипликативные радиопоме-
хи.

Ключевые слова: математические модели радиоканалов, электромагнит-
ные волны, сигнал с многолучевым распространением, доплеровский сдвиг
частоты, аддитивные и мультипликативные помехи.

Введение

На практике важной областью моделирования является полунатурное моде-
лирование средств передачи информации (СПИ) на специализированных ком-
плексах или стендах. Для создания подобных комплексов необходимы матема-
тические модели радиоканалов и их реализация в имитаторах каналов связи,
и именно они в значительной степени определяют эффективность и достовер-
ность результатов полунатурного моделирования.

Основное требование к выбору и обоснованию математической модели —
это величина априорной погрешности моделирования, возникающая вследствие
неадекватности реализуемой математической модели реальному каналу связи.

В настоящее время существуют различные методы моделирования радиока-
налов (например, физическое моделирование, метод записанного канала, метод
функционального подобия и другие) [1–9].

Математическим моделированием радиоканалов занимались многие извест-
ные учёные: Б.А. Введенский, Д.Д. Кловский, В.В. Марков, А.Г. Самойлов,
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Ю.С. Шинаков, P. Bello, R. Smele, I. Hanzo, B. Sklar и многие другие.
В соответствии с положениями теории распространения радиоволн, элек-

тромагнитные волны на входе приёмника представляют собой суперпозицию
множества волн, приходящих от антенны передатчика по кратчайшему пути и
прибывающих со всех других направлений из-за отражений, дифракций, рас-
сеяний, возникающих при взаимодействии с различными объектами в окружа-
ющем пространстве. При этом в искажённом (принятом) сигнале появляются
индивидуально различимые импульсы. Это эффект многолучевого распростра-
нения. Именно поэтому распространение сигнала приближённо считают много-
лучевым и моделируют принимаемый сигнал как сумму принимаемых сигналов.

Таким образом, сигнал в приёмной антенне содержит сумму волн с различ-
ными задержками, амплитудами и фазами. Суперпозиция этих волн приводит
к изменению амплитуды и фазы принимаемого сигнала.

Помимо этого, различные компоненты сигнала могут испытывать доплеров-
ский сдвиг частоты различной величины, что обусловлено движением подвиж-
ной станции или отражающих объектов. Даже небольшие перемещения на рас-
стояния, соизмеримые с длиной волны передаваемого сигнала, могут вызывать
существенные изменения параметров принимаемого сигнала. Различные режи-
мы передачи позволяют получить компромисс между уровнем восприимчивости
к межсимвольной интерференции и доплеровскому сдвигу частоты.

Совокупность всех многочисленных обстоятельств приводит к тому, что из-
менения параметров приходящих радиоволн случайны и интерференционная
картина постоянно меняется, то есть является нестационарной. На практике,
для упрощения математических расчётов, на определённых временных интер-
валах процессы замираний (искажений) сигнала полагают локально стационар-
ными.

При моделировании изменчивости напряжённости поля сигнала в радиока-
нале учитывают потери в тракте, которые характеризуются как зависимость
падения средней мощности сигнала от расстояния между передатчиком и при-
ёмником и выделяют следующие виды замираний (искажений):

— быстрые (интерференционные) замирания – это замирания, скорость ко-
торых меняется на расстоянии порядка длины волны, что обусловлено в первую
очередь изменениями фаз различных компонентов сигнала (и других парамет-
ров сигнала во времени), вызванных движением абонента и многолучевым рас-
пространением радиоволн;

— медленные замирания – это искажения сигнала, которые происходят на
расстояниях большой протяжённости, прежде всего, за счёт изменения уровня
потерь из-за затенения окружающими объектами (эти изменения вызываются
объектами, такими как здания, холмы, деревья и т.п., оказывающимися на
пути сигнала и ограничивающими прямую видимость между передатчиком и
приёмником), медленные замирания сигнала можно интерпретировать как из-
менения медианы (среднего уровня) случайного процесса быстрых замираний,
обусловленные изменениями свойств каналов распространения при длительных
сеансах связи;

— селективно-частотные замирания [4];
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— селективно-временные замирания [4].
Для моделирования быстрых замираний используют различные случайные

процессы, параметры которых, как указано выше, выбирают [14-20] в зави-
симости от характера трассы между источником радиосигнала и приёмником,
а также от взаимного расположения передатчика и приёмника. Так функции
распределения случайного процесса выбираются соответствующим образом для
различных внешних условий. Например, условия могут быть такими:

— передатчик и приёмник находятся в прямой радиовидимости, и дополни-
тельных отражённых сигналов нет;

— передатчик и приёмник находятся в прямой радиовидимости, и есть от-
ражённые сигналы;

— приёмник находится вне зоны прямой радиовидимости от передатчика.
Помехи (шумы естественного и искусственного происхождения), которые

накладываются на передаваемый радиосигнал, принято подразделять на адди-
тивные и мультипликативные.

В настоящее время на практике за основу математических моделей различ-
ных замираний берут многопараметрические модели, в которых аддитивные и
мультипликативные помехи формируются как случайные процессы с заданны-
ми статистическими характеристиками. Часто используются (см. [17]) извест-
ные функции распределения Релея, Райса (обобщённое релеевское распределе-
ние), бимодальное, усечённо-нормальное, усечённое одностороннее нормальное
распределение, распределение Накагами (m-распределение), логарифмически
нормальное распределение, комбинация релеевского и логарифмически нор-
мального распределений замираний сигналов (Marvin K.Simon, Mohamed-Slim
Alouini, [11]).

Известна модель медленных замираний (Галкин Л.П., Лапин А.Н., Самой-
лов А.Г., [12]), в которой плотность распределения медианы случайного про-
цесса имеет вид

ω(x) =
1

xσ
√

2π
e
−

(lnx−m)2

2σ2 ,

где σ,m — математическое ожидание и дисперсия ln ξ.
С моделированием быстрых замираний можно ознакомиться в работе [1]

Волкова А.Н., где распространение сигнала приближённо считается многолу-
чевым, и принимаемый сигнал моделируется как сумма принимаемых сигналов
и помех:

s(t) =
N∑
i=1

Ai(t)u(t− ti) cos[(ω−Ωi)(t− ti)+ϕi(t)+θ(t− ti)]+n(t)+

k(t)∑
i=1

ξi(t)+p(t).

Здесь обозначено:
N — число лучей распространения;
u(t), θ(t) — параметры передаваемого сигнала;
Ai(t) — модуль коэффициента передачи i-го луча;
ti — задержка i-го луча (будем считать её постоянной);
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Ωi– доплеровский сдвиг i-го луча;
ω — частота несущих колебаний;
ϕi(t) — сдвиг по фазе i-го луча;
ξi — импульсные помехи;
k(t) — число импульсных помех ξi;
p(t) — станционные помехи;
n(t) — белый шум.
В работе [3] проф. Хазана В.Л. для моделирования канала описан алгоритм

формирования двухмерного, в общем случае, семипараметрического (матожи-
дания двух квадратурных процессов, их дисперсии, коэффициенты автокор-
реляции и коэффициент взаимной корреляции этих процессов) нормального
марковского случайного процесса. Этот алгоритм может быть использован для
получения широкого круга законов замираний сигнала, в том числе, часто фи-
зически реализующихся в природе и широко используемых исследователями
релеевского, райсовского и одностороннего усечённого нормального.

Рассмотренный алгоритм формирования двухмерного марковского нормаль-
ного процесса может быть положен в основу программ формирования различ-
ных законов замираний сигнала и станционных помех.

Все феноменологические математические модели дискретного канала свя-
зи (то есть реализованные на представлении канала как «черного ящика» с
неизвестной внутренней структурой и известными статистическими свойства-
ми выходных данных) совершенно не отражают физики процесса, протекаю-
щего в среде распространения, и имитируют результат на выходе КС, основы-
ваясь лишь на статистических характеристиках физических процессов. Этим,
по мнению Хазана В.Л., объясняется недостаточная адекватность такого рода
моделей реальным каналам связи во многих случаях, когда ситуация отлича-
ется от штатной. Например, КВ КС отличается многообразием условий рас-
пространения сигнала и наличием различного рода аддитивных помех. Клас-
сифицировать все возможные ситуации, которые возникают на практике при
проведении вычислительных экспериментов, с помощью феноменологических
моделей не представляется возможным. Поэтому Хазан В.Л. предложил свою
имитационно-аналитическую модель многолучевого дискретного КС с замира-
ниями и станционными помехами (см. [3]).

Представляет интерес подход к моделированию различных видов замираний
реализованный в диссертационной работе Ву Ван Шона [4] (под руководством
А.Г. Самойлова). В работе Ву Ван Шона выбрана модель для имитации радио-
канала в виде многоотводной линии задержки сигнала с управлением коэффи-
циентами передачи в отводах по законам замираний сигнала и последующим
суммированием моделируемых так лучей распространения. Канал моделируется
с имитацией быстрых, медленных и частотно-селективных замираний. Предло-
жена структурная схема для построения широкополосного имитатора быстрых
и медленных замираний сигнала (с учётом селективно-частотных замираний).
Предложена функция распределения как суперпозиция законов распределения
быстрых и медленных замираний.

В упомянутых выше работах [1–4] мы видим разные подходы к модели-
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рованию каналов связи. Подробную библиографию и существующие подходы
к моделированию радиоканалов и разработке их имитаторов можно найти в
работах [1–20]. Основной проблемой при выборе математической модели и её
практической реализации в имитаторах радиоканалов, является оперативное
управление параметрами формируемых в них случайных процессов, необходи-
мых для имитации всех видов замираний. Полное решение её затруднено тем,
что при моделировании каналов требуется управление параметрами мультипли-
кативных помех для каждого из моделируемых лучей, а также — параметрами
аддитивных помех.

Известные модели каналов связи не являются универсальными и не охва-
тывают всех возможных видов воздействий на сигнал, ибо каждый конкретный
канал радиосвязи обладает рядом свойственных ему особенностей.

Математическая модель принимаемого сигнала

Если вещественная форма передаваемого сигнала (амплитудно-фазовая мо-
дуляция) имеет вид

s(t) = u(t) cos(ωt+ θ(t)),

то комплексная форма записи сигнала определяется формулой

w(t) = u(t)ej(ωt+θ(t)) = z(t)ejωt.

Функция z(t) называется комплексной огибающей сигнала.
В данной работе в качестве базовой математической модели для принима-

емого сигнала w(t) (в комплексной форме) мы выбрали, близкую к модели в
работе [1], следующую модель:

w(t) =
√
EKL

N∑
i=1

√
piwi

[
Ki(t)√
Ri + 1

+

√
Ri

Ri + 1
Di(t)

]
z(t− ti) + n(t) + λ(t) + p(t).

Здесь E — средняя мощность передаваемого сигнала;
KL(f, d, g) — коэффициент потери мощности сигнала в тракте (зависит от

несущей частоты, расстояния между приёмником и передатчиком, географиче-
ской сцены);

p1, p2, ..., pN — реализации значений случайной величины распределённой по
лог-нормальному закону (моделируют медленные замирания лучей в тракте);

w1, w2, ..., wN — веса лучей (моделируют распределение энергии принимае-
мого сигнала по лучам);

N — количество лучей в канале (предлагаемый диапазон изменения от 1 до
20);

ti — временные задержки в лучах;
Ki(t) — случайные процессы единичной средней мощности с заданной спек-

тральной плотностью (моделируют доплеровский сдвиг частоты в отражённых
лучах);
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Di(t) = e(2fiπt+νi)j — детерминированные сигналы единичной мгновенной
мощности (моделируют доплеровский сдвиг в прямых лучах), здесь fi — до-
плеровский сдвиг и νi — начальная фаза;

Ri — коэффициенты Райса (определяют распределение мощности между
прямой и отражённой частями луча);

n(t) — нормированный белый шум (нормирование задаётся параметром мо-
дели канала SNR — отношение сигнал/шум);

λ(t) — пуассоновский поток реализаций на промежутках времени (своём
для каждой реализации) стационарного случайного процесса с заданной сред-
ней энергией (моделирует импульсные помехи);

p(t) — стационарный процесс с заданной средней энергией и автокорреля-
ционной функцией (моделирует станционные помехи).

Эта модель, на наш взгляд, с одной стороны является достаточно адекватной
реальности, а с другой стороны, вычислительные проблемы для нее меньше чем
у интегральных моделей.

Рассмотрим, прежде всего, каким образом в предложенной модели реализу-
ются случайные процессы, моделирующие белый шум, импульсные и станци-
онные радиопомехи. Для этого необходимы датчики случайных чисел (ДСЧ).

1. Выбор датчика случайных чисел
В качестве датчика случайных чисел предлагается следующая процедура:

выбирая натуральные взаимно простые числа n и m, последовательные «рав-
номерно распределённые» псевдослучайные числа xk из отрезка [a, b] получаем
по формуле

xk = a+
(b− a)((m0 + km)mod n)

n− 1
, k = 1, 2, ...,

где m0 – начальное состояние датчика. Отметим, что любой моделирующий
равномерное на отрезке распределение ДСЧ — это детерминированная после-
довательность, и его «случайность» заключается в том, что эта последователь-
ность «теоретически» равномерно распределена на этом отрезке: частота появ-
ления членов последовательности в произвольно выбранном интервале стремит-
ся к длине интервала, делённой на длину исходного отрезка. Реально добиться
этого по понятным причинам невозможно, поэтому равномерное распределение
заменяют на близкое к нему дискретное распределение, как в предлагаемом
ДСЧ. Выбор параметров n и m диктуется, в частности, прогнозируемым объё-
мом выборки, так как генерируемая последовательность периодична, и необхо-
димо иметь достаточно большой период для гарантии близости распределения
полученной последовательности к моделируемому равномерному. Естественно,
имеются и другие алгоритмы получения равномерно распределённых последо-
вательностей, но любое усложнение требует хоть какого-то разумного обос-
нования спецификой задачи. Датчики с различными начальными состояниями
можно считать некоррелированными. Более подробная информация по ДСЧ
содержится, например, в (Д. Э. Кнут: Искусство программирования, [13]).
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2. Реализация белого шума (БШ)
Пусть ∆ — фиксированный промежуток времени, c — некоторая константа,

xk = −c+
2c((m0 + km)mod n)

n− 1
, k = 1, 2, ...,

— ДСЧ. Тогда последовательность

wp =
√

∆

p∑
k=1

xk

имитирует белый шум с нулевым средним и дисперсией σ2
p = 1

3
c2p∆. Отметим,

что указанные среднее и дисперсия являются асимптотическими характеристи-
ками при неограниченном возрастании объёма выборки.

3. Реализация аддитивной импульсной составляющей радиопомехи
В соответствии с выбранной моделью для вещественного сигнала s(t) им-

пульсная составляющая аддитивной радиопомехи представляет собой пуассо-
новский поток реализаций на промежутках времени (своём для каждой реали-
зации) длины d = l∆ стационарного случайного процесса со средней энергией
E. В первом приближении предлагается для имитации таких случайных про-
цессов использовать отрезки длины l реализации белого шума с соответствую-
щей средней энергией. Для имитации такого случайного процесса рассмотрим
два некоррелированных ДСЧ из отрезка [−1, 1] : x(1)

k и x(2)
k . Фиксируем констан-

ту r < n и обозначим λ = r
n
. Число λ будем интерпретировать как вероятность

того, что импульс возникнет на следующем за текущим промежутке времени
длины ∆.

Пусть датчик x(1)
k порождает белый шум

wp =
√

3E∆

p∑
k=1

x
(1)
k ,

а датчик x
(2)
k порождает последовательность θk, где θk = 1, если |x(2)

k | ≤ λ) и
θk = 0, если |x(2)

k | > λ. Тогда последовательность импульсных помех формирует-
ся следующим алгоритмом: если θk = 1, то в последовательность импульсных
помех вставляется отрезок ряда чисел wk, ..., wk+l−1. В противном случае по-
лагаем, что соответствующий член в последовательности импульсных помех
равен 0.

Что касается составляющей n(t) модели сигнала, то используется модель с
соответствующими характеристиками из пункта 2.

4. Реализация стационарного процесса с заданной спектральной
плотностью

Рассмотрим стационарный случайный процесс ξ(t), допускающий следую-
щее спектральное представление

ξ(t) =

∫ ∞
−∞

ejλtϕ(λ)dη(λ),
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где η(λ) — стандартный белый шум.
Обозначим S(λ) = |ϕ(λ)|2.
Тогда корреляционная функция процесса

R(t) =

∫ ∞
−∞

ejλtS(λ)dλ

и, таким образом, функция S(λ) является спектральной плотностью процесса
ξ(t). Указанное спектральное представление позволяет реализовать цифровой
доплеровский фильтр. Действительно, задавая ступенчатую аппроксимацию
спектральной плотности и полагая её равной 0 вне некоторой полосы частот,
мы получим представление процесса ξ(t) в виде конечной линейной комбинации
комплексных экспонент со случайными коэффициентами, представляющими со-
бой некоррелированные случайные величины с нулевым средним и дисперси-
ями, равными значениям спектральной плотности на некоторой сетке частот
(для случая гауссового шума эти случайные величины нормально распределе-
ны). Таким образом, достаточно реализовать набор приращений стандартного
белого шума, после чего вычисление значения процесса сводится к некоторому
(зависящему от точности аппроксимации спектральной плотности процесса)
числу операций сложения и умножения комплексных чисел.

5. Реализация аддитивной станционной радиопомехи
Станционные радиопомехи p(t) следует моделировать как стационарный

процесс с заданной автокорреляционной функцией R(t). Если аппроксимиро-
вать эту функцию тригонометрическим многочленом

Re

(
s∑

k=1

fke
jωkt

)
,

то соответствующий процесс можно приближённо реализовать как стационар-
ный процесс с дискретным спектром:

s∑
k=1

Φke
jωkt,

где Φk, k = 1, ..., s, — некоррелированные случайные величины с нулевым сред-
ним и дисперсиями DΦk = fk, k = 1, ..., s.

В соответствии с этими замечаниями, осуществив предварительно выбор ча-
стот ω1, ω2, ..., ωs из содержательных соображений (например, известной инфор-
мации о числе и частотах передачи «мешающих» станций) далее для моделиро-
вания случайных коэффициентов используем датчик из п. 1. Возможно также
предварительно осуществлять случайный выбор частот из заданного диапазона
с помощью ДСЧ, не коррелированного с используемым для коэффициентов.
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6. Реализация мультипликативных радиопомех
6.1. Моделирование случайных процессов Ki(t). Доплеровское

смещение частоты
Дискретные реализации случайных процессов Ki(t) формируются с помо-

щью доплеровского фильтра из дискретных реализаций стандартного комплекс-
ного белого шума. С помощью фильтра у случайных процессов Ki(t) форми-
руют нужную спектральную плотность S(f) (модуль преобразования Фурье
автокорреляционной функции). В рекомендациях встречаются 4 основных типа
спектральной плотности: спектральная плотность Джейкса

S(f) =
1

πfd

√
1−

(
f

fd
)

)2
, |f | < fd,

здесь fd — максимальное доплеровское смещение. Равномерная

S(f) =
1

2fd
, |f | ≤ fd,

гауссова

S(f) =
1

σ
√

2π
e
−
f 2

2σ2 ,

бигауссова

S(f) =
1

C1 + C2

 C1

σ1

√
2π
e
−

(f − f1)2

2σ2
1 +

C2

σ2

√
2π
e
−

(f − f2)2

2σ2
2

 .

Профиль задержки мощности и доплеровский спектр можно получить путём
зондирования широкополосного канала.

6.2. Моделирование потерь мощности радиоволн при распространении
Для расчёта бюджета канала связи необходимо знать потери мощности при

распространении сигнала. Формула потерь при распространении в свободном
пространстве с коэффициентами усиления приёмной и передающей антенны GR

и GT соответственно, расположенных на расстоянии r метров друг от друга,
описывается по формуле Фрииса [21]:

PR
PT

= GTGR

(
λ

4πr

)2

,

где r — расстояние в метрах между передающей и принимающей антенной,
PT — мощность передающей антенны на расстоянии r, в dBm,
PR — мощность, принимаемая антенной в dBm,
GT — коэффициент усиления передающей антенны,
GR — коэффициент усиления принимающей антенны,
λ — длина волны в метрах.
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Из данной формулы можно получить выражение для потерь при распростра-
нении в dB:

L = 10·lg PR
PT

= 10·lgGT+10·lgGR+10·lg
(

λ

4πr

)2

= 10·lgGT+10·lgGR+20·lg c

4πrf
,

зная, что 20 · lg c
4π

= 147,56 dB,

L = 10 · lgGT + 10 · lgGR − 20 · lg f − 20 · lg r + 147,56 dB.

Данная модель является эталонной при анализе распространения радиоволн
на различных трассах. В рамках этой модели энергия сигнала зависит только
от расстояния между передатчиком и приёмником и убывает обратно пропор-
ционально квадрату расстояния. При наличии препятствий трасса разделяется
на расстояние прямой видимости d0 — расстояние до первого препятствия и
d = r−d0 — расстояние не прямой видимости, при этом формула потерь примет
вид:

L = 10 · lgGT + 10 · lgGR − 20 · lg f − 20 · lg d0 + 10 · lg(d0/d)n + 147, 56 dB,

где n — показатель степени, 3,5 6 n 6 5, [22], зависящий от условий распро-
странения.

Потери мощности в dB подробно описаны в [18–19]. Например, в [18] да-
ётся формула для основных потерь в децибелах, зависящая от физических
свойств трассы.

В [19] потери представлены в виде таблиц. Для использования требуется
перевод таблиц в электронный вид и интерполяция по расстоянию и частоте.

6.3. Моделирование медленных замираний
Медленные замирания моделируются с помощью нормировки случайных

процессов. Нормировка определяется заданием средней энергии лучей. Сред-
няя энергия лучей определяется средней энергией передаваемого сигнала E,
коэффициентом потери в тракте KL, распределением энергии сигнала по лучам
w1, w2, ..., wN (веса лучей: w1 + w2 + ... + wN = 1, wi > 0) и реализациями зна-
чений (ξ1, ξ2, ..., ξN) случайной величины ξ, распределённой по логнормальному
закону.

7. Моделирование временных задержек сигнала в лучах
(интерполяция)

Общий подход заключается в применении специальных фильтров к дискрет-
ному сигналу, таких как фильтры Котельникова, Фарроу и других. Фильтр Ко-
тельникова даёт наилучшие результаты по точности восстановления временных
сдвигов сигнала, но достаточно затратен по времени вычислений. Альтернати-
вой фильтру Котельникова являются линейный или фильтр Фарроу (полиноми-
альный 3-го порядка). Данные фильтры дают меньшую точность восстановле-
ния сигнала на частотах близких к частоте Найквиста, но дают значительное
преимущество по скорости вычислений. Для сравнения точности и скорости
вычислений был проведён численный эксперимент.
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Исходными данными для проведения эксперимента являлись: шаг дискре-
тизации сигнала T , количество отсчётов сигнала N , параметр окна в фильтре
Котельникова L (2L + 1− ширина окна для свёртки) и соответствующие от-
счёты x(kT ), k = 1, 2, ..., N сигналов вида x(t) = sin(2πft + ϕ), f = f1, f2, ..., fm.
Частоты fk задавались количеством отсчётов nk на один период, т.е.

fk =

[
1

Tnk

]
.

Для временного сдвига dt, не равного целому числу шагов дискретизации,
вычислены значения сигналов в моменты времени mT − dt,m = 1, 2, ..., N . Вы-
числения проводились с помощью следующих фильтров: Котельникова, линей-
ного и Фарроу. Для каждого фильтра и каждой частоты вычислялись среднее
абсолютное отклонение от точных значений и время вычисления (см. рис. 1).
Для проведения эксперимента программно реализованы и оптимизированы по
скорости выполнения указанные выше фильтры.

Заданы следующие параметры эксперимента:

T = 5 · 10−5;N = 128; dt = 1, 6T ;L = 32.

Фильтр Котельникова
Пусть xn = x(nT ). По теореме Котельникова

x(mT − dt) =
N∑
n=1

xn sinc

(
m− n− dt

T

)
≈

s∑
n=p

xn sinc

(
m− n− dt

T

)
,

где
p = max(m− L, 1), s = min(m+ L,N),

и
sinc(t) =

sinπt

πt
, t 6= 0.

Для ускорения работы разработан алгоритм, суть которого в том, что зна-
чения функции sinc вычисляются не N(2L + 1), а только 2L + 1 раз. Но и это
занимает 4

5
времени работы алгоритма.

Линейный фильтр

x(mT − dt) = (1− r)xm−n + rxm−n−1,

где n и r — целая и дробная части числа dt
T
.

Фильтр Фарроу 3-го порядка

x(mT − dt) =

(
r3

6
− r

6

)
xm−n−2 +

(
−r

3

2
+
r2

2
+ r

)
xm−n−1+

+

(
r3

2
− r2 +

r

2
+ 1

)
xm−n +

(
−r

3

6
+
r2

2
− r

3

)
xm−n+1,
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Рис. 1. Среднее абсолютное отклонение от точных значений.
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Рис. 2. Сравнение профиля задержки и спектральной плотности мощности
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где n и r — целая и дробная части числа dt
T
.

Быстрый алгоритм вычисления можно найти здесь:
http://www.dsplib.ru/content/farrow/farrow.html.

По результатам эксперимента можно сделать следующие выводы.
Время интерполяции с помощью фильтра Котельникова в 14 раз больше чем

время интерполяции с помощью фильтра Фарроу и в 27 раз больше чем время
интерполяции с помощью линейного фильтра (оценка для N=128).

В тоже время для достижения достаточной точности восстановления сдвига
сигнала по времени частота отсчётов сигнала для линейного фильтра должна
быть в 7,5 раз больше, а для фильтра Фарроу в 3,5 раза больше чем для
фильтра Котельникова. Оптимальным, по нашему мнению, является фильтр
Фарроу.

В Communications System Toolbox в Matlab реализованы многие модели
каналов в виде системных объектов без предоставления кодов.

Примеры стандартных моделей каналов в Communications Systems Toolbox
из ITU-R HF и из ITU-R 3G можно найти в [14–15].

Проведённый анализ позволяет выделить следующие основные программные
модули (функции):

1. Главный модуль. Задание параметров. Спецификация профиля тракта,
входного сигнала и сеанса моделирования. Формирование выходного сигнала.
Графическое представление преобразования комплексной огибающей сигнала в
канале во временной и частотной областях.

2. Генераторы случайных величин. Формирование значений равномерно рас-
пределённой случайной величины. Формирование комплексного белого шума.
Формирование значений логнормальной случайной величины. Формирование
аддитивных помех.

3. Фильтры. Доплеровский фильтр.
4. Модуль интерполяции и децимации. Моделирование временных сдвигов

дискретного сигнала. Изменение частоты осчётов (понадобится для ускорения
работы модели, чтобы не формировать очень много отсчётов белого шума).

5. Модуль формирования коэффициента потерь в тракте.
6. Модуль тестирования канала.

Заключение. Для проверки правильности основных алгоритмов программ-
но реализован прототип модели канала. Проведено сравнение работы наших
алгоритмов с алгоритмами, реализованными в MATLAB. Установлена адекват-
ность реализации доплеровского фильтра и временных сдвигов дискретного
сигнала. На рис. 2 приведены сравнительные графики.
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Аннотация. Артериальная гипертензия является большой проблемой об-
щества. Анализ научной информации по проблеме показал, что основным
инструментом исследований является математическая статистика. Авторы
предлагают использовать когнитивное моделирование. Цель работы — при-
менение экспертных знаний для построения и анализа когнитивных моде-
лей в виде взвешенных ориентированных графов как субъективных образов
проблемы. Решены следующие задачи. Построены субъективные пути раз-
мышлений специалистов о возможных причинно-следственных связях меж-
ду объектами проблемной области в виде когнитивных карт или взвешен-
ных ориентированных графов. Проведён компьютерный эксперимент для
верификации авторских когнитивных моделей путём наблюдения за рас-
пространением возмущений, вводимых в различные вершины графа. Ана-
лизируются функциональные состояния студентов-спортсменов и неспортс-
менов для уточнения значений фактора «физическая активность».

Ключевые слова: гипертензия, физическая активность, когнитивная мо-
дель, экспертиза, компьютерный эксперимент, взвешенный ориентирован-
ный граф.
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Введение

Основная идея построения когнитивных моделей состоит в том, чтобы фор-
мализовать наше субъективное представление о реальности путём построения
новых субъективных образов. Для этого необходимо выделить проблему, схе-
матически представить информацию о ней, а затем провести её когнитивный
анализ на основе опыта, знаний и интуиции исследователя.

Цель работы — применение экспертных знаний для построения и анали-
за когнитивных моделей, иллюстрирующих влияние существенных факторов
среды жизнедеятельности на развитие ситуаций, связанных с повышением ар-
териального давления (АД) у человека.

Биологические объекты исследовать сложно в связи с тем, что они
характеризуются большим количеством показателей, описывающих физико-
химические свойства внутренней среды организма человека и физические свой-
ства, проявляющиеся при взаимодействии с внешней средой. Оптимальное
функциональное состояние организма связано с устойчивыми нормативными
показателями внутренней среды. Это состояние может нарушаться, а соответ-
ствующие показатели характеризовать отклонение от нормы в сторону увеличе-
ния или уменьшения. Под влиянием медикаментов или самопроизвольно, в свя-
зи с наличием свойства гомеостаза у человека, показатели могут возвращаться
к нормативным значениям. Артериальное давление, например, изменяется при
действии следующих основных факторов: стресс, гиподинамия, антропометри-
ческие характеристики (избыточный вес) и др.

Связь значений артериальной гипертензии с другими показателями орга-
низма описана многими как зарубежными, так и российскими исследователя-
ми. Регуляция артериального давления при стрессовых ситуациях приведена в
работах М.С. Гавриловой и В.А. Шовина [1, 2]. Влияние вредных привычек
(табакокурения, употребления алкоголя) на изменение артериального давления
описано в статьях А.И. Счастливенко и Н.А. Агаджаняна [3, 4]. Построение
факторных моделей и анализ корреляционной зависимости биохимических по-
казателей при артериальной гипертензии отражён в работах В.В. Гольтяпина и
А.И. Лобачева [5, 6].

В статьях зарубежных исследователей Bum Ju Lee, Jong Yeol Kim, Sakurai
M., Miura K., Takamura T., Ota T., Ishizaki M. и др. установлены взаимо-
связи между артериальной гипертензией и антропометрическими, гендерными
и другими показателями с применением математической статистики [7, 8, 9].
Учёные Sim J.J., Shi J., Kovesdy C.P., Kalantar-Zadeh K., Jacobsen S.J. провели
статистические исследования и построили регрессионные модели со страти-
фикацией пациентов-гипертоников с наличием заболевания сахарный диабет
и без него. А также — в различных возрастных группах [10]. Авторы Cai
G., Zhang B. и др. исследовали связь генетических отклонений у пациентов с
заболеваемостью гипертонией в различных этнических популяциях [11, 12]. В
следующих статьях показаны связи между вегетарианским рационом питания,
сахарным диабетом и распространённостью артериальной гипертензии [13, 14].
В работе Yang F. и др. авторов исследуются факторы риска заболеваемости
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гипертонией среди китайского населения, такие как курение, низкий уровень
фолиевой кислоты и др. [15].

В статье Toyama M., Watanabe S. приведены результаты исследований за-
висимости между заболеваемостью гипертонией и массой тела. Выявлено, что
утренняя гипертония у тучных пациентов выше, чем у не тучных [16]. Установ-
лено, что урбанизация способствует увеличению заболеваемости гипертонией.
Анализ данных свидетельствует о том, что неадекватная инфраструктура здра-
воохранения может выступать в качестве барьера для оптимального управления
заболеваемостью гипертонией [17]. Исследовалась зависимость заболеваемости
гипертонией от времени года и возраста [18]. Авторы аргументируют необхо-
димость построения базы данных и всестороннего анализа данных о больных
гипертонией, так как это заболевание стало проблемой общества [19].

Обзор статей по проблеме показал, что основной инструмент исследователей
— математическая статистика. Авторами применена когнитивная методология.
Первый этап исследований — формирование проблемного поля, которое состоит
из совокупности взаимовлияющих факторов и связей между ними. Когнитивное
отображение проблемного поля осуществляется в виде когнитивной карты или
взвешенного ориентированного графа G = 〈V,E〉, где V — множество вершин
(базисных факторов), Vi ∈ V , i = 1, 2, . . . , k; Å — множество дуг, веса которых
показывают силу взаимовлияния базисных факторов, åij ∈ E, i, j = 1, 2, . . . , n.
Следующий шаг исследования — построение когнитивной модели для прове-
дения имитационного эксперимента. Когнитивная модель Φ = (G,Õ, F ), где
G = 〈V,E〉 — ориентированный граф; X — множество параметров вершин V ,
Õ = {Xvi}, i = 1, 2, . . . , k; X(vi) = x

(i)
g , g = 1, 2, . . . , n; x(i)

g — параметр вершины
Vi, если g = 1, то x

(i)
g = xi; X : V → R, R — множество вещественных

чисел; F = F (X,E) = F (xi, xj, eij) — функционал преобразования дуг, ставя-
щий в соответствие каждой дуге знак, весовой коэффициент ωij или функцию
f(xi, xj, eij) = fij. Параметры когнитивной модели xi(t), t = 1, ..., n зависят от
времени. Если в момент времени t− 1 в вершину поступал импульс pj ∈ P , то
переход модели из состояния t− 1 в t осуществлялся по правилу:

xi(t) = xi−1(t) +
k−1∑
j=1

f(xi, xj, eij)pj(t− 1),

при известных начальных значениях [20].

1. Построение когнитивных карт

В наших исследованиях базисные факторы проблемного поля разделены на
целевой фактор — «артериальная гипертензия» и управляющие факторы (см.
табл. 1).

Далее проводится экспертиза, которая призвана ответить на вопрос, какие
изменения в значениях управляющих факторов необходимо произвести, что-
бы артериальное давление у человека снижалось до нормативных величин. В
процессе экспертизы выявлены следующие суждения специалистов и величины
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Таблица 1. Базисные факторы (показатели)

Обозначение Название Вид Единицы измерения

А Артериальная гипертензия целевой мм.рт.ст.

Б Вредные привычки (таба-
кокурение, употребление
алкоголя) управляющий балл

В Эмоциональное состояние

Г Физическая активность

Д Хронические заболевания

Е Стресс

экспертных оценок. Обострения «хронических заболеваний» могут уменьшать
«физическую активность» человека (-0,5). Отрицательное «эмоциональное со-
стояние» человека провоцирует «вредные привычки» (-0,8). При снижении «ар-
териального давления» (до нормативных величин) можно увеличивать дозиро-
ванную физическую нагрузку (-0,2). Уменьшение стрессовых нагрузок приводит
к снижению «артериального давления» (до нормативных величин) (+0,5). Уве-
личение дозированной «физической активности» способствует нормализации
(снижению) «артериального давления» (-0,7) и улучшению «эмоционального
состояния» человека (+0,5). Положительный эмоциональный фон приводит к
снижению «вредных привычек» (-0,8). «Физическая активность» снижает силу
и частоту рецидивов «хронических заболеваний» (-0,5) и др. В наших иссле-
дованиях когнитивные карты как математические структуры построены двумя
независимыми экспертами (см. рис. 1, 2).

Когнитивные карты имеют следующие различия. На когнитивной кар-
те (к-2) отсутствует дуга ДА («хронические заболевания» — «артериальное
давление»). Поменялось направление дуги АЕ («артериальное давление» —
«стресс»). Дуга ДГ («хронические заболевания» — «физическая активность»)
стала двухсторонней. Появилась дуга ЕВ («стресс» — «эмоциональное состоя-
ние»).

Далее проводился компьютерный эксперимент, результаты которого под-
тверждали или опровергали интуицию экспертов, использованную при построе-
нии когнитивных карт как субъективных моделей проблемы. Взаимосвязи меж-
ду вершинами графа представляются когнитивной матрицей, в ячейки которой
вводятся возмущения. Распространение возмущений на нескольких шагах вы-
числений наблюдалось визуально с помощью программного средства Excel.

2. Результаты компьютерного эксперимента

Экспериментальные кривые, полученные с применением когнитивной карты
к-1, имеют тенденцию к постоянному увеличению значений (рис. 3). В инсти-
туте проблем управления РАН разработано теоретическое обоснование этого
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Рис. 1. Когнитивная карта первого эксперта (к-1)

Рис. 2. Когнитивная карта второго эксперта (к-2)

явления, называемого импульсной неустойчивостью [21]. Для того чтобы от
него избавиться, необходимо структурное преобразование когнитивной модели
проблемы.
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Рис. 3. Результаты компьютерного эксперимента с использованием когнитивной карты к-1
(ось абсцисс – шаги вычислений, ось ординат – значения базисных факторов)

Правомерность внесенных изменений вторым экспертом в структуру когни-
тивной карты (к-1) подтвердилась. Экспериментальные кривые, полученные с
применением когнитивной карты к-2, показывают изменения значений факторов
на начальных шагах вычислений, а затем стабилизацию значений на опреде-
лённых уровнях (рис. 4, 5) [22]. На рисунке 4 приведены результаты компью-
терного эксперимента, проведённого с использованием когнитивной карты к-2,
при условиях увеличения факторов «физическая активность» (крест), «стресс»
(круг) и «вредные привычки» (квадрат) на пять условных единиц. Целевой фак-
тор «артериальное давление» обозначен ромбом. Импульсная неустойчивость
отсутствует.
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Рис. 4. Результаты компьютерного эксперимента при увеличении факторов
«физическая нагрузка» (крест), «стресс» (круг) и «вредные привычки» (квадрат)

Если при предыдущих условиях увеличить ещё и фактор «эмоциональное
состояние» (настроение субъекта улучшилось), то на графике видим уменьше-
ние значений целевого фактора «артериальное давление» (ромб) (рис. 5).

Таким образом, одним из существенных управляющих факторов является
фактор «эмоциональное состояние» человека.
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Рис. 5. Результаты компьютерного эксперимента при увеличении факторов
«физическая активность» (крест), «стресс» (круг), «вредные привычки» (квадрат) и

«эмоциональное состояние» (треугольник)

3. Управляющий фактор «физическая активность»

Проведены эксперименты по оценке функционального состояния студентов
с разной степенью повседневной физической активности. Первая группа —
студенты, профессионально занимающиеся ИТ-технологиями, вторая группа —
студенты Сибирского государственного университета физической культуры и
спорта, систематически получающие физические нагрузки.

Эксперимент проводился с применением теста Амосова. Академик
Н.М. Амосов в качестве теста предлагал оценивать изменение частоты сердеч-
ных сокращений (ЧСС) и общего самочувствия при обычном подъеме пешком
на 4-й этаж здания. Функциональное состояние в этом случае оценивается
следующим образом: хорошее, если ЧСС не превышает 100-120 ударов в мину-
ту, отсутствуют неприятные ощущения; удовлетворительное, если наблюдается
лёгкая одышка; неудовлетворительное, если уже на 3-м этаже фиксируется
выраженная одышка, ЧСС более 140 ударов в минуту, отмечается слабость.

По данным теста построены нечёткие множества «степень функционально-
сти»: (1) для студентов-спортсменов и (2) студентов-неспортсменов. На рис. 6
ось абсцисс — разность ЧСС после и до подъёма испытуемых на 4 этаж здания.
Ось ординат — степень выраженности исследуемого свойства.

Сравнение графиков показывает, что степень функциональности у спортсме-
нов выше, чем у неспортсменов, т.к. показатели функциональности после физи-
ческой нагрузки у них изменяются меньше, чем у неспортсменов. На рис. 7 а, б
представлены фазовые портреты показателей разности артериального давления
(ось ординат) и разности ЧСС (ось абсцисс) после и до физических нагрузок у
студентов-неспортсменов (а) и у студентов-спортсменов (б).

Только десять процентов данных, принадлежащих множеству M2, находятся
в том же интервале значений, что и данные, принадлежащие множеству M1.
Таким образом, ослабление повседневной физической активности влияет на
функциональные показатели человека и способствует уменьшению выносливо-
сти организма в целом.
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Рис. 6. Нечеткие множества «степень функциональности»
1 — спортсменов, 2 — неспортсменов

a) б)

Рис. 7. Фазовые портреты показателей функциональности
а) студентов-неспортсменов, б) студентов-спортсменов

Заключение

Применение когнитивного моделирования позволяет структурировать зна-
ния о проблеме с субъективных позиций, систематизировать и преобразовывать
их в форму, удобную для анализа, осуществляемого на основе индивидуального
опыта, знаний и интуиции специалиста.
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Abstract. Arterial hypertension is a big problem of society. The analysis of scien-
tific knowledge on the problem shows that the main instrument of the researches is
mathematical statistics. The authors, in turn, suggest to use cognitive modeling. The
paper purpose is to apply expert knowledge for construction and analysis of cognitive
models described as weighed directed graphs that represent subjective images of the
problem. The following tasks are solved. Ways of experts reflections about possible
cause-and-effect relations between objects of the problem domain are modelled in
the form of cognitive maps or weighed directed graphs. A computer experiment for
verification of the author’s cognitive models is performed via monitoring distribution



74 В.А. Маренко, О.Н. Лучко и др. Aнализ когнитивных моделей...

of perturbations introduced into various vertices of the graph. Functional states of
students, both athletes and non-athletes, are analyzed to specify the values of the
factor "physical activity".

Keywords: hypertension, physical activity, cognitive model, expertise, computer ex-

periment, weighed directed graph.
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Введение

Одной из проблем факторного анализа является проблема вращения и ин-
терпретации. Такие методы получения первичного факторного решения как
центройдный метод, метод главных факторов, метод минимальных остатков
не позволяют производить интерпретацию факторной структуры. Например,
центройдный метод и метод главных факторов имеют высоконагруженный ис-
ходными показателями первый фактор, включающий в себя максимум разброса
значений переменных, вычисляемых в проекции на первый фактор. Метод ми-
нимальных остатков имеет непредсказуемый характер, зависимый от началь-
ного приближения, что объясняется его критерием минимизации невязок вос-
станавливаемой и исходной корреляционной матрицей. Проблема факторного
вращения связана с неоднозначностью факторных решений. В рамках критерия
минимальных остатков удовлетворительное решение может иметь различный
вид.

Для выделения однозначного решения могут использоваться различные кри-
терии вращения. Получаемое в результате вращения факторное решение долж-
но обладать хорошей интерпретируемостью, суть которого заключается в од-
нозначном отнесение каждой исходной переменной лишь к одному из факто-
ров. Результирующие факторы могут быть как ортогональны друг другу, так и
косоугольны. Косоугольное вращение приводит, как правило, к лучшему раз-
несению переменных на факторы в связи с большей возможностью выбора
направления факторных осей и получения простой факторной структуры [1],
когда исходные переменные максимально прижаты к факторным осям.
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Факторное вращение осуществляется посредством умножения первичного
факторного отображения на матрицу преобразования. Матрица, полученная
как произведение транспонированной матрицы преобразования на саму мат-
рицу преобразования, соответствует матрице корреляций между факторами.
Поэтому на матрицу преобразования накладывается как минимум одно огра-
ничение, заключающееся в том, что диагональные элементы матрицы произ-
ведения, соответствующие корреляциям между одними и теме же факторами,
должны равняться 1, тогда как внедиагональные элементы должны быть по
модулю не больше 1. Если получают ортогональное решение, то корреляции
между различными факторами должны равняться 0. Матрица преобразования
определяется в соответствии с определённым критерием от элементов конечной
факторной структуры. Минимизация или максимизация этого критерия позво-
ляет найти оптимальную матрицу преобразования, доставляющую минимум
или максимум целевой функции критерия.

В данной работе оптимизация критерия вращения осуществляется различ-
ными методами нелинейной оптимизации: метод конфигураций, метод дефор-
мируемого многогранника, метод Розенброка и метод случайного поиска. Огра-
ничения, накладываемые на матрицу преобразования, учитываются с помощью
метода штрафных функций. В работе приводится сравнение различных методов
вращения: квартимакс, варимакс, облимакс, квартимин, облимин, бинормамин.
Исследуется оригинальный критерий интерпретируемости, естественным обра-
зом учитывающий интерпретационные свойства целевой факторной структу-
ры. Все критерии вычисляются в двух вариантах: c ограничениями на орто-
гональность матрицы преобразования и без такого ограничения. Тем самым
такие известные ортогональные методы как квартимакс и варимакс вычисля-
ются впервые как косоугольные методы без дополнительных ограничений на
ортогональность. Доказывается превосходство косоугольных методов вращения
над ортогональными.

1. Математическая постановка задачи

Матрица A ↔
m×g

aij — матрица первичного факторного отображения размер-

ности m× g весовых коэффициентов. Где m — число изучаемых параметров, g
— число общих факторов.

Вращение заключается в следующей матричной операции:

V = AΛ,

V ↔
m×g

vij — косоугольная факторная структура;

Λ ↔
g×g

λij — матрица вращения.

Матрица корреляций C ↔
g×g

cij размерности g×g между конечными фактора-
ми, когда исходные данные стандартизированы (дисперсии переменных равны
1, а средние 0) вычисляется по формуле:
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C = ΛTΛ.

Для матрицы вращения Λ должны выполняться соотношения:
cii =

∑g
i=1 λ

2
ij = 1 ( j=1,. . . ,g).

А также ограничения типа неравенств:

|cij| =

∣∣∣∣∣
g∑

k=1

λkiλkj

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Если результирующее факторное решение должно быть ортогональным, то
ограничения типа неравенств, заменяют ограничениями cij =

∑g
k=1 λkiλkj = 0.

Задача факторного вращения соответствует максимизации или минимиза-
ции определённого критерия K, как функции от элементов матрицы результи-
рующей факторной структуры:

K = f ({vij}) = f ({aij} , {λij}). Поскольку элементы {aij} заданы, то задача
сводится к нахождению экстремума функции K = f ({λij}) от независимых
переменных {λij} c ограничениями:∑g

i=1 λ
2
ij = 1 и

|
∑g

k=1 λkiλkj| ≤ 1 или
∑g

k=1 λkiλkj = 0.
Также предлагается использовать следующие ограничения на вид резуль-

тирующей факторной структуры. Общности переменных конечной факторной
структуры должны быть не больше общностей переменных исходной фактор-
ной структуры, а также не меньше определенного порога значимости:

hvi =
√∑g

k=1 v
2
ik ≤

√∑g
k=1 a

2
ik = hai и h

v
i ≥ p.

2. Критерии вращения

Квартимакс

K =
m∑
i=1

g∑
p=1

v4
ip.

Максимизация данного критерия приводит теоретически к минимальной
сложности каждого исходного параметра равной 1, когда исходный параметр
выражается только через один фактор [2].

Варимакс

K = n

g∑
p=1

m∑
i=1

(
vip
hi

)2

−
g∑
p=1

(
m∑
i=1

v2
ip

h2
i

)2

.

Максимизация варимакс критерия соответствует максимизации дисперсий
квадратов нагрузок факторов. Тем самым теоретическая сложность фактора
уменьшается, нагрузки фактора близки к 0 или 1, и фактор можно наилучшим
образом проинтерпретировать. Нормализация факторных нагрузок в данном
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критерии устраняет различие между вкладами отдельных параметров пропор-
циональное их общностям.

Облимакс

K =

∑m
i=1

∑g
p=1 v

4
ip(∑m

i=1

∑g
p=1 v

2
ip

)2 .

Максимизация данного критерия соответствует максимизации эксцесса слу-
чайной величины ξ, представленной выборкой vij и −vij. В результате макси-
мизируется доля больших и маленьких (близких к нулю) элементов факторной
структуры.

Квартимин

K =

g∑
p<q=1

m∑
i=1

v2
ipv

2
iq.

Минимизация данного критерия соответствует идее простой факторной
структуры, когда для фиксированной пары факторов переменные максимально
приближаются к одному из факторов.

Облимин

K =

g∑
p<q=1

[
n

m∑
i=1

(
vip
hi

)2(
viq
hi

)2

− γ

(
m∑
i=1

v2
ip

h2
i

)(
m∑
i=1

v2
iq

h2
i

)]
,

При γ = 0 — это нормализованный квартимин критерий,
при γ = 1 критерий называется коваримин,
при γ = 0.5 критерий называется биквартимин.
Минимизация коваримин-критерия соответствует минимизации ковариации

между квадратами элементов различных пар факторов конечной факторной
структуры. Коваримин-критерий теоретически даёт ортогональное решение.

Бинормамин

K =

g∑
p<q=1

[
m∑
i=1

(
vip
hi

)2(
viq
hi

)2
/(

m∑
i=1

v2
ip

h2
i

)(
m∑
i=1

v2
iq

h2
i

)]
.

Минимизация данного критерия близка к результатам биквартимин реше-
ния.

Критерий интерпретируемости
Получение интерпретируемого факторного решения связано с получением

минимальной сложности исходных параметров, когда только одна факторная
нагрузка переменной близка к 1, тогда как остальные близки к 0. Поэтому
предлагается следующий критерий, непосредственно учитывающий это свой-
ство.

K =
m∑
i=1

g∑
p=1

|vmax
i | − |vip| ,
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где vmax
i — максимальная по модулю факторная нагрузка i-ой переменной фак-

торной структуры.
Максимизация данного критерия приводит к тому, что максимальная фак-

торная нагрузка переменной приближается к 1, тогда как остальные к 0.

3. Методы оптимизации

Оптимизацию критерия вращения, как функций от независимых перемен-
ных матрицы вращения с ограничениями, предлагается осуществлять методом
штрафных функций [3]. В качестве методов безусловной оптимизации метода
штрафных функций выбирались следующие альтернативные методы:

� метод конфигураций,
� метод деформируемого многогранника,
� метод Розенброка [4],
� метод случайного поиска [5].

4. Численный эксперимент

Метод штрафных функций с выбором метода безусловной оптимизации, а
также адаптация задачи факторного вращения и выбор различных критериев
вращения были реализованы в виде отдельной программы RFA (рис. 1, 2).
Поскольку использовались неградиентные методы оптимизации, все критерии
максимизации были приведены к критериям минимизации с помощью обраще-
ния критерия 1/K. Тем самым нелинейность преобразования критерия суще-
ственно не изменяла работу алгоритмов поиска экстремума, и значения крите-
риев всегда оставались положительными.

Рис. 1. Интерфейс программы RFA.
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Рис. 2. Интерфейс программы RFA.

Достоверность результатов, получаемых программой RFA, подтверждена на
классических примерах, таких как 8 морфологических параметров, 24 психоло-
гических параметра, 5 социально-экономических параметров [2], 12 перемен-
ных кровяного давления [1].

Сравнение результатов факторных структур для 15 переменных артериаль-
ной гипертензии начальной стадии представлены в следующих таблицах (таб-
лице 1–4). В качестве исходных параметров были взяты 15 биофизических
показателей для 131 лица с артериальной гипертензией начальной стадии:

1) вес,
2) индекс массы тела (ИМТ),
3) частота дыхания (ЧД),
4) сегментоядерные нейтрофилы (С),
5) лимфоциты (Л),
6) конечно-систолический размер левого желудочка (КСР),
7) конечно-систолический объем левого желудочка (КСО),
8) конечно-диастолический размер левого желудочка (КДР),
9) конечно-диастолический объем левого желудочка (КДО),
10) ударный объем (УО),
11) минутный объем сердца (МОС),
12) общее периферическое сосудистое сопротивление (ОПСС),
13) индекс Хильдебрандта (ИХ),
14) фракция выброса левого желудочка (ФВ),
15) фракция укорочения левого желудочка (ФУ).

Критерий варимакс без ограничений на ортогональность равен 147.1935.
Для ортогонального случая его значение 139.8764. Критерий облимакс для
косоугольного случая равен 0.0627.

Критерий интерпретируемости для косоугольного случая равен 40.0769.
Критерий облимакс для исходного факторного решения равен 0.0436. Для
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Таблица 1. Исходное факторное решение (метод главных факторов)

F1 F2 F3 F4 F5

Вес 0,346 -0,464 0,236 0,153 0,602

ИМТ 0,327 -0,531 0,207 0,182 0,561

ЧД 0,213 -0,418 0,125 -0,711 -0,055

С -0,132 0,217 -0,809 -0,191 0,319

Л 0,075 -0,218 0,785 0,235 -0,364

КСР 0,937 -0,187 -0,212 0,075 -0,146

КСО 0,92 -0,171 -0,228 0,074 -0,143

КДР 0,971 0,167 0,011 0,021 -0,018

КДО 0,979 0,128 -0,032 0,009 -0,012

УО 0,854 0,372 0,178 -0,065 0,107

МОС 0,83 0,398 0,119 -0,07 0,061

ОПСС -0,66 -0,372 -0,143 0,165 -0,026

ИХ -0,107 0,412 -0,117 0,736 0,068

ФВ -0,351 0,557 0,408 -0,244 0,261

ФУ -0,304 0,467 0,419 -0,149 0,239

Таблица 2. Факторная структура варимакс (ортогональный случай)

F1 F2 F3 F4 F5

Вес 0,1349 -0,0739 0,0789 -0,0699 0,8613

ИМТ 0,0842 -0,1472 0,0952 -0,0701 0,8584

ЧД 0,086 -0,0774 0,0433 -0,8493 0,0873

С -0,07 -0,052 -0,9135 0,0598 -0,1075

Л 0,0117 0,0282 0,9229 -0,0162 0,0647

КСР 0,7393 -0,6377 0,0145 -0,0933 0,151

КСО 0,7295 -0,6287 -0,0047 -0,0835 0,1379

КДР 0,943 -0,2564 0,0485 -0,0129 0,1191

КДО 0,9316 -0,2985 0,0165 -0,035 0,1329

УО 0,9465 0,0697 0,0524 -0,0015 0,1075

МОС 0,9306 0,0459 0,017 0,0105 0,0393

ОПСС -0,7759 -0,1167 -0,0223 0,0736 0,0267

ИХ 0,0057 0,0381 -0,028 0,8585 -0,0441

ФВ -0,0245 0,8448 0,0047 0,024 -0,1124

ФУ -0,0275 0,7436 0,0715 0,063 -0,0517
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Таблица 3. Факторная структура облимакс (косоугольный случай)

F1 F2 F3 F4 F5

Вес 0,0558 0,1716 -0,0287 -0,0133 0,8187

ИМТ -0,0133 0,0944 -0,0474 -0,0116 0,8078

ЧД -0,0391 0,0199 -0,0214 -0,8344 0,0221

С -0,0082 0,0312 0,9022 0,0241 -0,0219

Л -0,0476 -0,0758 -0,9164 0,0165 -0,0184

КСР 0,5147 -0,4831 0,0028 -0,0341 0,014

КСО 0,5108 -0,4774 0,0211 -0,0265 0,0051

КДР 0,8197 -0,122 -0,0235 0,0352 0,0217

КДО 0,7965 -0,1533 0,0087 0,0143 0,0322

УО 0,9124 0,182 -0,0231 0,0321 0,0532

МОС 0,8977 0,1432 0,0077 0,0399 -0,0122

ОПСС -0,7628 -0,1828 0,0022 0,0552 0,0635

ИХ 0,114 -0,039 0,0099 0,8508 0,0087

ФВ 0,2118 0,7631 0,0016 -0,0191 0,003

ФУ 0,1787 0,6716 -0,0643 0,0295 0,0455

Таблица 4. Факторная структура по критерию интерпретируемости (косоугольный случай)

F1 F2 F3 F4 F5

Вес 0,1949 0,0000 -0,021 -0,0062 0,7783

ИМТ 0,16 -0,0815 0,0000 0,0000 0,7679

ЧД 0,2165 -0,0211 0,01 -0,8305 0,0261

С -0,0598 -0,0382 -0,888 0,0225 0,1504

Л 0,0000 0,0000 0,9059 0,0205 -0,19

КСР 0,8631 -0,4849 0,008 -0,0288 0,0149

КСО 0,8502 -0,4783 -0,0095 -0,0214 0,0097

КДР 0,9721 -0,0817 0,0251 0,0187 -0,0001

КДО 0,9734 -0,1221 -0,0066 0,0000 0,0178

УО 0,9085 0,2377 0,0152 0,0023 0,0202

МОС 0,8934 0,2084 -0,0105 0,0107 -0,0357

ОПСС -0,7374 -0,2506 0,0000 0,0829 0,0839

ИХ -0,1191 0,0000 0,0003 0,8462 0,0000

ФВ -0,2005 0,8173 -0,0213 -0,0535 -0,0217

ФУ -0,1863 0,7167 0,0441 0,0000 0,0094
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решения облимакс, полученного с помощью специального алгоритма на базе
аналитического исследования поведения функции критерия, критерий равнялся
0.0448 [6]. Решение, полученное на базе метода штрафных функций, оказалось
более эффективным.

Область допустимых решений косоугольного случая включает в себя об-
ласть решений ортогонального, поэтому критерий вращения для косоугольного
случая будет не хуже, чем для ортогонального. Это доказывает, что косоуголь-
ные факторы могут дать меньшую погрешность и большую близость факторов
к исходным параметрам. Наличие корреляций между факторами означает, что
между ними есть зависимость: изменение одного фактора означает изменение
и другого. Поэтому невозможно выявить влияние каждого фактора на изуча-
емый процесс. Именно для выявления такого влияния и вводится требование
ортогональности факторов.

5. Заключение

Предложен общий метод оптимизации критериев вращения на базе метода
штрафных функций и методов безусловной оптимизации. Предложен критерий
интерпретируемости естественным образом учитывающий свойства интерпре-
тируемого факторного решения. Все алгоритмы реализованы в виде отдельной
программы с графическим интерфейсом для пользователя. Показано преиму-
щество облимакс решения на базе метода штрафных функций над решением,
получаемого с помощью специального алгоритма на базе аналитического ис-
следования функции критерия. Доказано преимущество косоугольных методов
вращения над ортогональными.
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1. Introduction

Wiener’s empirical data. Many techniques that form the basis of modern com-
munication, signal processing, and control were developed in the 1940s by MIT’s
Norbert Wiener, as part of his cybernetics. Cybernetics is where the now ubiqui-
tous abbreviation “cyber” — ranging from cyberinfrastructure to cyberbullying —
comes from. Wiener’s work was boosted during the Second World War, when he
worked on automatic control devices for anti-aircraft guns; see, e.g., [1,4].

Wiener used statistical optimization techniques to develop a firing strategy that
would, on average, be most efficient against the pilot’s random evasive maneuvers.
To formulate the corresponding optimization problem, it is necessary to know
the probabilities of different evasive trajectories ~x(t). To find these probabilities,
N. Wiener, with his collaborator Julian Bigelow, a pilot by training, set up a flight
simulator and recorded the corresponding evasive trajectories.

As a result, for the simplified situation with no restriction of airplane maneu-
vering, the pilot’s evasive trajectories followed the Browning motion (what is now
known in Mathematics as a Wiener process) [3], when the change

~x(t+ ∆t)− ~x(t)

can be in any spatial direction with equal probability, and the current change does
not depend on the previous changes. In more realistic situations, when they took
into account that the airplane’ velocity ~v(t) cannot be changed abruptly, the change
in velocities ~v(t+ ∆t)− ~v(t) followed the Wiener process.
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Comment. Based on this information, N. Wiener and J. Bigelow developed an
optimal controller. For this particular application, the resulting improvement in
efficiency was very low, around a few percents, so this controller was not imple-
mented. However, in many other applications, similar controllers were spectacu-
larly successful.

Question. An interesting question is: why did the pilots use Wiener-process-type
evasive actions? Are such evasive actions optimal — or are more efficient evasive
maneuvers possible?

In this paper, we use simple game theory to show that the Wiener-process-type
evasive actions are indeed optimal.

2. Formulation of the Problem

Only 2-D coordinates are important. First, let us recall that from the viewpoint
of the anti-aircraft gun, what is important is a 2-D location of an airplane: if the
airplane travels in the 3-rd dimension, along the line of fire, it does not help it evade
the shells. Because of this, we will only consider 2-D locations and velocities.

An idealized situation when an aircraft can arbitrarily change its velocity:
towards the exact formulation of the problem. Let us first consider the sim-
plified setting, when it is assumed that an aircraft can arbitrarily change its speed
~v(t), as long as this speed does not exceed the limit v0 imposed by its engine. In
this case, if at the moment t, the aircraft was at location ~x(t), by the next moment
of time t+∆t it can travel any distance not exceeding v0 ·∆t. Thus, at the moment
t + ∆t, the aircraft can be anywhere in the disk D of radius v0 · ∆t centered
at the point ~x(t). Selecting an evasive maneuver means selecting a probability
distribution ρp(~x) on this disk, a distribution that determines with what probability
the plane will be at a given location.

The adversary observes the position ~x(t) and the type of the plane, so the
adversary knows the plane’s maximum velocity v0 and thus, knows the disk D
of possible locations of the plane at the next moment of time. Once the disk is
known, the adversary selects his own probability distribution ρs(~x), distribution
that describes with what probability the shell is aimed towards a future location ~x.

The goal of the pilot is to evade the shell, i.e., to minimize the probability of
being hit, while the goal of the gunner is to hit the plane, i.e., to maximize this
probability. A shell hits the plane if it is sufficiently close to the plane, i.e., if the
position ~xs of the shell is within a certain small distance ε > 0 from the position
~xp of the plane. For each position ~xs of the shell, the plane is hit if this plane is
within a circle C of radius ε with a center in ~xs. The probability for a plane to
be in this circle is equal to

∫
C
ρp(~y) d~y. Since the circle is small, the value ρp(~y)

is practically constant within this circle, so this integral can be approximated as
Aε · ρp(~xs), where Aε = π · ε2 is the area of this circle.

For each location ~xs of the shell, the probability of a plane being hit is thus
equal to Aε · ρp(~xs). The probability of a shell being in this location is proportional
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to ρs(~xs). Thus, by using the formula of complete probability, we can compute the
probability of being hit as Aε ·

∫
D
ρs(~x) · ρp(~x) d~x.

This is a zero-sum game: a win for the plane — successful evasion of the shell
— is a loss for the adversary. So, according to game theory (see, e.g., [2]), the
optimal strategy for a pilot is a minimax strategy, i.e., a strategy that minimize
the worst-case loss. For this strategy, the worst-case value

J(ρp) = Aε ·max
ρs(~x)

∫
D

ρs(~x) · ρp(~x) d~x

is the smallest possible. Let us show how to solve this optimization problem.

Solving the resulting problem. The above integral is the expected (mean) value
of the probability density function ρp(~x) over the distribution ρs(~x). The expected
value of any function is always smaller than or equal to the maximum of this
function, so

∫
D
ρs(~x) · ρp(~x) d~x ≤ max

~x∈D
ρp(~x). Thus,

max
ρs(~x)

∫
D

ρs(~x) · ρp(~x) d~x ≤ max
~x∈D

ρp(~x).

On the other hand, if we take a distribution ρs(~x) which is located, with probability
1, at a point ~x where the function ρp(~x) attains its maximum, then we will get∫
D
ρs(~x) · ρp(~x) d~x = max

~x∈D
ρp(~x). Thus,

max
ρs(~x)

∫
D

ρs(~x) · ρp(~x) d~x = max
~x∈D

ρp(~x),

and therefore the value J(ρp) is equal to Aε ·max
~x∈D

ρp(~x):

J(ρp) = Aε ·max
~x∈D

ρp(~x).

Minimizing J(ρp) is hence equivalent to minimizing the value max
~x∈D

ρp(~x). We

know that
∫
D
ρp(~x) d~x = 1. Here, for every ~x, we have ρp(~x) ≤ m

def
= max

~x∈D
ρ(~x),

thus, 1 =
∫
D
ρ(~x) d~x ≤

∫
D
md~x ≤ m · A(D), where A(D) is the area of the region

D. From 1 ≤ m ·A(D), we conclude that m ≥ 1

A(D)
. The equality is possible only

when there is equality for all ~x in the inequality ρp(~x) ≤ m, i.e., when ρp(~x) = m
for all ~x. This is exactly a uniform distribution on the set D — and of course, this
distribution should be independent on what was done in the past.

Thus, in the simplified case, we indeed conclude that the Wiener process is an
optimal way to perform evasive actions.

A more realistic formulation of the problem. A more realistic description of
evasive actions must take into account that the velocity ~v(t + ∆t) at the next
moment of time t + ∆t cannot be too much different from the velocity ~v(t) at the
previous moment of time, there is a limit on acceleration |~a(t)| ≤ a0. In general,
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once we know the initial location ~x(t), the initial velocity ~x(t), and the acceleration
~a(t), we can determine the position ~x(t+ ∆t) at the next moment of time as

~x(t+ ∆t) = ~x(t) + ~v(t) ·∆t+
1

2
· ~a(t) · (∆t)2.

Here, the initial location ~x(t) and the initial velocity ~v(t) are fixed, and the accel-
eration ~a(t) can take any value for which |~a(t)| ≤ a0.

Thus, the set of locations ~x(t+∆) is a disk D centered at the point ~x(t)+~v(t)·∆t
with radius

1

2
· a0 · (∆t)2. Similarly to the simplified case, we can describe possible

evasive actions by a probability density ρp(~x) located on this disk, and, similarly
to the simplified case, we can conclude that the optimal evasive action corresponds
to the uniform distribution on this disk. In this optimal solution, the change in
velocity ~v(t + ∆t) − ~v(t) = ~a(t) ·∆t is uniformly distributed on the disk of radius
a0 ·∆t – and is independent on the previous trajectory of the plane.

Thus, in this realistic case, we indeed conclude that the Wiener process for
velocities is indeed an optimal way to perform evasive actions. So, Wiener’s
empirical data indeed corresponds to optimal evasive action.
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зенитных орудий, Н. Винер, отец кибернетики, доказывает, что действия пилота
должны выглядеть как винеровский случайный процесс. В этой статье мы объ-
ясним этот эмпирический результат, показав, что такие действия по уклонению
действительно оптимальны против зенитных орудий 1940 года.
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1. Formulation of the Problem

Advice of Vladimir Smirnov. When one of us (VK) became a student at the
Mathematics Department of St. Petersburg University, the department had a spe-
cial poster for incoming students with advice from different professors. One of
these advices was from Professor Vladimir Smirnov, the author of a widely used
course in higher mathematics [2]: when an idea comes, write it down right away,
do not delay.

Qualitative explanation. If one does not write down his/her ideas right away,
he/she will forget them, and it will require an additional time to recall it. From
this viewpoint, to avoid wasting time, it is better to write down the idea right
away.

What we plan to do. The objective of this paper is to provide a quantitative
explanation for Smirnov’s advice.

2. Analysis of the Problem

An idea comes to mind: two possible reactions. Suppose that an idea comes
to mind when a person is in the middle of some activity. Then, the person has two
options:

� the first option is to interrupt the current activity, write down the idea, and
then resume the current activity;
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� the second option is to wait until the end of the current activity, and then
write down the idea.

Let us analyze when the first reaction is better, and when the second reaction is
better.

First option. If we select the first option, then we need extra time to write down
the idea, and we also need some additional time to interrupt (and later resume) the
current activity. Let:

� tw denote the time that is needed to write down the idea right away; and

� ti denote the additional time needed to interrupt the current activity and to
resume it again later.

In these terms, in the first option, we spend an additional time tw + ti.

Second option: analysis of the problem. In the second option, we do not
interrupt the current activity. Instead, we wait until the end of this activity. In
this case, we do not spend time on the interruption, but we do need to spend time
trying to recover the idea.

Let us estimate this recovery time. Human forgetting is well described by the
so-called Ebbinghaus forgetting curve [1], according to which the amount a(t) of
material that we remember decreases with time as

da

dt
= −kf · a,

where kf is a parameter describing the forgetting.

This equation makes perfect sense: in general, we can write that
da

dt
= f(a) for

some function f(a). In the first approximation, we can approximate the function

f(a) with the first two terms in its Taylor expansion:
da

dt
= c0 + c1 · a. When we

have no knowledge, i.e., when originally a(0) = 0, then of course there is nothing

to forget, thus
da

dt
= 0 as well. The condition that f(0) = c0 + c1 · 0 = 0 implies

that c0 = 0 and thus,
da

dt
= c1 ·a. Forgetting means that the amount of remembered

material decreases with time, so c1 < 0, and thus, c1 = −kf for some kf > 0. This
is exactly the Ebbinghaus law.

Because of this equation, the amount of material remembers after time t is
equal to a(0) · exp(−kf · t).

Let te denote the time needed to finish the current activity. Then, by the time
te, instead of the original amount of information a(0) about our idea, we remember
only the amount a(0) · exp(−kf · te).

Before we write down the idea, we need to recall it. How can we describe a
recall? In general, the amount a(t) recalled by time t can also be described by a

differential equation
da

dt
= g(a) for some function g(a). In the first approximation,



92 O. Kosheleva, V. Kreinovich. When an Idea Comes, Write It Down. . .

we can approximate the function g(a) with the first two terms in its Taylor expan-

sion:
da

dt
= c′0 + c′1 ·a. Let us consider an ideal situation when eventually, i.e., when

t → ∞, we can recall everything, i.e., we have a(t) → a(0). For t → ∞, we get
da

dt
= 0 and a = a(0). Thus, c′0 + c′1 · a(0) = 0 and therefore, c′0 = −c′1 · a(0). So,

the recall equation
da

dt
= c′0 + c′1 · a can be described as

da

dt
= c′1 · (a− a(0)). When

a < a(0), the amount of recalled material increases with time, so
da

dt
> 0 and thus,

c′1 < 0. Thus, we can write that c′1 = −kr for some parameter kr that describes a
person’s recall rate. In terms of this parameter, the recall equation takes the form

da

dt
= −kr · (a− a(0)).

This equation can be rewritten as
d(a(0)− a(t))

dt
= kr · (a(0)−a(t)). At moment

te, when we start the recall process, we have a(te) = a(0) · exp(−kf · te) and thus,
a(0) − a(te) = a(0) · (1 − exp(−kf · te)). The corresponding solution to the recall
differential equation has the form

a(0)− a(t) = (a(0)− a(te)) · exp(−kr · (t− te)) =

a(0) · (1− exp(−kf · te)) · exp(−kr · (t− te)).

Ideally, we should stop recalling at the moment ts at which we have recovered
everything, i.e., at which a(ts) = a(0) and a(0) − a(ts) = 0. However, the above
expression never reaches 0, so we stop when we have recovered the overwhelming
part of the original idea, i.e., when a(ts) = a(0) · (1− ε) for some small value ε > 0.
In this case, a(0)− a(ts) = a(0) · ε. By equating

a(0)− a(ts) = a(0) · (1− exp(−kf · te)) · exp(−kr · (ts − te))

with a(0) · ε, we can deduce the time ts − te needed for this recall: namely, by
dividing both sides of the equality by a(0) · (1− exp(−kf · te)), we conclude that

exp(−kr · (ts − te)) =
ε

1− exp(−kf · te)
.

By taking logarithms of both sides and changing signs, we get

kr · (ts − te) = ln(1− exp(−kf · te))− ln(ε),

and thus,

ts − te =
1

kr
· ln(1− exp(−kf · te))−

1

kr
· ln(ε).

In this option, the overall additional time needed to record the idea is equal to
tw + (t− te).
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Conclusion: when is it better to write down the idea right away. It is
beneficial to write down the idea right away if the first alternative leads to smaller
amount of additional time, i.e., when ti + tw < tw + (ts − te). This inequality is
equivalent to ts− te > ti. In view of the above formula for ts− te, Thus, it is better
to write down the idea if

1

kr
· ln(1− exp(−kf · te))−

1

kr
· ln(ε) > ti,

i.e., equivalently, when

ln(1− exp(−kf · te))− ln(ε) > kr · ti,

where:

� kf is the rate width which the person forgets,

� ε is a portion of the original idea that we are willing to ignore,

� kr is the rate with which a person recalls a forgotten information, and

� ti is the time needed to interrupt and then resume the current activity.

Acknowledgments. This work was supported in part by the National Science
Foundation grants HRD-0734825 and HRD-1242122 (Cyber-ShARE Center of Ex-
cellence) and DUE-0926721.

REFERENCES

1. Schacter D.L. Psychology. New York : Worth Publishers, 2009.
2. Smirnov V.I. A Course in Higher Mathematics. Oxford, London, Edinburgh, New

York : Pergamon Press, 1964.

КОГДА ИДЕЯ ПРИХОДИТ, ЗАПИШИТЕ ЕЁ НЕМЕДЛЕННО:
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ СОВЕТА ВЛАДИМИРА СМИРНОВА

О. Кошелева
к.ф.-м.н., доцент, e-mail: olgak@utep.edu

В. Крейнович
к.ф.-м.н., профессор, e-mail: vladik@utep.edu

Техасский университет в Эль Пасо, США

Аннотация. Среди прочих советов для студентов, Владимир Смирнов, известный
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Аннотация. В статье представлен новый метод, обеспечивающий ускоре-
ние классификации посредством класса нейронных сетей, базирующегося
на теории адаптивного резонанса. Реализация метода возможна в рамках
новой модели адаптивного резонанса, имеющей название «Вероятностная
модель АРТ». Метод полезен в задачах, требующих максимального быст-
родействия в поддержке принятия решений, в задачах распознавания хи-
мических соединений движущихся жидкостей, например.

Ключевые слова: нейрон, теория адаптивного резонанса, слой распозна-
вания, синаптический вес.

1. Введение

Существуют задачи распознавания образов, которые требуют максимально-
го быстродействия в поддержке принятия решений, например, задачи распозна-
вания химических соединений движущихся жидкостей. Статья содержит опи-
сание нового метода, обеспечивающего ускорение распознавания посредством
класса нейронных сетей, базирующегося на теории адаптивного резонанса. Ре-
ализация метода возможна в рамках новой модели адаптивного резонанса, име-
ющей название «Вероятностная модель АРТ».

2. Описание вероятностной модели АРТ

В ходе исследования различных видов нейронных сетей адаптивного резо-
нанса для реализации метода выбора направления разработана вероятностная
модель АРТ [1-5] (АРТ-модель). Название класса нейронных сетей на основе
теории адаптивного резонанса АРТ происходит от английской аббревиатуры
ART — adaptive resonance theory. Вероятностная АРТ-модель разработана ав-
тором на основе модели АРТ-1, подробно описанной в работе [6]. АРТ-1 имеет
два слоя: слой сравнения и слой распознавания (рис. 1).

Остальные блоки модели АРТ-1 отражают технические аспекты её реализа-
ции, поэтому в данной работе они не рассматриваются. Слой сравнения состоит
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Рис. 1. Схема модели АРТ-1

из входных нейронов (в дальнейшем — входы). Его функция состоит в том, что-
бы принимать поступающий в модель образ и сравнивать его с имеющимися
образами в текущей конфигурации модели. Входной образ является бинарным:
сигнал каждого входа — 1 или 0.

Каждый нейрон слоя распознавания связан со всеми входами. Активация
нейрона слоя распознавания осуществляется в том случае, когда входы в
общей совокупности несут образ, наиболее соответствующий образу, закреп-
лённому за этим нейроном. Активированный нейрон называется нейроном-
победителем. При этом выходной сигнал нейрона слоя распознавания должен
соответствовать уровню, зависимому от соотношения образа активированного
нейрона и текущего образа. Это одна из функций слоя распознавания. Если
это условие не выполняется, процесс определения активированного нейрона
повторяется, но уже без участия предыдущего нейрона. О такой ситуации го-
ворят как об отсутствии адаптивного резонанса. Если ни один из нейронов слоя
распознавания не выдал необходимого уровня сигнала, тогда слой дополняется
новым нейроном, за которым будет зафиксирован поступивший образ. Если же
активированный нейрон выдал достаточный уровень сигнала, тогда происходит
адаптивный резонанс, то есть синаптические веса активированного нейрона
модифицируются с целью обобщения предыдущего образа, закреплённого за
данным нейроном, с текущим образом. То есть нейрон объединяет в себе воз-
можности для распознавания нескольких максимально схожих образов. Такой
нейрон в дальнейшем именуется как сработавший нейрон.

АРТ-1 была выбрана для исследования в результате критического анализа,
описанного в статье [7]. Критерием выбора стало наличие возможности само-
обучения и принятия решения при поступлении на вход незнакомого образа.

В вероятностной АРТ-модели слой распознавания представлен в виде ори-
ентированного графа без циклов (рис. 2).
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Рис. 2. Многоуровневый слой распознавания

За каждым нейроном слоя распознавания в этой модели закреплён не весь
образ, а его конкретный участок (локальное рецептивное поле). Этот граф
также содержит набор вершин, составляющих так называемый первый уро-
вень (исток графа). С рассмотрения нейронов первого уровня всегда начинается
классификация.

Преимущество вероятностной АРТ-модели перед АРТ-1 – в возможности
использовать данные о вероятностях появления определённых фрагментов в
соответствующих местах глобального рецептивного поля (области фигуриро-
вания образа).

3. Алгоритм метода выбора направления

Под направлением понимается порядок рассмотрения нейронов слоя распо-
знавания. Алгоритм представлен следующим образом:

1. Вычисляются выходные сигналы нейронов первого уровня. Конкурировать
по уровню сигнала могут только нейроны с общим локальным рецептивным
полем:

F =
∑
l

blsl, s ∈ {1, 0} , (1)

где F — выходной сигнал нейрона; l — порядковый номер входа, связанного
с нейроном слоя распознавания; s — сигнал входа; b — вес связи между входом
и нейроном слоя распознавания.

2. Для нейрона-победителя необходимо проверить неравенство, определяю-
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щее степень соответствия образа, закреплённого за нейроном, входному образу:∑
l

tl/
∑
l

sl > ρ, ρ < 1, (2)

где l — номер входа, связанного с текущим нейроном слоя распознавания; s —
сигнал входа (s ∈ {0, 1}); t — элемент образа, закреплённого за нейроном слоя
распознавания (отражение того, что в идеальном случае должно быть на месте
соответствующего входа s). Величина ρ является переменным параметром ней-
ронной сети, ρ ∈ (−∞, 1). Высокий параметр ρ приведёт к повышению числа
нейронов слоя распознавания, а низкий параметр ρ приведёт к высокой степени
обобщения образов в нейронах.

3. Если степень соответствия образа нейрона входному образу удовлетво-
рительна (неравенство (2) выполняется), это означает, что нейрон сработал,
то есть стал частью ответного результата нейронной сети. При этом необхо-
димо уточнить для сработавшего нейрона вектор весов связей по формуле,
аналогичной той, которая применяется для модели АРТ-1 [6]:

b <
W

W − 1 +
∑
l

sl
, W > 1, (3)

где W ∈ (1,∞) — параметр, определяющий диапазон между максимальным и
минимальным весом (имеет смысл при технической реализации); l — номер
входа, связанного с нейроном слоя распознавания; s — сигнал входа. Следует
отметить, что образ, закреплённый за сработавшим нейроном (элементы t на
рис. 3), модифицируется путём присвоения элементам t значений соответству-
ющих элементов s при условии t 6= 0 (принцип логического «и»).

Рис. 3. Элементы t

4. Если степень соответствия образа нейрона входному образу неудовлетво-
рительна (неравенство (2) не выполняется), тогда повторно вычисляются сигна-
лы нейронов слоя распознавания, но без учёта предыдущего нейрона (возврат
к шагу 1).
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5. Если степень соответствия образа нейрона входному образу неудовлетво-
рительна ни для одного нейрона, тогда в текущем уровне необходимо выделить
нейрон-кандидат (нейрон, претендующий на то, чтобы быть добавленным в
слой распознавания) (рис. 4).

Рис. 4. Выделение нейрона-кандидата

Точный образ нейрона-кандидата (элементы t) равен фрагменту входного
образа для текущего нейрона. Нейрон-кандидат должен быть связан с преды-
дущим сработавшим нейроном. Шаги 6 и 7 не являются обязательными.

6. После того как нейрон-кандидат сформирован, необходимо проверить
его на возможность замены другим, уже имеющимся, нейроном. Для этого
необходимо вычислить характеристики подобия образов K между имеющимся
нейроном (любым) и нейроном-кандидатом:

K =
∑
l

tl&sl, (4)

где t — элемент образа текущего сравниваемого нейрона; s — элемент образа
нейрона-кандидата, & — логическое «и».

7. Если все характеристики K < ϕ, тогда нейрон-кандидат может быть
добавлен в систему (рис. 5).

В противном случае вместо нейрона-кандидата будет использоваться те-
кущий сравниваемый нейрон (рис. 6).

Величина ϕ > 0 является переменным параметром нейронной сети и зависит
от желаемой степени сходства образов. При добавлении нейрона-кандидата
в состав нейронов слоя распознавания классификация не останавливается, по-
скольку результат может быть завершён с помощью словарного уточнения обра-
за без учёта нового нейрона (завершение классификации по неполному набору
сработавших нейронов, с уточнением оставшихся нейронов по словарю).

8. Для сработавшего нейрона (или для нового нейрона) вычисляется вели-
чина E∗, которая является скалярным видом образа. Скалярный вид образа
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Рис. 5. Добавление нейрона-кандидата в систему

Рис. 6. Отмена нейрона-кандидата

— это целое число, однозначно определяющее весь образ:

E∗ =
∑
l

sl × 2l−1, (5)

где E∗ — скалярный вид образа;
l — порядковый номер входа, связанного с нейроном слоя распознавания;
s — сигнал входа.

9. Осуществляется построение определяющих векторов H для каждого
нейрона следующего уровня (т.е. для нейрона, связанного с последним сра-
ботавшим нейроном). Каждый определяющий вектор должен соответствовать
равенству:

E∗ = E +
∑
j

hj, hj ∈ {2u; 0}, j ∈ [1 : V ], u ∈ [0 :∞), (6)
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где E∗ — скалярный вид образа, вычисленный на предыдущем шаге;
E — скалярный вид образа, вычисленный для сработавшего нейрона на
предыдущем шаге, но на более ранних этапах работы нейронной сети и за-
креплённый (сохранённый) за связанным нейроном, который на ранних этапах
был следующим сработавшим. При первом использовании алгоритма данный
шаг пропускается, поскольку все Å равны нулю;
h — элемент определяющего вектора;
j — порядковый номер элемента определяющего вектора;
V — число входов локального рецептивного поля сработавшего нейрона.

Необходимо отметить, что при добавлении нейрона-кандидата в состав
слоя распознавания, величина Å этого нейрона должна быть равна скалярному
виду образа предыдущего сработавшего нейрона.

10. Сигналы нейронов следующего уровня (нейроны, связанные с послед-
ним сработавшим связью от него) в случае, когда для этих нейронов фор-
мула (6) даёт определяющий вектор с минимумом элементов больше нуля
вычисляются в первую очередь. Это осуществляется при возврате к шагу 1.
Можно ориентироваться не на минимум, а на диапазон, охватывающий близ-
кие к минимуму варианты значений. При срабатывании очередного нейрона его
хранимая величина E получает значение скалярного вида образа предыдуще-
го сработавшего нейрона. Необходимо отметить, что использование именно
скалярного вида образа вместо вектора обусловлено более высокой потенци-
альной производительностью данного алгоритма, так как скалярные величины
при компьютерной реализации обрабатываются быстрее, чем векторы.

Алгоритм завершается при получении набора сработавших нейронов, до-
статочного для классификации или для её завершения с помощью словарного
уточнения.

4. Структура слоя распознавания

Каждый нейрон слоя распознавания вероятностной АРТ-модели представ-
лен совокупностью компонентов Q:

Q = 〈G, I, J, Z〉. (7)

Здесь G — вектор, содержащий набор порядковых номеров нейронов слоя рас-
познавания, связанных с текущим нейроном (связь направлена от текущего
нейрона):

G = (x1, x2, . . . , xn), E > 0, (8)

где xi (i = 1, 2, . . . , n) — порядковый номер нейрона слоя распознавания, свя-
занного с текущим.

Вектор I хранит информацию о том, от каких нейронов существует связь
к текущему (в отличие от компонентов вектора G здесь направление связей
к текущему нейрону, а не от него), причём каждый порядковый номер свя-
занного нейрона сопровождается скалярным видом образа Ei (i = 1,2,. . . ,n),
сохранённым на предыдущих этапах работы нейронной сети. Скалярный вид
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образа, как было обозначено выше, определяет скалярную величину, которая
однозначно выражает образ, закреплённый за нейроном слоя распознавания.

I = (E1, y1, E2, y2, . . . , En, yn), E > 0, (9)

где yi (i = 1, 2, . . . , n) — порядковый номер нейрона слоя распознавания, свя-
занного с текущим нейроном; Ei (i = 1, 2, . . . , n) — хранимый скалярный вид
образа.

Вектор J в формуле (7) определяет набор входов, весовые коэффициенты
связи нейрона слоя распознавания с входом и элементы образа, на который на-
строен нейрон (идеального образа) по отношению к соответствующим входам:

J = (l1 b1 t1, l2 b2 t2, . . . , ln bn tn), n = V, (10)

где li (i = 1, 2, . . . , n) — порядковый номер входа; bi (i = 1, 2, . . . , n) — весовой
коэффициент связи нейрона слоя распознавания с входом; ti (i = 1, 2, . . . , n)
— элемент образа, на который настроен нейрон; V — число входов локального
рецептивного поля (эти поля могут отличаться по размеру при условии, что они
не перекрываются, и полностью охватываются соответствующими нейронами,
конкурирующими между собой).

Компонент Z – это скаляр, который определяет принадлежность нейрона к
первому уровню (если равен 1):

Z ∈ {1, 0} . (11)

Если модель не содержит ни одного нейрона в слое распознавания, то необ-
ходимо для каждого целого образа определить набор нейронов слоя распозна-
вания, локальные рецептивные поля которых не будут пересекаться. Связь
между нейронами должна полностью охватывать распознаваемый образ. При
этом всё пространство входных нейронов должно быть использовано. В каче-
стве нейронов первого уровня необходимо использовать те, которые отражают
отличия образов. Остальные характеристики должны быть следующие:

� вектор I нулевой;
� элементы b вектора J задаются по формуле, аналогичной той, которая при-
меняется для присвоения начальных значений нейронам в модели АРТ-1
[6]:

b <
W

W − 1 + V
, W > 1, (12)

где W ∈ (1,∞) — параметр, определяющий диапазон между максималь-
ным и минимальным весом (имеет смысл при технической реализации);
V — число входов локального рецептивного поля, закреплённых за те-
кущим нейроном слоя распознавания;

� все элементы t вектора J равны 1.

5. Обоснование метода выбора направления

Для лучшего восприятия метода рассмотрим задачу распознавания руко-
писных римских цифр «I», «V » и «X». Для каждого распознаваемого символа
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сформирована совокупность из 81 входного нейрона (9x9). За каждой группой
конкурирующих нейронов слоя распознавания (с общим локальным рецептив-
ным полем) закреплено поле размером 3x3. На рис. 7 эти поля разделены
жирной линией.

Рис. 7. Примеры локальных рецептивных полей

Процесс распознавания начинается с первого уровня. Очевидно, что, если
активизируется только крайний правый нейрон среди нейронов первого уров-
ня, как показано на рис. 8, то вероятнее всего, что распознаваемый символ
является символом «X», поскольку символы «V » и «I» в среднестатистическом
случае будут активировать средний нейрон первого уровня.

Рис. 8. Вероятность появления образа

Следовательно, дальнейшее рассмотрение нейронов для символа «X» сле-
дует производить в тех областях глобального рецептивного поля, в которых
этот символ чаще всего представлен. Если вероятность не оправдывается, то-
гда переходим к следующему шагу и будем рассматривать области, которые
соответствуют другому образу, имеющему менее распространённый вариант
отображения, например символ «V », поскольку очевидно, что для текущего
результата распознавания в правом нейроне первого уровня символ «I» являет-
ся наименее вероятным.

Таким образом, применение метода выбора направления целесообразно, а
конкретная степень увеличения скорости распознавания (по сравнению с моде-
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лью АРТ-1) зависит от распознаваемых образов, то есть от предметной области,
в которой данная нейронная сеть может функционировать. Метод, в целом,
основан на анализе распределения вероятностей.

Заключение

В работе представлен метод выбора направления, обеспечивающий ускоре-
ние классификации. Разработан алгоритм, реализующий этот метод. В резуль-
тате найден вариант ускорения классификации бинарных образов в нейронных
сетях класса АРТ.
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Abstract. This article presents a new method that increases recognition speed using
a class of adaptive resonance theory neural networks. The method implementation is
possible within a new adaptive resonance model named as "Probabilistic ART model".
The method is useful in the tasks demanding the fastest decision-making, e.g., in
recognition of chemical compounds in the moving liquids.
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Введение

В реализации метода распознавания образов, описанного в [1], производи-
тельность и надёжность системы процесса можно повысить применением схемы
параллельных вычислений. Ниже представлены модель искусственной нейрон-
ной сети, отличающаяся включением выбора направления поиска, и вариант
распределения производительности при параллельных вычислениях в процессе
распознавания.

1. О модели нейронной сети

Рассматривается модель АРТ (от англ. Аdaptive Resonanse Theory) ней-
ронной сети, разработанная Стивеном Гроссбергом [2]. Основные черты, от-
личающие её от остальных: самостоятельное обучение и повышение качества
распознавания за счёт наполнения слоя распознающих нейронов [3]. Важны
следующие особенности этой модели:

� конкурентный механизм выбора сработавшего нейрона;
� определение степени различия между идеальным образом, закреплённым
за текущим распознающим нейроном, и текущим входным образом. На
основании этого выносится решение о том, считать состояние текущего
нейрона, участвующего в распознавания, результатом классификации или
нет;



106 Д.В. Постарнак, В.А. Шапцев. К реализации модифицированной...

� если ни один из распознающих нейронов не обеспечивает необходимого
уровня соответствия входному образу, то происходит «адаптивный резо-
нанс» - включение в слой распознавания нового нейрона, несущего иде-
альный образ, полностью соответствующий текущему входному.

В [1] предложена вероятностная модель АРТ, названная там PART
(Probabilistic ART). Одной из особенностей этой модификации является ис-
пользование нескольких связанных структур в качестве слоя распознавания.
Это позволяет учесть нюансы входных образов, упускаемые другими типами
моделей, и использовать эти нюансы для определения вероятностного показа-
теля успешности пути обхода дерева [1]. Теперь классификация ведётся не по
одному нейрону, а по набору сработавших нейронов (порядок расположения
которых неважен). Процесс сопровождается набором результатов классифика-
ции, каждый (набор) из которых представлен порядковыми номерами нейронов
распознавания:

B = 〈C, D〉, (1)

где C — набор порядковых номеров распознавших нейронов, которые формиру-
ют успешную текущую классификацию B; D — число успешных классифика-
ций с данным результатом. Вводим множество

A = {B1, B2, . . . , Bn}, n > 0, (2)

где Bi — i-й результат классификации; n — число результатов классификации
в системе распознавания.

Безуспешная классификация определяется как пустое множество сработав-
ших нейронов: Ñ = ∅. В этом случае, при использовании скалярного вида
образа (СВО) [1], нецелесообразно переходить к следующему узлу ветвления.
Можно вернуться к предыдущему нейрону и по другим СВО попробовать до-
строить полосу классификации с другим окончанием. Если от предыдущего
нейрона ни один из ближайших (допустимых) СВО не даёт результата, то
спускаемся к ещё более раннему распознающему нейрону и проделываем то
же самое. Если вплоть до самого корня классификация не удалась, то возвра-
щаемся к первоначальному виду невыполненной классификации и повторяем
процесс постепенного перехода к предыдущим нейронам без учёта СВО. Если
и это не помогло, то делается вывод о том, что классификация от текущего
корня не состоялась.

2. Адаптация к параллельным вычислениям

Алгоритм параллельных вычислений в рамках PART по своей сути не ме-
няется. Разница состоит в том, что теперь процесс ведётся не только от корня
к листьям, но и в обратном направлении. Совокупность компонентов, закреп-
лённая за распознающим нейроном, меняет вид:

Q = 〈G, I, E1, E2, J,M〉, (3)
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где G — набор порядковых номеров распознающих нейронов, связанных с те-
кущим. Он используется при движении от корня к листьям; I — вектор, со-
держащий набор порядковых номеров распознающих нейронов, связанных с
текущим. Используется при движении от листа к корню; E1 — СВО при дви-
жении от корня к листьям; E2 — СВО при движении от листа к корню; M —
маркер участия нейрона в текущей классификации.

Вектор J определяет набор входов, весовые коэффициенты связи нейрона
слоя распознавания со входом и элементы образа, на которые настроен нейрон
(идеального образа) по отношению к соответствующим входам:

J = (l1, b1, t1; l2, b2, t2; . . . ; ln, bn, tn), n > 0, (4)

где li (i = 1, 2, . . . , n) — порядковый номер входа; bi (i = 1, 2, . . . , n) — весовой
коэффициент связи нейрона слоя распознавания со входом; ti (i = 1, 2, . . . , n) —
элемент образа, на который настроен нейрон; n — число входов. Наборы могут
отличаться по размеру при условии, что они не перекрываются и полностью
охватываются конкурирующими нейронами.

Теперь кроме набора порядковых номеров нейронов со связью вверх, то есть
от корня к листу, появляется такой же набор со связью вниз. Скалярный вид
образа (СВО) также представлен как для верхнего хода, так и для нижнего.
Высчитывается СВО аналогично как вверх, так и вниз. То есть суть учёта ню-
ансов не меняется. Есть ещё «маркер», указывающий на то, был ли использован
конкретный нейрон в текущем процессе распознавания, т.е. маркер может быть
равен единице в одном случае, а в следующий раз — нулю.

Система распознавания PART с применением параллельных вычислений
предполагает использование дополнительных структур данных. Листья хра-
нятся отдельно

O = (P1, P2, . . . , Pn), n > 0, (5)

где Pi — набор порядковых номеров нейронов распознавания, используемых в
качестве листьев; i — номер корня, которому соответствует набор.

Корни (возможные начала классификаций) должны быть также отмечены
во внешнем векторе:

N = (m1,m2, . . . ,mn), n > 0, (6)

где mi — порядковый номер нейрона распознавания, используемого в качестве
корня; i — номер корня в общем наборе.

Хранение данных о корнях и листьях необходимо для релевантного рас-
пределения производительности во избежание ситуации, когда выбирается
несколько нейронов, идущих из одного корня и, как следствие, идёт проверка
одного и того же образа несколько раз подряд, сводя на нет смысл параллель-
ной работы.

Всякий раз, когда процесс классификации доходит до листа, у которого
имеется только обратный набор ссылок, а прямой набор ссылок пуст, этот
последний элемент (лист) заносится в вектор листьев (получается, что при
условии его отсутствия в нём).
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3. Работа модели при параллельных вычислениях

Параллелизм работы модели заключается в следующем. Выбирается любой
корень из (6). По виду вектора (6) можно определить, какие листья соответ-
ствуют выбранному корню (порядок следования наборов листьев P и корней m
совпадает). Запускается классификация от выбранного корня к листьям на пер-
вом процессоре CPU1 (рис. 1). По крайним листьям с двух сторон запускается
классификация на двух процессорах (два процессора идут по листьям друг к
другу) (верхняя часть рис. 1). Если один процессор CPU3 «входит» в дерево, то
второй CPU2 не останавливается. Его точка входа может быть ближе к краю
дерева. Нормально, что оба процессора CPU2 и CPU3 включились в работу.
Главное, чтобы они начали вычисления с разных листьев.

Рис. 1. Вход в дерево

Назовём ведомыми процессорами те, которые обходят листья, как описано
выше, то есть — CPU2 (P11, P12, P13, P14) и CPU3 (P17, P16, P15). Они при
погружении должны использовать информацию о СВО.

Если решающая полоса (последовательность переходов от нейрона к нейро-
ну, формирующая результат классификации) ведущего процессора (того, кото-
рый ведёт обработку от корня к листьям, в нашем случае CPU1) не соединилась
ни с одной из решающих полос ведомых процессоров (смотрим по маркеру), то
в самом худшем варианте у нас есть три (по общему числу процессоров) завер-
шённых классификации (которые были пройдены по правилам АРТ-концепции)
(рис. 2).

В этом случае берём ту полосу (m1 − n1 − P11 или m1 − n1 − n2 − P14

или P17 − P16 − P15), у которой самое большое число срабатываний. Число
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Рис. 2. Расхождение параллельных процессов

Рис. 3. Число распознаваний образов

срабатываний (в рамках модели A) (2) увеличивается только тогда, когда есть
все сработавшие полосы с одинаковыми показателями по срабатыванию (рост
только у одной из полос B) (1). Следовательно, на пик по числу срабатываний
выходят те образы, которые между собой не соперничали (или соперничали
менее интенсивно, чем остальные). Это показано на рис. 3: два варианта на-
писания символа «Y » могли конкурировать до того момента, когда количество
символов «Y », написанных курсивом, заметно убавилось.



110 Д.В. Постарнак, В.А. Шапцев. К реализации модифицированной...

Рис. 4. Продолжение прохода по листьям

Рис. 5. Параллельное следование от корня
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Если один из ведомых процессоров «входит» в дерево, то можно продолжить
проход по листьям в том же направлении другими процессорами (рис. 4).

При встрече идущих по листьям процессоров некоторые из них могут осво-
бодиться. Из освободившихся процессоров можно сформировать новую группу
«ведущий — два ведомых» или «ведущий — ведомый», или вообще один ве-
дущий, лишь бы процессоры не простаивали (рис. 5).

Заключение

Выше представлен вариант эффективного (в смысле ускорения вычисле-
ний) распределения производительности между процессорами при выполнении
распознавания образов методом выбора направления. Приведённая методика
сохраняет эффективность системы при частичном выходе из строя вычисли-
тельных компонентов, то есть система может менять число используемых про-
цессоров (по мере их доступности) во время непрерывной работы. Производи-
тельность системы должна возрасти в число процессоров за минусом времени,
затраченного на управление распараллеливанием.
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