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Аннотация. В статье рассматривается моделирование геофизических по-
лей. Решение задач, связанных с изучением сверхдлиннопериодных процес-
сов, потребовало разработки новых методов моделирования и эксперимен-
тального анализа данных. Авторы предлагают использовать спектральный
метод решения систем дифференциальных уравнений, описывающих дина-
мику изменения вероятностей состояния марковского процесса в услови-
ях нестационарных вероятностей перехода. Утверждается, что марковские
процессы являются одной из важнейших моделей для реально протекаю-
щих процессов в природе, так как аппарат их достаточно хорошо разрабо-
тан. Использование спектрального метода для решения систем дифферен-
циальных уравнений даёт следующие преимущества: 1) однородное пред-
ставление для операций и процедур; 2) однородное представление одномер-
ных сигналов; и 3) возможность параметрирования среды. Особый интерес
вызывает тот ряд обстоятельств, который связан с ослаблением времен-
ных зависимостей моделей, которые в области операторных представлений
сводятся к простым параметрическим связям. Таким образом, достигается
не только возможность решения задач из более обширного класса, но и
возможность накопления информации. Работа может представлять интерес
для тех, кто занимается моделированием природных процессов.

Ключевые слова: моделирование геофизических полей, динамика измене-
ний, Марковские процессы, нестационарности, неупорядоченные вероятно-
сти, геологическая структура, статистические методы, структурное изме-
нение, сетка, случайные величины, дискретные переменные, метод интер-
поляции, стационарный случайный процесс, дискретное состояние, посто-
янная времени, предел преобразования.

Введение

Работа посвящена моделированию геофизических полей. На современном
этапе развития наук о Земле приходится иметь дело с множеством, содержа-
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щим огромное число неупорядоченных элементов. Практически описать все эти
элементы, относящиеся к разным областям знаний общей науки о Земле, ока-
зывается невозможным. Решение задач, связанных с изучением сверхдлиннопе-
риодных процессов также потребовало разработки новых методов моделирова-
ния и анализа экспериментальных данных. Авторы данной работы предлагают
использовать спектральный метод решения систем дифференциальных уравне-
ний, описывающих динамику изменения вероятностей состояния марковского
процесса в условиях нестационарных вероятностей перехода. Авторы приводят
обоснование предлагаемой методики: марковские процессы являются одной из
важнейших моделей для реально протекающих процессов в природе; аппарат их
достаточно хорошо разработан и др. Практически все процессы моделирования,
в том или ином случае, носят случайный характер. Отличительной особенно-
стью марковских процессов является то, что в каждый конкретный момент вре-
мени дальнейший ход такого процесса обуславливается только его состоянием
в этот момент и не зависит от характера течения процесса в предшествовавшие
периоды. Для марковского процесса суждение (и модель) о будущем нисколько
не меняется в случае расширения или резкого изменения знаний относительно
предшествовавшего периода. Использование спектрального метода для решения
систем дифференциальных уравнений даёт следующие преимущества: 1) одно-
родное представление для операций и процедур; 2) однородное представление
одномерных сигналов; 3) возможность параметрирования среды. Особый инте-
рес вызывает тот ряд обстоятельств, который связан с ослаблением временных
зависимостей моделей, которые в области операторных представлений сводят-
ся к простым параметрическим связям. Таким образом, достигается не только
возможность решения задач из более обширного класса, но и возможность
накопления информации. Спектральный метод позволяет по линейным урав-
нениям записать явное выражение их решения в замкнутой форме, пользуясь
символикой матриц. Использование спектрального метода приводит к алгеб-
раической форме связей между характеристиками системы. Эти связи удобно
представить в матрично-операторной форме. Это позволяет получить выраже-
ние передаточных функций, выходных сигналов систем и их характеристик в
явном виде, проводить преобразование выражений, описывающих исследуемую
систему, в символической форме с целью их упрощения. И лишь на конечном
этапе исследования для нахождения количественных характеристик выполнять
вычисления на компьютере по матрично-операторным формулам с помощью
стандартных подпрограмм и справочного материала.

Теория

В развитии современной геологии наметилась характерная тенденция по-
следовательного перехода от детальных исследований статической структуры
различных оболочек Земли к изучению процессов, приводящих к эволюции
различных геофизических полей и характеризующихся большими временными
масштабами. Развитию временного аспекта в проблематике геофизических ис-
следований во многом способствовало создание академиком М.А. Садовским
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новой модели геофизической среды, рассматривающей среду как дискретную
иерархическую систему блоков и отдельностей, с энергообменом между послед-
ними, существенными проявлениями нелинейных свойств, в частности времен-
ной изменчивостью характеристик [1]. В общем случае сложные объекты раз-
личной природы можно рассматривать в этих задачах, как дискретную систему
с большим числом взаимодействующих элементов. Реакция такой системы на
внешнее воздействие представляется в виде совокупности нескольких фаз [1]:

1) накопление дополнительных напряжений в системе за счёт энергии внеш-
него воздействия;

2) высвобождение некоторой части дополнительных напряжений системы
непосредственно после прекращения воздействия;

3) перестройка напряжений в системе без высвобождения энергии в виде
колебаний, которая продолжается в течение некоторого времени, определяемого
свойствами системы и её взаимодействиями;

4) самопроизвольные колебания, которые управляют системой таким обра-
зом, что она переходит в устойчивое энергетическое состояние с высвобожде-
нием максимально возможной запасённой энергии.

Внешнее воздействие на дискретную систему заключается, в конечном счё-
те, в передаче энергии воздействия её элементам и перестройке внутренних
напряжений, что приводит к изменениям её внутренней структуры и энергети-
ческого состояния. Значительная часть энергии внешнего воздействия остаётся
в дискретной системе в виде запасённой энергии после снятия внешнего воз-
действия и определяет последующие динамические процессы взаимодействия
её структурных элементов с высвобождением запасённой энергии и вторич-
ными нелинейными эффектами реакции системы на внешнее воздействие. На
базе этих представлений за последние годы удалось получить целый ряд важ-
ных фундаментальных результатов по характеристикам сверхдлиннопериодных
деформационных процессов. К числу таких явлений относятся изменения во
времени характеристик гидрогеодинамических процессов. Для характеристик
поля деформаций и других геофизических полей в земной коре установлен
волновой или колебательный характер изменения с продолжительными времен-
ными циклами или масштабами, насчитывающими от нескольких лет и более.
Решение задач, связанных с изучением сверхдлиннопериодных деформацион-
ных процессов потребовало разработки новых методов наблюдений и анализа
экспериментальных данных.

Анализ динамических процессов, происходящих в геофизической среде под
воздействием различных полей, может производиться на основе многообразных
математических моделей. Если речь идёт о создании моделей геологических
структур с развивающимися во времени процессами, то для описания таких
процессов необходим математический аппарат адекватный этому классу про-
цессов. Многие характеристические особенности процессов, происходящих в
геологических средах, можно отнести к особенностям класса стационарных си-
стем. Здесь под классом стационарных систем подразумеваются системы с по-
стоянными во времени параметрами и структурой. В этом случае применяются
модели прямого типа, основанные на статистических методах: регрессионный,
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факторный анализ, метод группового учёта аргументов и т.д. В случае рассмот-
рения динамических процессов привлекаются дифференциальные уравнения с
постоянными коэффициентами. Существует, однако, класс задач, для которо-
го эти методы являются малопригодными. Эти задачи связаны с проявлением
явной временной и структурной нестационарности. В частности оказывается,
что изменение параметров геологической среды во времени может приводить
к изменению её структуры, что приводит к неприменимости математического
аппарата, предназначенного для описания систем с постоянными параметрами
и структурой.

Типичным примером таких систем являются геологические системы, ис-
пытывающие на себе воздействие техногенных факторов и эндогенных гео-
логических процессов. Примером первого типа процессов являются процессы,
возникающие при разработках газовых и нефтяных месторождений. Специа-
листам хорошо известны последствия бурения скважин, приводящие к ката-
строфическим изменениям структуры водоносных и нефтяных пластов. Второй
тип процессов можно наблюдать в рамках систем, подверженных эндогенным
геологическим процессам. Это размыв береговой линии рек, процессы ветровой
эрозии и другие проявления структурно-параметрической неустойчивости.

Медленное развитие таких геологических систем и явлений на фоне уста-
новившегося стационарного режима смены внешних воздействий может рез-
ко измениться при малейшем вмешательстве со стороны человека. В таком
случае процесс развития легко переходит в катастрофическую стадию и, как
следствие, меняет свои параметры. Уже в начальной стадии зарождения все
применяемые методы описания, ориентирующиеся на стационарность, теряют
адекватность процессу и становятся непригодными для описания явлений. Для
сохранения адекватности модели тому процессу, который она описывает, прихо-
дится менять математическую основу представления основных звеньев модели.
Смена математической основы порождает ряд вопросов, без разрешения кото-
рых дальнейшее развитие процесса моделирования становится невозможным.

Одним из таких вопросов является вопрос об уровне согласованности ма-
тематического, алгоритмического и программного обеспечения процессов моде-
лирования и представления данных. При внимательном рассмотрении задачи
моделирования процесса разработки и эксплуатации нефтяного или газового
месторождения оказывается, что все данные, необходимые даже на начальной
стадии моделирования или проектирования, представлены в очень разнообраз-
ной форме и требуют не менее разнообразных структур для своего представ-
ления. Многообразие структур данных порождается не только природой их
возникновения, но возможностями их комплексного представления, хранения и
обработки. Основой для решения всего комплекса затронутых вопросов может
служить правильно подобранный математический аппарат, адекватный природе
описываемых геологических процессов, с одной стороны, и обеспечивающий
однородную процедуру моделирования процессов и представления данных – с
другой.

С нашей точки зрения таким математическим аппаратом может быть при-
кладной функциональный анализ. На его основе возможно построение систем
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моделирования, обладающих достаточно общими или универсальными свой-
ствами в области создания теоретических моделей, их алгоритмического и про-
граммного обеспечения. Столь широкая универсальность предложенного под-
хода базируется на том, что на основе методов, порождаемых в рамках функци-
онального анализа, можно вести описание не только самого процесса модели-
рования, но и процессов обработки данных. При этом все описания допускают
операторное представление. В свою очередь операторная форма представления
структур, алгоритмов и процедур обработки данных в значительной степени
повышает гибкость процесса моделирования. Более того, за счёт однородности
представления звеньев моделей в виде матричных структур, а сигналов в виде
векторов достигается надёжность и универсальность процедур моделирования
систем, допускающих блочное описание в виде последовательно-параллельных
структурных схем.

Наиболее интересными примерами реализации рассматриваемого подхода
являются такие методы как спектральный метод расчёта нестационарных си-
стем [2], интерполяционный метод [3], метод изображающих векторов [4]. Все
из указанных методов легко интерпретируют процессы обработки данных в ста-
ционарном и нестационарном случаях. Более того, возможно их использование
для описания операций над дискретными переменными.

В рамках спектрального и сопутствующих ему методов возможна не толь-
ко строго детерминированная постановка задачи, но допускается использова-
ние случайных величин. Это обстоятельство позволяет учитывать потребности
практиков, когда речь идёт об учёте случайных факторов и процессов, разви-
вающихся на фоне строго определённых закономерностей.

Решение ряда задач для случайных процессов любого вида представляет
большие трудности. Однако удаётся получить сравнительно простые методы
расчёта, если отказаться от рассмотрения случайных процессов общего вида
и ограничиться только процессами, обладающими некоторыми специальными
свойствами, и тем не менее имеющими непосредственный практический ин-
терес. Такими процессами и являются марковские [4]. Марковские процессы
являются одной из важнейших моделей для реально протекающих процессов в
природе, и аппарат их достаточно хорошо разработан.

Случайный процесс, протекающий в системе S является марковским, если
он обладает следующим свойством: вероятность того, что система окажется
в некотором Sj, в некоторый момент времени tl зависит только от того, в
каком состоянии находилась система в предыдущий момент времени tl−1 и
не зависит от эволюции системы до момента времени tl−1. Другими словами
в марковском случайном процессе, будущее развитие его зависит только от
настоящего состояния системы и не зависит от «предыстории» процесса [5].

Пусть дана физическая система S, которая может находиться в состояниях:

S1, S2, ..., Sn,

причём переходы системы из состояния в состояние возможны только в момен-
ты времени:

t1, t2, ...., tk.
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Случайный процесс будет марковским, если для каждого момента времени ве-
роятность перехода из любого состояния Si в любое состояние Sj не зависит
от того, когда и как система пришла в состояние Si. Марковские процессы
описываются с помощью так называемых вероятностей состояний. Пусть в
любой момент времени (после любого k-го шага) система S может быть в одном
из состояний:

S1, S2, ..., Sn,

т.е. осуществится одно из полной группы несовместных событий:

S
(k)
1 , S

(k)
2 , ..., S(k)

n .

Обозначим вероятности этих событий:
p1(1) = P (S

(1)
1 ), p2(1) = P (S

(1)
2 ), ..., pn(1) = P (S

(1)
n ) — вероятности после пер-

вого шага;
p1(2) = P (S

(2)
1 ), p2(2) = P (S

(2)
2 ), ..., pn(2) = P (S

(2)
n ) — вероятности после вто-

рого шага;
и вообще после k-го шага:

p1(k) = P (S
(k)
1 ), p2(k) = P (S

(k)
2 ), ..., pn(k) = P (S(k)

n ).

Легко видеть, что для каждого номера шага k

p1(k) + p2(k)+, ...,+pn(k) = 1.

Вероятности p1(k), p2(k), ..., pn(k) — называются вероятностями состоянии. Для
любого шага (момента времени t1, t2, ..., tk или номера 1, 2, ..., k, ...) существуют
какие-то вероятности перехода системы из состояния в состояние (некоторые
из них могут быть равны нулю, если непосредственный переход за один шаг
невозможен). Такие вероятности называются переходными вероятностями. Ес-
ли обозначить Pij вероятность перехода системы за один шаг из состояния
Si в состояние Sj, а Pii вероятность задержки системы в состоянии Si, то
переходные вероятности Pij можно записать в виде прямоугольной матрицы:

‖Pij‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
P11 P12 P1j P1n

P21 P22 P2j P2n

Pi1 Pi2 Pij Pin

Pn1 Pn1 Pnj Pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Некоторые из переходных вероятностей Pij могут быть равны нулю: это
означает, что за один шаг переход из i-го состояние в j-e невозможен. По
главной диагонали матрицы переходных вероятностей стоят вероятности Pii
того, что система не выйдет из состояния Si, а останется в нем.

Набор вероятностей

Q = {q0(1), q0(2), ..., q0(s)}



Математические структуры и моделирование. 2014. №4(32) 65

называют начальным распределением, которое определяет состояние системы
в начальный момент времени (т.е. при t = 0). Марковские процессы полно-
стью задаются матрицей переходных вероятностей Pij за один шаг и вектором
начальных значений

Q = {q0(1), q0(2), ..., q0(s)} .

На практике значительно чаще встречаются ситуации, когда переходы си-
стемы из состояния в состояние происходят не в фиксированные моменты вре-
мени, а в случайные моменты времени, которые заранее указать невозможно.
Для описания таких процессов в ряде случаев может быть с успехом приме-
нена схема марковского случайного процесса с дискретными состояниями и
непрерывным временем. Вероятности состояний удовлетворяют определённым
дифференциальным уравнениям, так называемым уравнениям Колмогорова [5]:

dPij(t)

dt
=
∑

Pik(t)fkj, i, j = 1, 2, ...

— прямая система дифференциальных уравнений,

dPij(τ)

dτ
=
∑

fikPkj(t), i, j = 1, 2, ...

— обратная система дифференциальных уравнений; fij — плотность вероятно-
стей перехода.

Решая эти системы уравнений, получают вероятности состояний
p1(t), p2(t), ..., pN(t) как функции времени. Начальные условия устанавливают-
ся из физических соображений в зависимости от того, какое было начальное
состояние системы (т.е. t = 0).

Как уже было замечено выше, если случайный процесс является марков-
ским, то ряд задач решается сравнительно просто. Однако для того, чтобы
теория марковских процессов была применима на практике, необходимо следу-
ющее: 1) убедиться, что данный реальный процесс является марковским; 2) по-
казать способ решения уравнений Колмогорова. В данной работе предлагается
для этой цели использовать спектральный метод.

dP

dt
=


P11(t) P12(t) ... P1N(t)

P21(t) ... ... P2N(t)

.... ..... ..... ....

PN1(t) ... .... PNN(t)



p1(t)

p2(t)

......

pN(t)

 ,

p1(t) =
∞∑
0

π1iΨi(t)→



π10

π11

....

....

π1N−1


= π̄1 = S

Ψ
(p1(t)),
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p2(t) =
∞∑
0

π2iΨi(t)→



π20

π21

....

....

π2N−1


= π̄2 = S

Ψ
(p2(t)),

p3(t) =
∞∑
0

π3iΨi(t)→



π30

π31

....

....

π3N−1


= π̄3 = S

Ψ
(p3(t)),

d

dt
P → Dπ̄n,


D 0 0

0 D 0

0 0 D



π̄1

π̄2

π̄3

+


η1

η2

η3

 =


p11(t)A(t, t)

pp

..... .....

.... ...... ......

..... ..... pnn(t)A(t, t)
pp

 .
В качестве примера применения спектрального метода к моделированию

случайных процессов рассмотрим решение системы дифференциальных урав-
нений, описывающих динамику изменения вероятностей состояния марковского
процесса в условиях нестационарных вероятностей переходов.

Решение системы линейных дифференциальных уравнений спектральным
методом

~Dπ + η = PA(t, t)
pp

π,

Блочно-матричная форма [
~D − PA(t, t)

pp

]
π = η,

π =

[
~D − PA(t, t)

pp

]−1

η =


π̄1

π̄2

π̄3

 .
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Заключение

Анализ динамических процессов, происходящих в геофизической среде под
воздействием различных полей, может производиться на основе многообразных
математических моделей. Динамические модели с постоянными параметрами
часто допускают получение решений в явном виде. Наличие таких возможно-
стей позволяет проследить на аналитическом уровне влияние тех параметров и
характеристик, которые определяют природу и развитие процессов во времени.
Однако попытка учесть изменение параметров геологической среды, изменяю-
щихся во времени даже в линейном случае, приводит к усложнению выкла-
док. Если в стационарных случаях применимы методы на основе интегральных
преобразований Лапласа, то для нестационарных во времени процессов обра-
щение к преобразованиям интегральной природы часто приводит к уравнениям
в свёртках. Это в значительной мере усложняет дальнейшую процедуру реше-
ния, делая её длительной и ненадёжной. Тем не менее, даже предположение
об изменении некоторых характеристик во времени оставляет многие задачи в
рамках класса линейных задач. При этом интегральные преобразования оста-
ются неприемлемыми, но можно указать класс методов, позволяющих полу-
чить аналитические зависимости, пригодные для описания процессов в целом.
Усложнение условий задачи приводит к некоторому усложнению математиче-
ского аппарата. В частности, становится необходимым переход от операцион-
ного исчисления к операторным методам общей природы.

При рассмотрении марковских процессов с изменяющимися во времени ве-
роятностями смены состояний можно указать конкретные методы исследова-
ний: метод изображающих векторов и спектральный метод. Оба метода ориен-
тированы на исследование ортогональных функциональных базисов в простран-
стве функций с ограниченной энергией, что соответствует физичности получа-
емых результатов с одной стороны и способствует появлению специального
операторного выражения, описывающего геологические явления на конечном
промежутке времени. Природа получаемых соотношений такова, что в каче-
стве носителя информации о процессе используются матричные представле-
ния линейных операторов. В этих случаях становится возможным привлечение
численно-аналитических процедур моделирования, допускающих реализацию
на уровне современных компьютерных программ. Использование спектрально-
го метода для решения систем дифференциальных уравнений даёт следующие
преимущества:

1. Однородное представление для операций и процедур.
2. Однородное представление одномерных сигналов.
3. Возможность параметрирования структуры.
Особый интерес вызывает тот ряд обстоятельств, который связан с ослабле-

нием временных зависимостей моделей, которые в области операторных пред-
ставлений сводятся к простым параметрическим связям. Таким образом дости-
гается не только возможность решения задач из более обширного класса, но и
возможность накопления информации, что особенно важно для геологических
приложений.
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Abstract. The paper discusses the geophysical field simulation. Solution to the prob-
lems concerning the study of super long-period processes required the development
of new methods of experimental data simulation and analysis. The authors propose
the use of the spectral method to solve differential equations to describe the time
history of condition probabilities of Markovian processes under unstationary prob-
abilities of transformations. It is stated that Markovian processes are regarded as
the major models for real processes in nature since their mechanism is considered
to be a reliable one. The use of the spectral method to solve the systems of dif-
ferential equations has the following advantages: 1. Uniform notion for operations
and procedures. 2. Uniform notion for one-dimensional signal and the possibility to
parametrize the structure. The number of circumstances related to the weakening of
the temporary dependences of the models, which in the sphere of operator expressions
come to the simple parametrical bonds are of a particular interest. The suggested
method allows to solve more general tasks and to accumulate information crucial for
geological supplements. The paper might be of interest for those who deal with the
simulations of natural processes.
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