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МОДЕЛЬ С НЕПРЕРЫВНЫМ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ
ВРЕМЕНИ ДЛЯ ЗАДАЧИ СОСТАВЛЕНИЯ РАСПИСАНИЙ

С ГРУППИРОВКОЙ МАШИН ПО ТЕХНОЛОГИЯМ

Ю.В. Коваленко

Рассматривается задача составления расписаний многопродуктового про-
изводства. Особенностью постановки является то, что каждый продукт
имеет несколько технологий производства, при выполнении которых ис-
пользуется сразу несколько машин, работающих одновременно. Если ма-
шина переключается с одной технологии на другую, то необходимо выпол-
нять переналадку. Построены модели частично целочисленного линейного
программирования для задачи в общей постановке и для случая, когда
длительности переналадки удовлетворяют неравенству треугольника. Для
сравнения предложенных моделей проведены численные эксперименты на
построенных случайным образом тестовых примерах.

Введение

Большое практическое значение имеют задачи составления расписаний для
производства, где в процессе выполнения операций на имеющемся множестве
машин происходит получение одних веществ из других. Вещества подразделя-
ются на сырье, промежуточные и окончательные продукты. Различают задачи с
прерываниями и без прерываний. В задачах с прерываниями каждая операция
может быть прервана и возобновлена позднее (см., например, [1, 4]), а в зада-
чах без прерываний — не допускаются прерывания выполнения операций (см.,
например, [6, 10]). Продукты могут производиться либо непрерывно [14, 17],
либо партиями [7,13]. Кроме того, необходимо учитывать погрузку, хранение и
транспортировку продуктов, переналадку машин и т. д.

Ряд работ (см., например, [4, 9, 11, 12, 16, 19]) отличается тем, что в них
рассматриваются не отдельные операции, а технологии, представляющие со-
бой набор операций, в результате действия которых может быть получен тот
или иной продукт. Для выполнения технологии необходимо наличие некоторой
совокупности машин, работающих одновременно или последовательно друг за
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другом. Каждый продукт может быть произведён одной или более технология-
ми.

В настоящей статье рассматривается задача составления расписаний с груп-
пировкой машин по технологиям, возникающая, например, при производстве
пластмасс и представляющая собой частный случай задачи, предложенной
в [11]. Здесь в качестве операций рассматриваются химические реакции. Осо-
бенностью постановки является то, что каждый продукт имеет несколько тех-
нологий производства, при выполнении которых используется сразу несколько
машин, работающих одновременно (в [4, 9, 12, 16] такие технологии называют-
ся многопроцессорными работами). Если машина переключается с одной тех-
нологии на другую, то необходимо выполнять переналадку. В соответствии
с известной нотацией [3, 7, 16] рассматриваемая задача обозначается через
P |seti, sluq|Cmax, если прерывание выполнения технологий не допускается, и
P |seti, pmtn, sluq|Cmax — в противном случае.

В [3,5, 9, 12,16,18] проводится анализ сложности задач составления распи-
саний с группировкой машин по технологиям, в которых длительности перена-
ладок машин равны нулю. В задачах составления производственных расписа-
ний [2, 7] рассматриваются технологии, задействующие при своём выполнении
только одну машину, но уже при наличии переналадок. В [11] технологии
рассматриваются при обсуждении постановки задачи, однако в модели они в
явном виде не представлены. Такой подход приводит к моделям частично це-
лочисленного линейного программирования достаточно большой размерности,
для решения которых применяется метод декомпозиции [11,13,14].

В настоящей работе предложены модели частично целочисленного линейно-
го программирования (ЧЦЛП) для задач теории расписаний P |seti, sluq|Cmax и
P |seti, pmtn, sluq|Cmax в общей постановке и для случая, когда длительности
переналадки удовлетворяют неравенству треугольника. Построенные модели
учитывают технологии в явном виде и имеют меньшее число переменных и
ограничений, чем модель [11] в применении к исследуемой задаче.

Модель, сформулированная для случая выполненного неравенства треуголь-
ника, является более предпочтительной при использовании методов оптимиза-
ции, основанных на ЛП-релаксации, что подтверждается численными экспери-
ментами на сгенерированных случайным образом тестовых примерах.

1. Постановка задачи

Рассмотрим предприятие, выпускающее k различных продуктов. Требуемый
объем производства продукта i, i = 1, . . . , k обозначим через Vi ∈ R+ (здесь и
далее R+ — множество положительных вещественных чисел). Пусть m — число
машин, которые могут использоваться при выпуске продукции.

Для каждого продукта i, i = 1, . . . , k указана одна или более технологий его
производства. Пусть U — множество технологий, каждая из которых характери-
зуется набором одновременно занимаемых машин Mu ⊆ {1, . . . ,m}, u ∈ U, т.е.
если производится продукт i по технологии u, то одновременно задействованы
все машины, относящиеся к данной технологии. В любой момент каждая маши-
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на не может быть задействована более чем в одной технологии. Обозначим |U |
через d.

Пусть Ui ⊆ U — множество технологий по производству продукта i,
i = 1, . . . , k, для каждой из которых задан объем au ∈ R+ выпуска данного про-
дукта в единицу времени, u ∈ Ui. Предполагается, что для выпуска продукта i
может быть использовано несколько технологий из множества Ui, i = 1, . . . , k.
В соответствии с терминологией [8, 16] допускается перемещение (migration)
по технологиям при выпуске продукта.

Для машины l заданы длительности переналадки этой машины с техно-
логии u на технологию q, обозначенные через sluq ∈ R+ для всех u, q ∈ Kl,
где Kl = {u ∈ U : l ∈Mu} — множество технологий, использующих машину l,
l = 1, . . . ,m (здесь R+ — множество неотрицательных вещественных чисел).

Для каждого продукта i, i = 1, . . . , k необходимо определить, какие тех-
нологии u ∈ Ui будут использоваться для его производства, и для выбранных
технологий составить расписание их выполнения с учётом переналадок машин
и невозможности одновременного использования одной машины в различных
технологиях таким образом, чтобы общее время окончания производства всех
продуктов Cmax в объёмах V1, . . . , Vk было минимально. Задача рассматрива-
ется в двух вариантах: с возможностью прерываний выполнения технологий
(P |seti, pmtn, sluq|Cmax) и без неё (P |seti, sluq|Cmax). Ввиду возможности пе-
ремещения по технологиям при выпуске продукта в центральное поле обозна-
чения задач следовало бы добавить символ ”var” [8], но для компактности
изложения этот символ опускается.

На практике достаточно часто встречаются задачи составления производ-
ственных расписаний, где длительности переналадки удовлетворяют неравен-
ству треугольника:

sluq + slqp > slup, l = 1, . . . ,m, u, q, p ∈ Kl. (1)

Обозначим этот частный случай через P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax, если до-
пускается прерывание выполнения технологий, и P |seti, ∆sluq|Cmax, если не
допускается. Указанные задачи являются NP-трудными в сильном смысле, так
как в частном случае при m = 1 к ним сводится метрическая задача о кратчай-
шем гамильтоновом пути, являющаяся NP-трудной в сильном смысле [15].

2. Модель частично целочисленного линейного програм-
мирования для общего случая

Известно множество подходов к формулированию задач построения произ-
водственных расписаний в виде моделей ЧЦЛП с учётом сложных связей меж-
ду технологиями, продуктами и машинами [2,11,13,14,19]. Учитывая структу-
ру рассматриваемой задачи, можно предложить модель, основанную на тех же
принципах, что и в [2,11,13].

Определим понятие точки событий, аналогичное введённому в [13]. Точка
событий — это группа переменных задачи, которые задают некоторый набор
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технологий и моменты начала и окончания выполнения технологий из этого
набора. В одной точке событий каждая машина может быть задействована не
более чем в одной технологии. Множество точек событий обозначим через
N = {1, . . . , nmax}, где параметр nmax выбирается достаточно большим на основе
априорных оценок или вычислительных экспериментов.

Основными переменными для построения модели будут булевы перемен-
ные wun такие, что wun = 1, если технология u выполняется в точке событий n,
и wun = 0 иначе. Кроме того, введём вещественные переменные, которые в
случае, если технология u выполняется в точке событий n, имеют следую-
щий смысл: T sun — время начала выполнения технологии u в точке событий n,
T fun — время завершения выполнения технологии u в точке событий n. Пере-
менная Cmax соответствует моменту завершения производства всех продуктов.

Введем следующие обозначения:
I — множество продуктов, |I| = k;
M — множество машин, |M | = m;

H =
∑
i∈I

max
u∈Ui

{
Vi
au

}
+ (k− 1) · max

l∈M, u,q∈Kl
{sluq} — оценка сверху длины расписания.

Времени H заведомо достаточно для выпуска всех продуктов.
Тогда модель ЧЦЛП для задачи P |seti, pmtn, sluq|Cmax может быть записана

следующим образом:
Cmax → min, (2)

T fun 6 Cmax, u ∈ U, n ∈ N, (3)∑
u∈Kl

wun 6 1, l ∈M, n ∈ N, (4)

T sun > T fqñ + slqu −H · (2− wun − wqñ +
∑
q′∈Kl

∑
ñ<n′<n

wq′n′), (5)

l ∈M, u, q ∈ Kl, n, ñ ∈ N, n 6= 1, ñ < n,

T fun > T sun, u ∈ U, n ∈ N, (6)

T fun − T sun 6 wun ·max
q∈Ui

{
Vi
aq

}
, i ∈ I, u ∈ Ui, n ∈ N, (7)∑

n∈N

∑
u∈Ui

au · (T fun − T sun) > Vi, i ∈ I, (8)

T sun > 0, u ∈ U, n ∈ N, (9)

wun ∈ {0, 1}, u ∈ U, n ∈ N. (10)

Целевая функция (2) и неравенство (3) задают критерий минимизации мо-
мента окончания производства всех продуктов. Ограничение (4) выражает тот
факт, что в каждой точке событий машина l используется не более чем в одной
технологии, ограничение (5) — что время начала технологии u на машине l
должно быть не меньше, чем время окончания предыдущей технологии на той
же машине плюс длительность переналадки. Условие (6) гарантирует неотри-
цательность длительности технологий. Если технология u в точке событий n не
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выполняется, то её длительность должна быть равна нулю, что обеспечивается
неравенством (7). Ограничение (8) гарантирует выпуск продукции в заданном
объёме. Условия (9) – (10) описывают область определения переменных.

Модель ЧЦЛП для задачи P |seti, sluq|Cmax может быть получена путём
добавления к ограничениям (2) – (10) неравенства∑

n∈N

wun 6 1, u ∈ U, (11)

гарантирующего непрерывность выполнения каждой технологии.

3. Модель частично целочисленного линейного програм-
мирования для случая выполненного неравенства тре-
угольника

На практике достаточно часто возникают задачи составления производ-
ственных расписаний, в которых длительности переналадки удовлетворяют
неравенству треугольника (1). Поэтому имеет смысл сформулировать модели
ЧЦЛП для задач P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax и P |seti, ∆sluq|Cmax. Предлагае-
мые модели представляются более предпочтительными, так как в них удаётся
исключить неравенство (5), которое усложняет процесс поиска оптимального
решения для методов оптимизации, основанных на ЛП-релаксации.

С использованием введённых ранее обозначений модель ЧЦЛП для задачи
P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax может быть записана следующим образом:

Cmax → min, (12)

T fun 6 Cmax, u ∈ U, n ∈ N, (13)∑
u∈Kl

wun 6 1, l ∈M, n ∈ N, (14)

T su,n+1 > T fun, u ∈ U, n ∈ N, n 6= nmax, (15)

T su,n+1 > T fqn + slqu · wu,n+1 −H · (1− wu,n+1), (16)

l ∈M, u, q ∈ Kl, u 6= q, n ∈ N, n 6= nmax,

T sun > −H · (1− wun), u ∈ U, n ∈ N, (17)

T fun > T sun, u ∈ U, n ∈ N, (18)

T fun − T sun 6 wun ·max
q∈Ui

{
Vi
aq

}
, i ∈ I, u ∈ Ui, n ∈ N, (19)∑

n∈N

∑
u∈Ui

au · (T fun − T sun) > Vi, i ∈ I, (20)

wun ∈ {0, 1}, u ∈ U, n ∈ N. (21)
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Ограничения (12) – (14) и (18) – (21) имеют тот же смысл, что и в преды-
дущей модели. Условие (15) выражает то, что время начала выполнения техно-
логии u в точке событий n+1 должно быть не меньше, чем время окончания её
выполнения в точке событий n. Неравенство (16) говорит о том, что время на-
чала технологии u на машине l должно быть не меньше, чем время окончания
предыдущей технологии на той же машине плюс длительность переналадки.
Однако, если технология u является первой на машине l, то длительность
переналадки на неё учитывать не нужно. Это обеспечивается благодаря тому,
что переменные T sqn во всех предшествующих точках событий могут принимать
отрицательные значения. Если же технология u имеет место в точке событий n,
то время начала её выполнения должно быть неотрицательным, что обеспечи-
вается условием (17).

Необходимо отметить, что ограничение (16) будет гарантировать получение
оптимального решения задачи P |seti, pmtn, sluq|Cmax, только если длительно-
сти переналадки удовлетворяют неравенству треугольника.

Модель ЧЦЛП для задачи P |seti, ∆sluq|Cmax может быть получена путём
добавления к ограничениям (12) – (21) неравенства (11).

4. Вычислительный эксперимент

Для оценки применимости моделей, предложенных для случая выполнен-
ного неравенства треугольника, проведён вычислительный эксперимент на по-
строенных случайным образом задачах трёх серий S1, S2 и S3.

Модели (2) – (10) и (12) – (21) ((2) – (11) и (11) – (21)) были записа-
ны в системе моделирования GAMS 23.2 и задача P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax

(P |seti, ∆sluq|Cmax) решалась с помощью универсального пакета CPLEX 12.1.
При этом использовался метод ветвей и границ с отсечениями, настройки ко-
торого были выбраны по умолчанию. Тестирование проводилось на ЭВМ Intel
Core2 Duo CPU E7200 2.54 ГГц, оперативная память 2 Гб.

При генерации тестовых задач для каждой технологии u ∈ U число ма-
шин |Mu| ∈ {1, . . . ,m} выбиралось случайно, а затем машины назначались
на данную технологию равновероятно без повторений. Числовые значения
для всех тестовых задач генерировались случайным образом с равномерным
распределением из следующих множеств: Vi ∈ [1, Vmax]; |Ui| ∈ {1, . . . , Umax};
au ∈ [1, Vi

2
], где i такое, что u ∈ Ui; sluq ∈ [0, smax]. В табл. 1 приведены вы-

бранные значения параметров для каждой серии.

Таблица 1. Параметры серий

серия число задач k m Umax Vmax smax nmax

S1 10 4 4 3 10 5 5
S2 10 5 7 5 12 7 6
S3 10 8 10 5 15 9 8
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Для проведения вычислительного эксперимента было установлено макси-
мальное время, равное 7200 сек. CPLEX может решать за указанное время
один тестовый пример.

В табл. 2, 3 и 4 представлены результаты вычислительного эксперимента для
задачи P |seti, pmtn, ∆sluq|Cmax. Здесь используются следующие обозначения:
Nvar — число переменных в моделях (2) – (10) и (12) – (21);
Neqv — число уравнений в модели (2) – (10);
Neqv∆

— число уравнений в модели (12) – (21);
C — значение целевой функции, полученное при решении задачи (2) – (10)
пакетом CPLEX;
C∆ – значение целевой функции, полученное при решении задачи (12) – (21)
пакетом CPLEX;
t — время работы CPLEX в сек. при решении задачи (2) – (10);
t∆ — время работы CPLEX в сек. при решении задачи (12) – (21).

Таблица 2. Сравнение моделей на задачах серии S1

задача Nvar Neqv Neqv∆
C C∆ t t∆

1 121 834 432 15.5691 15.5691 39.14 16.52
2 151 1434 688 15.4431 15.4431 48.37 11.08
3 121 1054 504 17.5173 17.5173 17.26 6.96
4 106 589 328 11.1378 11.1378 3.39 0.79
5 121 924 464 16.2939 16.2939 6.73 2.88
6 91 444 256 13.4058 13.4058 1.44 0.53
7 106 359 248 7.8721 7.8721 0.7 0.33
8 121 974 488 20.3919 20.3919 9.45 4.57
9 106 649 344 11.8913 11.8913 7.61 3.19
10 121 854 440 21.7056 21.7056 54.2 26.47

Таблица 3. Сравнение моделей на задачах серии S2

задача Nvar Neqv Neqv∆
C C∆ t t∆

1 235 3656 1374 24.6338 24.6338 420 115.9
2 235 4541 1624 33.194 33.194 693.5 43.5
3 253 5654 2003 41.8958 41.8958 400 180.4
4 325 7826 2769 14.8397 14.8397 720.5 321.3
5 235 5441 1904 37.3962 37.3962 69.3 11.1
6 343 9479 3318 20.8407 20.8407 907.1 434.3
7 343 7409 2668 16.2408 16.2408 520.2 209.8
8 271 3917 1482 13.6062 13.6062 1111 494
9 235 3881 1434 34.9472 34.9472 194.9 43.7
10 199 2855 1066 48.6371 48.6371 43.8 20.9
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Таблица 4. Сравнение моделей на задачах серии S3

задача Nvar Neqv Neqv∆
C C∆ t t∆

1 505 16048 4281 21.985 21.985 4327 3456
2 649 36912 9415 17.3601 17.3601 6257 2199
3 577 30120 7688 26.4992 26.4992 6887 4398
4 625 40948 10356 31.5768 31.5768 5434 5199
5 529 32508 8198 41.6226∗ 36.5283 7200 6589
6 601 35856 9085 29.2432∗ 25.8131 7200 3199
7 481 23752 6048 30.1493 30.1493 7200 2245
8 529 25844 6616 40.488∗ 39.6324 7200 5321
9 505 22096 5695 28.3952∗ 27.8647 7200 4567
10 529 25676 6574 31.7315 31.7315 7200 3199

Из табл. 2, 3 и 4 видно, что модель (12) – (21) содержит меньшее число
ограничений, чем модель (2) – (10). Кроме того, в среднем на сериях S1 и S2
пакет CPLEX решает тестовые примеры, записанные в модели (12) – (21), более
чем в два раза быстрее, чем при их записи в модели (2) – (10). На серии S3
при решении пакетом CPLEX задач 5 – 10, записанных в модели (2) – (10),
за установленное время удается найти только допустимые решения, которые не
всегда являются оптимальными (отмечены ’∗’). Аналогичные результаты имеют
место для задачи P |seti, ∆sluq|Cmax.

Таким образом, если в задаче составления расписаний с группировкой ма-
шин по технологиям длительности переналадки удовлетворяют неравенству
треугольника, то при её решении лучше использовать модель (12) – (21) при
условии, что допускаются прерывания выполнения технологий, и модель (11) –
(21) — в противном случае, так как данные модели имеют меньшее число огра-
ничений и являются менее сложными для методов оптимизации, основанных на
ЛП - релаксации (в том числе для пакета CPLEX).

5. Заключение

Рассмотрена задача составления расписаний многопродуктового производ-
ства. Особенностью данной задачи является то, что каждый продукт может
производиться по нескольким технологиям, каждая из которых характеризуется
набором одновременно занимаемых машин. Построены модели ЧЦЛП для
задачи в общей постановке и для случая, когда длительности переналадки
удовлетворяют неравенству треугольника. С помощью вычислительного
эксперимента показано, что вторая модель является более предпочтительной
для методов оптимизации, основанных на ЛП-релаксации.

Автор благодарит А.В. Еремеева за предложенную постановку задачи.
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