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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àë-

ãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë, ïðåäëîæåíà èõ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëè-

çàöèÿ â ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ïàìÿòüþ. Ïîëó÷åíû ñðàâíèòåëüíûå

îöåíêè äëÿ êàæäîãî ìåòîäà íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ.

Ñäåëàíû îáùèå âûâîäû îá ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ.

Ââåäåíèå

Íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû àñèììåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ, òà-
êèå êàê RSA, èñïîëüçóþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè â êà÷åñòâå
îñíîâû ñâîåé êðèïòîñòîéêîñòè. Åñëè äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî êâàíòîâîãî êîìïüþ-
òåðà àëãîðèòì, îñóùåñòâëÿþùèé ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, óæå ðàçðàáîòàí, òî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîâîãî äëÿ
êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. À çíà÷èò, óñêîðåíèå ñóùåñòâó-
þùèõ ìåòîäîâ ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷.
Êðîìå âñåâîçìîæíûõ äîðàáîòîê è óëó÷øåíèé ñàìèõ àëãîðèòìîâ íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì ñðåäñòâîì óñêîðåíèÿ èõ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ
è âûïîëíåíèå íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåë¼ííîé èëè îáùåé ïàìÿòüþ.

Ðàíåå K.A. Kanabar ïðîâîäèë äîñòàòî÷íî îáú¼ìíûå èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ
ðàñïðîñòðàí¼ííûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè, â òîì ÷èñëå àíàëèçèðîâàëèñü òà-
êèå, êàê ìåòîä Ôåðìà, ρ-ìåòîä Ïîëëàðäà, ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòî-
ðûå òàêæå áûëè èññëåäîâàíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Kanabar ïðåäëîæèë òàêóþ
ìåòîäèêó èçìåðåíèé, ïðè êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà ñ äâóìÿ áëèçêèìè ñîìíî-
æèòåëÿìè, òðåìÿ áëèçêèìè ñîìíîæèòåëÿìè èëè òðåìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñîìíî-
æèòåëÿìè. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçðÿäíîñòü èññëåäóåìûõ
÷èñåë. Â ðàáîòå òàêæå ïðèâåäåíû îáùèå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ áûñòðî-
äåéñòâèÿ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè, ñðåäè êîòîðûõ, êðîìå íàçâàííûõ âûøå,
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R.P. Brent â ñâîåé ðàáîòå [1] îáîáùèë ñïîñîáû ìîäèôèêàöèè è óëó÷øåíèÿ
ìíîãèõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè, à òàêæå ïðèâ¼ë íåñêîëüêî ðåêîìåíäàöèé ïî
÷àñòè÷íîé èëè ïîëíîé ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, ìíîãèå èç êîòî-
ðûõ áûëè èñïîëüçîâàíû íàìè â äàííîì èññëåäîâàíèè. Òàêæå áûëè ïðèâåäåíû
îöåíêè óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèìè
ïîñëåäîâàòåëüíûìè àíàëîãàìè è èõ ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå.

Öåëü ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ � ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû
ôàêòîðèçàöèè, îöåíèòü èõ ýôôåêòèâíîñòü, ñðàâíèâ è ñèñòåìàòèçèðîâàâ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü àëãîðèòìû è ðåçóëüòàòû îïèñàííûå
â [1�7].

1. Àëãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå ìåòîäû:

Ýêñïîíåíöèàëüíûå:

� ìåòîä Ôåðìà,

� ρ-ìåòîä Ïîëëàðäà,

� ìåòîä Ëåìàíà,

� ìåòîä Øåíêñà.

Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå:

� ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,

� ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà.

Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ ïðîèçâåäåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòüþ.

Äàëåå ñëåäóåò ïñåâäîêîä âûøåíàçâàííûõ ìåòîäîâ íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçû-
êå, ñîñòàâëåííûé íàìè íà îñíîâå ðåàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîäà, à òàêæå îïè-
ñàíû îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ.

1.1. Ìåòîä Ôåðìà

Íà âõîäå: íå÷¼òíîå ÷èñëî n
1: x← [

√
n]

2: y ← x2 − n
3: while isSquare (y) 6= true do
4: x← x+ 1
5: y ← x2 − n
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6: end while
7: s← x−√y
8: t← x+

√
y

9: if s 6= 1 and s 6= n then
10: return s, t
11: end if

Ôóíêöèÿ isSquare (. . . ) âîçâðàùàåò true, åñëè àðãóìåíò ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàä-
ðàòîì, è false èíà÷å.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî êàæäûé ïðîöåññ, ó÷àñòâó-
þùèé â ôàêòîðèçàöèè, îáðàáàòûâàåò ñâîè çíà÷åíèÿ â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ íà
÷èñëî x, ïðîâåðÿåò âñå óñëîâèÿ, îïèñàííûå â àëãîðèòìå, îïðåäåëÿÿ, íàéäåí
ëè íåòðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü. ×åðåç íåêîòîðûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ãëàâíûé
ïðîöåññ-êîîðäèíàòîð ¾îïðàøèâàåò¿ âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû íà ïðåäìåò âû-
ÿâëåíèÿ ìíîæèòåëÿ. Åñëè ýòîò ìíîæèòåëü íàéäåí îäíèì èç ïðîöåññîâ, òî ïî-
ñòóïàåò ñèãíàë î çàâåðøåíèè âñåõ ïðîöåññîâ, èíà÷å ïðîäîëæàåòñÿ ïîèñê ìíî-
æèòåëåé.

1.2. Ìåòîä Øåðìàíà Ëåìàíà

Íà âõîäå: íå÷¼òíîå ÷èñëî n.
1: for a← 2 to

[
n1/3

]
do

2: if a|n then
3: return a
4: end if
5: end for
6: for k ← 1 to

[
n1/3

]
do

7: for d← 0 to
[
n1/6

4
√
k

]
+ 1 do

8: if isSquare
(([√

4kn
]

+ d
)2

− 4kn

)
=true then

9: A←
[√

4kn
]

+ d

10: B ←
√
A2 − 4kn

11: if 1 < gcd (A+B, n) < n then
12: return A+B
13: else if 1 < gcd (A−B, n) < n then
14: return (A−B)
15: end if
16: end if
17: end for
18: end for

Ôóíêöèÿ gcd (. . . ) âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü àðãóìåíòîâ.
Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àíàëîãè÷íà òàêîâîé â ìåòîäå Ôåðìà. Íà ïåðâîì

øàãå êàæäûé ïðîöåññ îáðàáàòûâàåò ñâîè çíà÷åíèÿ ÷èñëà a, íà âòîðîì øàãå
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êàæäûé ïðîöåññ ïðîâåðÿåò ñâîé äèàïàçîí ÷èñåë k. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû ÷åðåç
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îòïðàâëÿþòñÿ ãëàâíîìó ïðîöåññó-êîîðäèíàòîðó,
âñëåäñòâèå ÷åãî èì ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î çàâåðøåíèè âñåõ ïðîöåññîâ, åñëè
íåòðèâèàëüíûé ìíîæèòåëü íàéäåí, èëè î ïðîäîëæåíèè ðàáîòû àëãîðèòìà.

1.3. Ìåòîä Øåíêñà

Íà âõîäå: íå÷¼òíîå ÷èñëî n, ìàëåíüêèé ìíîæèòåëü k

1: P0 ←
[√

kn
]

2: Q0 ← 1
3: Q1 ← kn− P 2

0

4: repeat

5: bi ←


[√

kn
]

+ Pi−1

Qi


6: Pi ← biQi − Pi−1

7: Qi+1 ← Qi−1 + bi (Pi−1 − Pi)
8: until isSquare(Qi) = false

9: b0 ←


[√

kn
]

+ Pi−1

Qi


10: P0 ← b0

√
Qi + Pi−1

11: Q0 ←
√
Qi, Q1 ←

kn− P 2
0

Q0
12: repeat

13: bi ←


[√

kn
]

+ Pi−1

Qi


14: Pi ← biQi − Pi−1

15: Qi+1 ← Qi−1 + bi (Pi−1 − Pi)
16: until Pi−1 6= Pi
17: if 1 < gcd(Pi, n) < n then
18: return gcd(Pi, n)
19: end if
20: return FAIL

Åñëè íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü íå íàéäåí, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äðóãîå çíà-
÷åíèå k.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ìàëåíüêèõ ìíîæèòåëåé k. Ãëàâíûé ïðîöåññ âûñòóïàåò â ðîëè êîîð-
äèíàòîðà. Îñòàëüíûå ïðîöåññû âûïîëíÿþò îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ñî ñâîèì
k. Êàê òîëüêî êàêîé-ëèáî èç ïðîöåññîâ íàõîäèò íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü, òî
ïðîèñõîäèò îòïðàâêà åãî êîîðäèíàòîðó, êîòîðûé ïîñûëàåò ñèãíàë çàâåðøåíèÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäîìó ïðîöåññó.
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1.4. Ìåòîä ρ-Ïîëëàðäà

Íà âõîäå: íå÷¼òíîå ÷èñëî n.
1: xi ← Random (n)
2: x2i ← f (xi) mod n
3: while gcd (x2i − xi, n) = 1 or gcd (x2i − xi, n) = n do
4: xi ← f (xi) mod n
5: x2i ← f(f (xi)) mod n
6: end while
7: return gcd (x2i − xi, n)

Ôóíêöèÿ Random (n) âîçâðàùàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî îò 1 äî n. Ôóíêöèÿ f (xi)
âûáèðàåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Zn. Îáû÷íî, f (xi) = x2 + 1.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ãåíåðàöèè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé xi äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà. Ãëàâíûé ïðîöåññ âûñòóïàåò â ðîëè
êîîðäèíàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, óäà¼òñÿ ïðîñìîòðåòü ðàçëè÷íûå ðåêóððåíòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïîèñêà íåòðèâèàëüíîãî äåëèòåëÿ. Êàê òîëüêî êàêîé-
ëèáî èç ïðîöåññîâ íàõîäèò íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü, òî ïðîèñõîäèò îòïðàâêà
åãî êîîðäèíàòîðó, êîòîðûé ïîñûëàåò ñèãíàë çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà êàæ-
äîìó ïðîöåññó.

1.5. Ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Íà âõîäå: ÷èñëî n, ãðàíèöû v (n) , w (n) ∈ N. Âûáèðàåì ñëó÷àéíóþ ÝÊ Ea,b
mod n è òî÷êó P0 = (x0, y0) íà íåé.
1: k ← 1
2: m← 0
3: for r � ïðîñòîå, r ← 2 to w do
4: while rm ≤ v + 2

√
v + 1 do

5: m← m+ 1
6: end while
7: k ← k × rm
8: m← 0
9: end for
10: d← compute(kP0)
11: if 1 < d < n then
12: return d
13: end if
14: return FAIL
Ôóíêöèÿ compute(kP ) âîçâðàùàåò äåëèòåëü ÷èñëà n â õîäå âû÷èñëåíèÿ êðàò-
íîãî k òî÷êè P . Âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå FAIL â àëãîðèòìå îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä
ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì, è ïîïûòêà íàõîæäåíèÿ íåòðè-
âèàëüíîãî äåëèòåëÿ ïî âûøåîïèñàííîìó àëãîðèòìó íå âñåãäà äà¼ò ïîëîæèòåëü-
íûé ðåçóëüòàò.
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Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî êàæäûé ïðîöåññ âûáèðàåò
ðàçíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è äàëåå âûïîëíÿåò àëãîðèòì, îïèñàííûé âûøå,
áåç èçìåíåíèé.

1.6. Ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà

Íà âõîäå: ÷èñëî n, êîëè÷åñòâî ÷èñåë k ôàêòîðíîé áàçû, ðàäèóñ èíòåðâàëà
ïðîñåèâàíèÿ L.
1: FB ← buildFactorBase(k)
2: for i← 1 to k do
3: x← solveEquation(FB[i])
4: solutions.add(x, FB[i])
5: end for
6: for i← −L to L do
7: W [i]← (m+ i)2 − n
8: end for
9: for i← 1 to solutions.size() do
10: sieving(solutions[i])
11: end for
12: M ← createMatrix()
13: if 1 < solveMatrix(M) < n then
14: return solveMatrix(M)
15: end if
16: return FAIL
Ôóíêöèÿ buildFactorBase(k) âîçâðàùàåò ôàêòîðíóþ áàçó ðàçìåðíîñòüþ k.
Ôóíêöèÿ solveEquation(FB[i]) èùåò ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ:

(m+ x)2 − n ≡ 0 (mod FB[i]),

ãäå m = [
√
n]. Ìàññèâ solutions õðàíèò ïàðû ÷èñåë (x, p), ãäå x ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì ñðàâíåíèÿ (m+ x)2 − n ≡ 0 (mod p). Ôóíêöèÿ solutions.size() âîçâðàùàåò
ðàçìåð ìàññèâà solutions. Ôóíêöèÿ createMatrix() ñòðîèò ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Ôóíêöèÿ solveMatrix(M) ðåøàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è
âîçâðàùàåò äåëèòåëü (âîçìîæíî òðèâèàëüíûé) ÷èñëà n.

Åñëè íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü íå áûë ïîëó÷åí, òî ñëåäóåò óâåëè÷èòü ðàäèóñ
ïðîñåèâàíèÿ èëè ðàçìåð ôàêòîðíîé áàçû.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èí-
òåðâàëà ïðîñåèâàíèÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Êàæäûé ïðîöåññ èùåò ãëàäêèå ÷èñëà
â ñâî¼ì èíòåðâàëå è ðåçóëüòàò îòïðàâëÿåò ãëàâíîìó ïðîöåññó, êîòîðûé ñîáèðàåò
âñå äàííûå è ïåðåõîäèò ê ñîñòàâëåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå
ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè.

2. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Âñå àëãîðèòìû âûïîëíÿëèñü íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java ñ èñïîëüçî-
âàíèåì Java SE 6 update 31. Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ èñïîëü-
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çîâàëàñü àäàïòàöèÿ äëÿ Java èíòåðôåéñà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI (Message
Passing Interface) � MPJ Express v0.38.

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà êîìïüþòåðàõ ñëåäóþùåé êîíôèãóðàöèè:

� ÖÏ � Dual Core E5200 2.5 ÃÃö,

� ÎÇÓ � 3.24 Ãá,

� ÎÑ � Mandriva Linux 2008,

� ËÂÑ � 100 Ìáèò/ñ.

Àëãîðèòìû ôàêòîðèçàöèè òåñòèðîâàëèñü íà ÷èñëàõ âèäà n = pq, ãäå p, q
� ïðîñòûå, òàê êàê ðàçëîæåíèå èìåííî òàêèõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå òðóäíîé çàäà÷åé.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ïðîèçâîäèëîñü äâà âèäà ýêñïåðèìåíòîâ:

� Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñåë n ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòè (80 áèò) ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíûì óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæèòåëÿìè p è q îò äâóõ äî
÷åòûð¼õ ìèëëèàðäîâ.

� Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñåë n ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ðàçðÿäíîñòè ÷èñ-
ëà (îò 20 äî 110 áèò), ãäå p ∈

(
0, n1/3

]
� íåáîëüøîé ïðîñòîé ìíîæè-

òåëü.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè áûëè ïîñëåäîâàòåëüíî
çàäåéñòâîâàíû 1, 2, 4 è 8 ïðîöåññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàáîòàë íà îòäåëüíîì
êîìïüþòåðå, òî åñòü òåñòû ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñïðå-
äåë¼ííîé ïàìÿòüþ.

2.1. Ìåòîä Ôåðìà

Âðåìÿ íàõîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî äåëèòåëÿ (ñì. ðèñ. 1) ÷èñëà ëèíåéíî
âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ äåëèòåëÿìè. Ïðè ýòîì åñëè
äåëèòåëè äîñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó, òî ðàçëîæåíèå ïðîèñõîäèò îòíî-
ñèòåëüíî áûñòðî. Èìåííî ïîýòîìó â àñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå øèôðîâàíèÿ RSA
îäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìíîæèòåëåé ìîäóëÿ, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè äîñòàòî÷íî âåëèêî, èíà÷å ìîäóëü âîçìîæíî ôàêòîðèçîâàòü çà
ìàëîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôåðìà, è øèôð îêàæåòñÿ íåíàä¼æíûì.

Êðîìå òîãî, áûëî äîñòèãíóòî ëèíåéíîå óñêîðåíèå ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷å-
ñòâà ïðîöåññîâ, çàäåéñòâîâàííûõ â íàõîæäåíèè ìíîæèòåëÿ ÷èñëà.

Äëÿ äàííîãî ìåòîäà èçìåðåíèÿ âòîðîãî òèïà ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì óâåëè÷å-
íèåì ðàçðÿäíîñòè ôàêòîðèçóåìîãî ÷èñëà íå ïðîâîäèëèñü, òàê êàê ìåòîä Ôåðìà
êðàéíå ìåäëåííî ðàáîòàåò ñ ÷èñëàìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ìàëûé ìíîæèòåëü.
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Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Ôåðìà

2.2. Ìåòîä Øåðìàíà Ëåìàíà

Êàê óñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåòîäà Ôåðìà ìåòîä Øåðìàíà Ëåìàíà òàêæå ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæèòåëÿìè ÷èñëà (ñì. ðèñ. 2), âðåìÿ
åãî âûïîëíåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò äèñòàíöèè. Íî äëÿ òàêèõ òèïîâ ÷èñåë
äàííûé àëãîðèòì çíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàåò àëãîðèòìó Ôåðìà.

Äëÿ ÷èñåë ñ íåáîëüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ � ìåòîä
Ëåìàíà áëàãîäàðÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äåëåíèÿì íà øàãå îäèí äîñòàòî÷íî áûñòðî
âûäåëèò ïðîñòîé ìíîæèòåëü (ñì. ðèñ. 3).

Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ïðàêòè÷åñêèìè � ïîëó÷åíà ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ìåòîäà Ëåìàíà îò ðàçðÿäíîñòè
ôàêòîðèçóåìîãî ÷èñëà. Òàê êàê ïðîñòîé ìíîæèòåëü äëÿ ÷èñåë ðàçðÿäíîñòè
áîëüøå 90 áèò ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, âðåìÿ åãî âûäåëåíèÿ ñóùå-
ñòâåííî âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëàìè ìàëîé ðàçðÿäíîñòè.

Òàêæå â õîäå èññëåäîâàíèÿ áûëî ïîëó÷åíî ëèíåéíîå óñêîðåíèå ïðè óâåëè÷å-
íèè êîëè÷åñòâà ïðîöåññîâ êàê äëÿ ïåðâîãî âèäà èçìåðåíèé, òàê è äëÿ âòîðîãî.
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Ëåìàíà

2.3. Ìåòîä Øåíêñà

Ìåòîä Øåíêñà íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè (ñì. ðèñ. 4).
Âðåìÿ ðàáîòû äàííîãî ìåòîäà äëÿ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòüþ ðàç-
ëè÷íî.

Äëÿ ÷èñåë âòîðîãî òèïà áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âðå-
ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà îò ðàçðÿäíîñòè (ñì. ðèñ. 5). Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçðÿäíîñòè
ñîìíîæèòåëåé óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîýòîìó äàííûé àëãî-
ðèòì ïîäõîäèò ëèøü äëÿ âûäåëåíèÿ ìàëûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà.

2.4. Ìåòîä ρ-Ïîëëàðäà

Ìåòîä Ïîëëàðäà íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè
(ñì. ðèñ. 6) è äëÿ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòüþ âûäàåò ïðèìåðíî îäè-
íàêîâûé ðåçóëüòàò ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.

Áûëà ïîëó÷åíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà
îò ðàçðÿäíîñòè ÷èñëà (ñì. ðèñ. 6). Äëÿ ÷èñåë ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ìíî-
æèòåëåì ìåòîä Ïîëëàðäà ïîêàçûâàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ñðåäè àëãîðèòìîâ
ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ äîñòè÷ü íå óäàëîñü.

2.5. Ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ñ óâåëè÷åíèåì äèñòàíöèè ìåæäó ìíîæèòåëÿìè âåëè÷èíà íàèìåíüøåãî ïðî-
ñòîãî ìíîæèòåëÿ óìåíüøàåòñÿ. Òàê êàê âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ôàêòîðè-
çàöèè ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè çàâèñèò ëèøü îò âåëè÷èíû ýòîãî ìíîæèòåëÿ,
îíî ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæèòåëÿìè
(ñì. ðèñ. 8). Ôàêòè÷åñêè äàííûå êðèâûå � ýòî íåáîëüøèå ó÷àñòêè ýêñïîíåíò
(ñì. ðèñ. 9).
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Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Ëåìàíà

Ââèäó òîãî, ÷òî àëãîðèòì âåðîÿòíîñòíûé, è âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàõîæ-
äåíèåì íåòðèâèàëüíîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ ÷èñëà, âîçìîæíî, íå áóäóò ðàñïðåäå-
ëåíû ðàâíîìåðíî ìåæäó ïðîöåññàìè, â òî÷íîñòè ëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ äîñòè÷ü
íå óäàëîñü, íî ðåçóëüòàòû áëèçêè ê òàêîâîìó (ñì. ðèñ. 9). Òàêæå ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ
ëþáûì ýêñïîíåíöèàëüíûì àëãîðèòìîì, ðàññìîòðåííûì âûøå.

2.6. Ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà

Äëÿ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòüþ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íå ìå-
íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçðÿäíîñòè ñîìíîæèòåëÿ (ñì. ðèñ. 10).

Ëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ äîñòè÷ü íå óäàëîñü (ñì. ðèñ. 11), ââèäó òîãî ÷òî ìåòîä
êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà äëÿ ÷èñåë ñ ðàçðÿäíîñòüþ äî 110 áèò ðàáîòàë äîñòàòî÷-
íî áûñòðî è íà îäíîì ïðîöåññå, à ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè àëãîðèòìà ïðîèñ-
õîäèò îòïðàâêà äàííûõ êàæäûì ïðîöåññîì, êîòîðàÿ âëèÿåò íà âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà.
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Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Øåíêñà

Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Øåíêñà
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Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Ïîëëàðäà

Ðèñ. 7. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà Ïîëëàðäà
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Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ðèñ. 9. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ
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Ðèñ. 10. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà

Ðèñ. 11. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëÿ ìåòîäà êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà
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2.7. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ

Ââèäó ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû âî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ
è ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñðàâíåíèå ïðîèçâåäåíî â ïðåäåëàõ ñâîèõ
êàòåãîðèé.

Ðèñ. 12. Ñðàâíåíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ

Èñõîäÿ èç âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, à òàêæå èç ïðàêòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñàìûì áûñòðûì ìåòîäîì
èç ãðóïïû ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ïîëëàðäà (ñì. ðèñ. 12).

Ðèñ. 13. Ñðàâíåíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ

Î÷åâèäíî, ñàìûì áûñòðûì àëãîðèòìîì ôàêòîðèçàöèè ñðåäè ðàññìîòðåííûõ
â èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà (ñì. ðèñ. 13). Ïîãðåø-
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íîñòü èçìåðåíèé, ñâÿçàííàÿ ñ íåáîëüøèì âûèãðûøåì ìåòîäà ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ íà íåêîòîðûõ ÷èñëàõ, èñ÷åçíåò ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â õîäå èññëåäîâàíèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà àëãîðèòìîâ áûëî äî-
ñòèãíóòî ëèíåéíîå óñêîðåíèå ïðè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Òàêæå ïðè èçó-
÷åíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìîâ áûëî âûÿñíåíî ñëåäóþùåå: ïðè íàëè÷èè
î÷åíü áëèçêèõ ìíîæèòåëåé íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ìåòîä Ôåðìà, ïðè îòíîñè-
òåëüíî íåáîëüøîì ìíîæèòåëå � ìåòîä ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïðè ìàëûõ ìíî-
æèòåëÿõ � ìåòîäû Øåíêñà è ρ-Ïîëëàðäà; â ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íàèáîëåå
ïðîñòûìè îêàçàëèñü ìåòîäû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ è ρ-Ïîëëàðäà. Â îáùåì
ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò ñòðîèòüñÿ íà îñíîâå óëó÷øåíèé ñóùåñòâó-
þùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèå
Ìîíòãîìåðè èëè èñïîëüçîâàíèå òîëüêî ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò, áëàãîäàðÿ ÷åìó
â àëãîðèòìå íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåñóðñî¼ìêîå äåëåíèå ïî ìîäóëþ.

Ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî äîðàáîòàí ñ ïîìî-
ùüþ òàê íàçûâàåìîé LP-ñòðàòåãèè. Òàêæå âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ïîëèíîìîâ q (x) íà ðàçíûõ ïðîöåññàõ, ó÷àñòâóþùèõ â ôàêòîðèçàöèè. Äàííûå
óëó÷øåíèÿ ñóùåñòâåííî óìåíüøàò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ.
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