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МИНИМАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ СЛАБОЙ ЗАВИСИМОСТИ
ДЛЯ ЛОКАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ

А.Г. Гринь

Получены минимальные в некотором смысле условия слабой зависимости,

обеспечивающие выполнение локальной предельной теоремы для сумм за-

висимых случайных величин.

Пусть {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} – стационарная в узком смысле последова-

тельность и пусть E ξ21 < ∞, E ξ1 = 0. Обозначим Sn =
n∑

k=1

ξk, σ2
n = DSn.

Как и в [1], будем писать ξ
d
= η, ξn

d→ ξ и ξn
d∼ ηn в случаях, ко-

гда, соответственно, распределения ξ и η совпадают, {ξn} сходится к ξ по
распределению и когда последовательности {ξn} и {ηn} слабо эквивалентны
[2, § 28.1]. Слабая эквивалентность равносильна поточечной сходимости раз-
ности характеристических функций величин {ξn} и {ηn} к нулю при n → ∞
[2, с. 393].

Далее, пусть величины ξn, ηn, n = 1, 2, ... и ξ имеют плотности распределе-

ния pξn , pηn и pξ соответственно. Будем писать ξn
dl→ ξ и ξn

dl∼ ηn, если

sup
x

|pξn(x)− pξ(x)| → 0 (1)

и
sup
x

|pξn(x)− pηn(x)| → 0, n → ∞ (2)

соответственно (точнее — если существуют варианты плотностей, для которых
выполнены (1) и (2)).

Обозначим через N (0, 1) случайную величину, имеющую нор-
мальное распределение с параметрами 0 и 1.

Говорят, что к последовательности {ξn} применима центральная предель-

ная теорема, если σ−1
n Sn

d→ N (0, 1), и локальная предельная теорема, если

при каждом n величины Sn имеют непрерывное распределение и σ−1
n Sn

dl→
N (0, 1).

Назовём {cn} правильно меняющейся последовательностью порядка α, если
c[x] — правильно меняющаяся функция порядка α ([x] — целая часть x) .
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Через η̂1, . . . , η̂n будем обозначать независимые случайные величины, такие,

что η̂i
d
= ηi, i = 1, ..., n.

Введём следующие условия слабой зависимости для последовательности
{ξn}:

Sn+m

σn+m

d∼ Ŝn

σn+m

+
Ŝm

σn+m

, n+m → ∞, (R)

Sn+m

σn+m

dl∼ Ŝn

σn+m

+
Ŝm

σn+m

, n +m → ∞ (RL)

(символ n +m → ∞ означает здесь, что данное соотношение справедливо при
n → ∞ при любой последовательности m = m(n)).

В работе [1] получен следующий результат.

Теорема 1. Для того чтобы к стационарной последовательности {ξn} была
применима центральная предельная теорема и {σn} была правильно меняю-
щейся последовательностью порядка 1/2 необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось условие (R) и последовательность {σ−2

n S2
n} была равномерно

интегрируемой.

Теорему 1 можно интерпретировать следующим образом: условие (R) явля-
ется минимальным условием слабой зависимости для последовательности {ξn},
при котором имеет место центральная предельная теорема с правильно меняю-
щейся порядка 1 дисперсией.

В данной работе получено минимальное в аналогичном смысле условие сла-
бой зависимости, при котором имеет место локальная предельная теорема.

Через pn(x) будем обозначать плотность распределения величины σ−1
n Sn.

Теорема 2. Для того, чтобы к стационарной последовательности {ξn}
была применима локальная предельная теорема и {σn} была правильно
меняющейся последовательностью порядка 1/2 необходимо и достаточ-
но, чтобы выполнялось условие (RL), последовательность {σ−2

n S2
n} была

равномерно интегрируемой и при некотором натуральном n0 выполнялось
sup
n≥n0

sup
x

pn(x) < ∞.

Докажем сначала некоторые вспомогательные утверждения.

Обозначим ϕξn , ϕηn и ϕξ характеристические функции величин ξn, ηn и ξ
соответственно.

Лемма 1. a) Из ξn
dl→ ξ следует ξn

d→ ξ;

b) из ξn
dl∼ ηn следует ξn

d∼ ηn;

с) если ξn
d→ ξ и последовательность {ϕξn} равномерно интегрируема, то

ξn
dl→ ξ;

d) если ξn
d∼ ηn и последовательности {ϕξn} и {ϕηn} равномерно интегри-

руемы, то ξn
dl∼ ηn;
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e) пусть ξn
dl→ ξ, плотность pξ(x) равномерно непрерывна на R и

an → a > 0. Тогда anξn
dl→ aξ;

f) пусть ξn
dl→ ξ, ξn и ηn независимы при n = 1, 2, ..., плотность pξ(x)

равномерно непрерывна на R и ηn
d→ 0. Тогда ξn + ηn

dl→ ξ;

g) пусть ξn
dl→ ξ, ηn

dl→ η, ξn и ηn независимы при n = 1, 2, ... Тогда

ξn + ηn
dl→ ξ + η.

Доказательство. Утверждения a) и b) следуют из теоремы Шеффе [3, с. 306],
утверждение c) — из соотношения

sup
x

|pξn(x)− pξ(x)| ≤
1

2π

∞∫

−∞

|ϕξn(t)− ϕξ(t)| dt

и теоремы о предельном переходе под знаком интеграла ( [3, с. 51], там же
доказывается и суммируемость ϕξ(t) в условиях леммы).

Утверждение d) доказывается аналогично c).
Докажем e). Из суммируемости и равномерной непрерывности на R плот-

ности pξ(x) следует pξ(x) → 0, x → ∞. Действительно, если бы существовала
последовательность xn → ∞ такая, что pξ(xn) → c > 0, то в силу равномерной
непрерывности существовало бы δ > 0 такое, что pξ(x) ≥ c/2, |x − xn| < δ,
n = 1, 2, ... , что противоречит суммируемости pξ(x). Плотность pξ(x) ограниче-
на (как непрерывная и стремящаяся к нулю на бесконечности), что вместе с (1)
дает нам существование C > 0 и натурального n0 таких, что sup

n≥n0

sup
x

pξn(x) ≤ C.

Далее, пусть N > 0 таково, что pξ(x) < ε, |x| > N . В силу равномерной непре-
рывности pξ существует δ > 0 такое, что |pξ(x(1 + δ′)) − pξ(x)| < ε, |x| ≤ N ,
δ′ < δ. Отсюда следует, что если δn → 0, n → ∞, то

sup
x

|pξ(x(1 + δn))− pξ(x)| → 0, n → ∞. (3)

Далее, плотность величины aξ равна a−1pξ(a
−1x). Имеем

sup
x

∣∣a−1
n pξn(a

−1
n x)− a−1pξ(a

−1x)
∣∣ ≤

∣∣a−1
n − a−1

∣∣ sup
x

pξn(a
−1
n x)+

+a−1 sup
x

∣∣pξn(a−1
n x)− pξ(a

−1
n x)

∣∣ + a−1 sup
x

∣∣pξ(a−1
n x)− pξ(a

−1x)
∣∣ .

Первое и второе слагаемое в правой части последнего соотношения стремятся
к нулю по условию, а третье — в силу (3).

Доказательство f). Пусть Fn — функция распределения ηn, а ∗ обозначает
свёртку. Тогда

sup
x

|(pξn ∗ pηn) (x)− pξ(x)| = sup
x

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

[pξn(x− y)− pξ(x)] dFn(y)

∣∣∣∣∣∣
≤
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≤ sup
x

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

[pξn(x− y)− pξ(x− y)] dFn(y)

∣∣∣∣∣∣
+ sup

x

∫

|y|<δ

|pξ(x− y)− pξ(x)| dFn(y)+

+ sup
x

∫

|y|≥δ

|pξ(x− y)− pξ(x)| dFn(y) ≤ sup
x

|pξn(x)− pξ(x)|+

+ sup
x

sup
|y|<δ

|pξ(x− y)− pξ(x)|+ 2CP{|ηn| ≥ δ}.

Первое слагаемое в правой части стремится к нулю по условию, второе можно
сделать сколь угодно малым выбором δ в силу равномерной непрерывности
pξ(x), а третье стремится к нулю в силу того, что сходимость к константе по
распределению и сходимость по вероятности совпадают.

Утверждение g) следует из легко выводимого соотношения

sup
x

|(pξn ∗ pηn) (x)− pξ(x) ∗ pη(x)| ≤

≤ sup
x

|pξn(x)− pξ(x)| + sup
x

|pηn(x)− pη(x)| .

�

Доказательство теоремы 2
Необходимость. Пусть для последовательности {ξn} выполнена локаль-

ная предельная теорема, а {σn} — правильно меняющаяся последователь-
ность порядка 1/2. Тогда очевидно, что существует натуральное n0 такое, что
sup
n≥n0

sup
x

pn(x) < ∞. Далее, в силу леммы 1a) имеет место центральная предель-

ная теорема, и из теоремы 1 следует, что последовательность {σ−2
n S2

n} равно-
мерно интегрируема. Осталось показать справедливость условия (RL). Плот-
ность распределения величины σ−1

n Sk обозначим pk,n(x), тогда pn(x) = pn,n(x).
Пусть m = m(n) — последовательность натуральных чисел. Обозначим

∆n = sup
x

|pn+m(x)− (pn,n+m ∗ pm,n+m)(x)|.

Условие (RL) означает, что ∆n → 0, n → ∞ при любой последовательности
m = m(n).

Поскольку σ2
n — правильно меняющаяся последовательность порядка 1, то

в силу леммы 1 из [1]
σ2
n+m ∼ σ2

n + σ2
m, n → ∞, (4)

так что для любой последовательности натуральных чисел {n1} существуют
0 ≤ c ≤ 1 и подпоследовательность {n2} ⊆ {n1} такая, что

σ−2
n2+m2

σ2
n2

→ c, σ−2
n2+m2

σ2
m2

→ 1− c, n → ∞,

где m2 = m(n2). Если c = 0 (c = 1), то при n → ∞

σ−1
n2+m2

Sn2

d→ 0 (σ−1
n2+m2

Sm2

d→ 0),
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и в силу утверждений e) и f) леммы 1 (скажем, при c = 0)

Ŝn2

σn2+m2

+
Ŝm2

σn2+m2

dl∼ Ŝm2

σm2

dl→ N (0, 1), n → ∞.

Так как и
Sn2+m2

σn2+m2

dl→ N (0, 1), n → ∞, то ∆(n2) → 0, n → ∞.

Если же 0 < c < 1, то в силу утверждений e) и g) леммы 1

Ŝn2

σn2+m2

+
Ŝm2

σn2+m2

dl→ √
cN (0, 1) +

√
1− c N̂ (0, 1)

d
= N (0, 1),

то есть снова ∆(n2) → 0, n → ∞.
Таким образом, доказано, что из любой последовательности

{∆(n1)} можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к нулю.
Это означает, что ∆(n) → 0, n → ∞, то есть выполнено условие (RL).

Достаточность.
Пусть выполнено условие (RL), последовательность {σ−2

n S2
n} равномерно ин-

тегрируема и при некотором натуральном n0 sup
n≥n0

sup
x

pn(x) ≤ C < ∞. В силу

леммы 1b) из условия (RL) следует условие (R), так что из теоремы 1 имеем,

что σ−1
n Sn

d→ N (0, 1) и последовательность {σn} является правильно меняю-
щейся с показателем 1/2.

Пусть n = 2km + l, 0 ≤ l < 2m, где k = k(n) → ∞ столь медленно, что из
условия (RL) следует

Sn

σn

dl∼ Ŝm,1

σn

+ ...+
Ŝm,k

σn

+
Ŝl,k+1

σn

, Ŝm,j
d
= Sm, j = 1, ..., k, Ŝl,k+1

d
= Sl. (5)

Так как l/n < 2/k → 0, n → ∞, то из того, что {σn} является правильно
меняющейся последовательностью порядка 1, нетрудно вывести (например, с

помощью теоремы Карамата), что σ−1
n σl → 0, следовательно σ−1

n Ŝl,k+1
d→ 0, так

что из (5) и утверждения b) леммы 1 получаем

ηn =
Ŝm,1

σn

+ ... +
Ŝm,k

σn

d∼ Sn

σn

d→ N (0, 1), n → ∞.

Если мы покажем, что

lim
N→∞

sup
n≥n0

∫

|t|≥N

|ϕηn(t)| dt = 0, (6)

где ϕηn(t) характеристическая функция величины ηn, то из леммы 1 c) будет

следовать, что ηn
dl→ N (0, 1), и из (5) и леммы 1 f) получим

σ−1
n Sn

dl∼ ηn +
Ŝl,k+1

σn

dl→ N (0, 1), n → ∞,
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то есть имеет место локальная предельная теорема.

Будем доказывать (6). Обозначим через ξ̃ = ξ − ξ̂ — «симметризованную»
величину ξ. При m ≥ n0 плотность pm величины σ−1

m Sm ограничена констан-
той C, следовательно, и sup

x

p̃m(x) ≤ C, где p̃m(x) — плотность распределения

величины σ−1
m S̃m. В этом случае

∞∫

−∞

|ϕm(t)|2 dt ≤ 6C

∞∫

−∞

sin2 u

u2
du = C ′, (7)

где ϕm(t) - характеристическая функция величины σ−1
m Sm [6, с. 247]. Далее,

1− cosx ≥ 11

24
x2 при |x| ≤ 1, так что

1−
∣∣∣∣ϕm

(
σm

σn

t

)∣∣∣∣
2

= E

(
1− cos

(
tσ−1

n S̃m

))
≥ 11

24

t2

σ2
n

E

{
S̃2
m, |tS̃m| ≤ σn

}
,

где E {ξ, A} =
∫
A

ξ P(dω). Вместе с последовательностью {σ−2
m S2

m} равномерно

интегрируемой является последовательность {σ−2
m S̃2

m}, так что существует ε > 0

такое, что E {S̃2
m, |S̃m| > ε−1σm} ≤ σ2

m/2 при всех натуральных m. Тогда если
|t| ≥ εσnσ

−1
m , то

1−
∣∣∣∣ϕm

(
σm

σn

t

)∣∣∣∣
2

≥ 11

48
ε2 = ε′. (8)

Если k = k(n) → ∞ достаточно медленно, то из (4) и определения правильного
изменения порядка 1 следует σ2

n ∼ σ2
2km ∼ 2kσ2

m, так что с помощью (7) и (8)
получаем ∫

|t|≥εσnσ
−1
m

|ϕηn(t)| dt =
∫

|t|≥εσnσ
−1
m

∣∣∣∣ϕm

(
σm

σn

t

)∣∣∣∣
2k

dt ≤

≤ (1− ε′)k−1

∞∫

−∞

∣∣∣∣ϕm

(
σm

σn

t

)∣∣∣∣
2

dt ≤ C ′(1− ε′)k−1σnσ
−1
m ∼

∼ C ′(1− ε′)k−1
√
2k → 0, n → ∞.

Отсюда уже следует (6), поскольку здесь k = k(n) может быть выбрано расту-
щей сколь угодно медленно. Теорема доказана.
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