
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2010, âûï. 21, ñ. 24�31 ÓÄÊ 519.688ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÊÀÊ ÑÏÎÑÎÁ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈÈ.Á. ËàðèîíîâÐàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè ñ ïðè-ìåíåíèåì ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé.ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìà-öèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàíåå â ðàáîòå [2]ðàññìàòðèâàëñÿ ìåòîä ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ îäíîìåðíûì ëèíåéíûì ìíî-ãîîáðàçèåì.Ðåøåíèå áóäåò ïðèâåäåíî ÿâíûìè ôîðìóëàìè äëÿ äâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãîñëó÷àåâ, à òàêæå áóäóò ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ n-ìåðíîãî ñëó÷àÿ.1. Ìíîãîìåðíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøå åäèíèöû èñïîëü-çóþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû. Íî òàê êàê â ñîñòàâå îäíîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè áîëüøå åäèíèöû, çàäàþùèå åãî âåêòîðû ìîãóò áûòüíå îðòîãîíàëüíûìè, òî äëÿ îáëåã÷åíèÿ èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ôàêòîðîâðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îðòîãîíàëèçàöèþ.Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõîïèøåì ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ è îðòîãîíàëèçàöèè, à òàêæå ïðèâåäåì ôîðìóëûäëÿ ðàçìåðíîñòè n.Îäíàêî õî÷åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èñïîëüçîâàíèå ìíî-ãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé íå ïðèíåñåò íèêàêîãî âûèãðûøà íè â êà÷å-ñòâå, íè â ñêîðîñòè â ïðèìåíåíèè ê âîññòàíîâëåíèþ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè.1.1. Îðòîãîíàëèçàöèÿ áàçèñíîé ñèñòåìû âåêòîðîâÏóñòü äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n, è â íåì ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâè-ñèìûõ âåêòîðîâ {yk}, k = 1, ..., n. Ïî îïðåäåëåíèþ, îíè îáðàçóþò áàçèñ ýòîãî
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Âûï. 21. 25ïîäïðîñòðàíñòâà. Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè ýòîãî áàçèñà,ò.å. ïîñòðîèòü òàêîé íîâûé áàçèñ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà {yk}(k = 1, ..., n), ÷òîáû
(yj , yj) = 0 äëÿ ëþáûõ i6=j.Äëÿ íà÷àëà ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.Ïóñòü íàáîð âåêòîðîâ {yk}(k = 1, ..., n − 1) óæå îðòîãîíàëèçèðîâàí, à yn �åùå íåò. Òîãäà ïîñòðîèì íîâûé âåêòîð yn =

∑n−q

i=1
αiyi + yn è ïîòðåáóåì, ÷òîáû

(yn, yk) = 0 äëÿ âñåõ k = 1, ..., n − 1. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñèñòåìó èç n − 1óðàâíåíèÿ ñ n − 1 íåèçâåñòíûìè:
(

n
∑

i=1

αiyi + yn, yk

)

= 0, k = 1, ..., n − 1.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (yi, yk) = 0 ïðè i6=k, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìàáóäåò äèàãîíàëüíîé. Îòñþäà íåèçâåñòíûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå
αk = −

(yn, yk)

yk, yk

.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè çàäàíà ñèñòåìà èç n âåêòîðîâ, â êîòîðîé èìååòñÿ îðòî-ãîíàëüíàÿ ïîäñèñòåìà èç n − 1 âåêòîðà, òî îñòàâøèéñÿ âåêòîð ¾îðòîãîíàëèçè-ðóåòñÿ¿ ïî ôîðìóëå
yn = yn −

n−1
∑

i=1

(yn, yi)

(yi, yi)
yi. (1)Òîãäà ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû èç n áàçèñíûõ âåêòîðîâ âûãëÿäèòêàê ïîñëåäîâàòåëüíàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ ñèñòåì èç 2, 3, . . . , n âåêòîðîâ ñ èñïîëü-çîâàíèåì ôîðìóëû 1.1.2. Äâóìåðíûå ëèíåéíûå ìîäåëèÄëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìèçèðóåì êâàäðà-òè÷íóþ ôîðìó:

Φ =
∑

i,j
aij 6=@

(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj) → min, (2)ãäå @ � ïðîïóùåííûå ýëåìåíòû. Ðåøåíèå äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èòåðàöè-ÿìè ïî ÿâíûì ôîðìóëàì. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ y1j, y2j è bj çíà÷åíèÿ x1i è x2iîäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ ∂Φ/∂x1i = 0 è ∂Φ/∂x2i = 0:
{

∂Φ/∂x1i = −2
∑

j, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj)y1j = 0,

∂Φ/∂x2i = −2
∑

j, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj)y2j = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîì âèäå:

{

x1i(y1, y1)aj
+ x2i(y2, y1)ai

= (ai − b, y1)ai
,

x1i(y1, y2)aj
+ x2i(y2, y2)ai

= (ai − b, y2)ai
.



26 È.Á. Ëàðèîíîâ. Ìíîãîìåðíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ. . .Àíàëîãè÷íî ïðè ôèêñèðîâàííûõ x1i è x2i çíà÷åíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìèíè-ìóì êâàäðàòè÷íîé ôîðìå 2, îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ ∂Φ/∂y1j = 0,
∂Φ/∂y2j = 0 è ∂Φ/∂bj = 0:











∂Φ/∂y1j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj)x1i = 0,

∂Φ/∂y2j = −2
∑

i aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj)x2i = 0,

∂Φ/∂bj = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − bj) = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîé ôîðìå:







y1j(x1, x1)aj
+ y2j(x2, x1)aj

+ bj(x1, 1)aj
= (aj , x1)aj

,
y1j(x1, x2)aj

+ y2j(x2, x2)aj
+ bj(x2, 1)aj

= (aj , x2)aj
,

y1j(x1, 1)aj
+ y2j(x2, 1)aj

+ bj(1, 1)aj
= (aj, 1)aj

.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ëþáûì ÷èñëåííûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð ìåòîäîìêâàäðàòíîãî êîðíÿ (ò.ê. ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé). Ó÷èòû-âàÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå âåêòîðû y1 è y2 ìîãóò áûòü íå îðòîãîíàëüíû, òî â íåêîòî-ðûõ ñëó÷àÿõ èõ íåîáõîäèìî îðòîãîíàëèçèðîâàòü. À òàê êàê îíè îáðàçóþò áàçèñïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2, òî ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåìôîðìóëû 1.1.3. Òðåõìåðíûå ëèíåéíûå ìîäåëèÄëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìèçèðóåì êâàäðà-òè÷íóþ ôîðìó:
Φ =

∑

i,j
aij 6=@

(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)
2 → min. (3)Ðåøåíèå äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èòåðàöèÿìè ïî ÿâíûì ôîðìóëàì. Ïðè ôèê-ñèðîâàííûõ y1j , y2j, y3j è bj çíà÷åíèÿ x1i, x2i è x3i îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èçñèñòåìû ðàâåíñòâ ∂Φ/∂x1i = 0, ∂Φ/∂x2i = 0 è ∂Φ/∂x3i = 0:











∂Φ/∂x1i = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)y1j = 0,

∂Φ/∂x2i = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)y2j = 0,

∂Φ/∂x3i = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)y3j = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîé ôîðìå:







x1i(y1, y1)aj
+ x2i(y2, y1)aj

+ x3i(y3, y1)aj
= (aj − b, y1)aj

,
x1i(y1, y2)aj

+ x2i(y2, y2)aj
+ x3i(y3, y2)aj

= (aj − b, y2)aj
,

x1i(y1, y3)aj
+ x2i(y2, y3)aj

+ x3i(y3, y3)aj
= (aj − b, y3)aj

.Àíàëîãè÷íî ïðè ôèêñèðîâàííûõ x1i, x2i è x3i çíà÷åíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìèíè-ìóì êâàäðàòè÷íîé ôîðìå 3, îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ ∂Φ/∂y1j = 0,
∂Φ/∂y2j = 0, ∂Φ/∂y3j = 0 è ∂Φ/∂bj = 0:
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

















∂Φ/∂y1j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)x1i = 0,

∂Φ/∂y2j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)x2i = 0,

∂Φ/∂y2j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj)x2i = 0,

∂Φ/∂bj = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − x3iy3j − bj) = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîé ôîðìå:















y1j(x1, x1)aj
+ y2j(x2, x1)aj

+ y3j(x3, x1)aj
+ bj(x1, 1)aj

= (aj − b, x1)aj
,

y1j(x1, x2)aj
+ y2j(x2, x2)aj

+ y3j(x3, x2)aj
+ bj(x2, 1)aj

= (aj − b, x2)aj
,

y1j(x1, x3)aj
+ y2j(x2, x3)aj

+ y3j(x3, x3)aj
+ bj(x3, 1)aj

= (aj − b, x3)aj
,

y1j(x1, 1)aj
+ y2j(x2, 1)aj

+ y3j(x3, 1)aj
+ bj(1, 1)aj

= (aj − b, 1)aj
.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ëþáûì ÷èñëåííûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð ìåòîäîìêâàäðàòíîãî êîðíÿ (ò.ê. ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå âåêòîðû y1, y2 è y3 ìîãóò áûòü íå îðòîãîíàëü-íû, òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ íåîáõîäèìî îðòîãîíàëèçèðîâàòü. À òàê êàê îíèîáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 3, òî ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû 1.1.4. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòèÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ìèíèìè-çèðóåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

Φ =
∑

i,j
aij 6=@

(aij −
∑

n

xniynj − bj)
2 → min, (4)ãäå n - ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Ðåøåíèå äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èòåðàöèÿìè ïî ÿâíûì ôîðìóëàì. Ïðèôèêñèðîâàííûõ ynj è bj çíà÷åíèÿ xni îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ

∂Φ/∂xni = 0:


















∂Φ/∂x1i = −2
∑

j, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)y1j = 0,

∂Φ/∂x2i = −2
∑

j, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)y2j = 0,

. . .
∂Φ/∂xni = −2

∑

j, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)ynj = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîì âèäå:















x1i(y1, y1)aj
+ x2i(y2, y1)ai

+ · · ·+ xni(yn, y1)ai
= (ai − b, y1)ai

,
x1i(y1, y2)aj

+ x2i(y2, y2)ai
+ · · ·+ xni(yn, y2)ai

= (ai − b, y2)ai
,

. . .
x1i(y1, yn)aj

+ x2i(y2, yn)ai
+ · · ·+ xni(yn, yn)ai

= (ai − b, yn)ai
.



28 È.Á. Ëàðèîíîâ. Ìíîãîìåðíûå ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ. . .Àíàëîãè÷íî ïðè ôèêñèðîâàííûõ xni çíà÷åíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì êâàäðà-òè÷íîé ôîðìå 4, îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ ∂Φ/∂ynj = 0 è ∂Φ/∂bj = 0:


























∂Φ/∂y1j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)x1i = 0,

∂Φ/∂y2j = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)x2i = 0,

. . .
∂Φ/∂ynj = −2

∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj)xni = 0,

∂Φ/∂bj = −2
∑

i, aij 6=@
(aij − x1iy1j − x2iy2j − · · · − xniynj − bj) = 0.Òî æå ñàìîå â âåêòîðíîé ôîðìå:























y1j(x1, x1)aj
+ y2j(x2, x1)aj

+ · · · + ynj(xn, x1)aj
+ bj(x1, 1)aj

= (aj , x1)aj
,

y1j(x1, x2)aj
+ y2j(x2, x2)aj

+ · · · + ynj(xn, x2)aj
+ bj(x2, 1)aj

= (aj , x2)aj
,

. . .
y1j(x1, xn)aj

+ y2j(x2, xn)aj
+ · · · + ynj(xn, xn)aj

+ bj(xn, 1)aj
= (aj , xn)aj

,
y1j(x1, 1)aj

+ y2j(x2, 1)aj
+ · · · + ynj(xn, 1)aj

+ bj(1, 1)aj
= (aj , 1)aj

.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ëþáûì ÷èñëåííûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð ìåòîäîìêâàäðàòíîãî êîðíÿ (ò.ê. ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé). Ó÷èòû-âàÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå âåêòîðû yn ìîãóò áûòü íå îðòîãîíàëüíû, òî â íåêîòîðûõñëó÷àÿõ èõ íåîáõîäèìî îðòîãîíàëèçèðîâàòü. À òàê êàê îíè îáðàçóþò áàçèñ ïîä-ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n, òî ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåìôîðìóëû 1.2. Ïðèìåíåíèå ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿâîññòàíîâëåíèÿ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèèÂ õîäå ðàáîòû áûë ðåàëèçîâàí êëàññ MatrixSolver, êîòîðûé ïðè çàäàííîé ðàç-ìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñòðîèë âåêòîðà xn, yn è b è ïðîèçâîäèë èòåðàöèîííîåèñ÷åðïàíèå ìàòðèöû äàííûõ, êàê ýòî îïèñàíî â ðàáîòå [2].Èòåðàöèîííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàììíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðèâåäåííûõ â âåêòîðíîé ôîðìå. Äàí-íûé ïîäõîä ïîçâîëèë ñòðîèòü ÑËÀÓ, ðåøåíèå êîòîðûõ íå âûçûâàëî ñåðüåçíûõòåõíè÷åñêèõ è âðåìåííûõ çàòðàò. Âñå âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ñâîäè-ëèñü ê ïîñòðîåíèþ è ðåøåíèþ i ÑËÀÓ ïîðÿäêà n è j ÑËÀÓ ïîðÿäêà n + 1.Áûëè ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòåé 2, 3, . . . , 10. Èñõîäÿ èç ïîëó-÷åííûõ íà òîò ìîìåíò ðåçóëüòàòîâ áûëè ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòè100. Âñå èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ îäíèì è òåì æå èçîáðàæåíèåì, èìåþùåì ðàç-ìåðû 1024x768 ïèêñåëåé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î êîëè÷åñòâå ðåøåííûõ ÑËÀÓè èõ ðàçìåðíîñòè.Îöåíêà îøèáêè ïðîèçâîäèëîñü ìåòîäîì ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî [4]. Äàí-íàÿ ìåòðèêà áûëà âûáðàíà êàê íàèáîëåå íàãëÿäíàÿ è ïðîñòàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ.Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèåçàâèñèìîñòè ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è òàêèõ åãî ñâîéñòâ, êàê âðå-ìÿ, çàòðà÷åííîå íà äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîé, íàïåðåä çàäàííîé ìàêñèìàëüíîéîøèáêè.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Âûï. 21. 29Äëÿ íà÷àëà â òàáëèöå 1 ïðèâåäåì çàâèñèìîñòè îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ íàïåðâûõ 10-òè øàãàõ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé.Òàáëèöà 1. Îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòÿõ
i/n 2 3 4 5 61 250691595,68 113356199,79 64534470,18 41384009,45 27736091,442 125345797,84 56678099,89 32267235,09 20692004,72 13868045,723 83563865,23 37785399,93 21511490,06 13794669,82 9245363,814 62672898,92 28339049,95 16133617,54 10346002,36 6934022,865 50138319,14 22671239,96 12906894,04 8276801,89 5547218,296 41781932,61 18892699,96 10755745,03 6897334,91 4622681,917 35813085,10 16193742,83 9219210,03 5912001,35 3962298,788 31336449,46 14169524,97 8066808,77 5173001,18 3467011,439 27854621,74 12595133,31 7170496,69 4598223,27 3081787,9410 25069159,57 11335619,98 6453447,02 4138400,94 2773609,14
i/n 7 8 9 10 1001 20368692,15 15482141,30 10264537,78 3636251,88 51516,382 10184346,07 7741070,65 5132268,89 1818125,94 25758,193 6789564,05 5160713,77 3421512,59 1212083,96 17172,134 5092173,04 3870535,33 2566134,44 909062,97 12879,105 4073738,43 3096428,26 2052907,56 727250,38 10303,286 3394782,02 2580356,88 1710756,30 606041,98 8586,067 2909813,16 2211734,47 1466362,54 519464,55 7359,488 2546086,52 1935267,66 1283067,22 454531,48 6439,559 2263188,02 1720237,92 1140504,20 404027,99 5724,0410 2036869,21 1548214,13 1026453,78 363625,19 5151,64Äàëåå äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåì ãðàôèê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîéîøèáêè íà ïåðâûõ 10-òè èòåðàöèÿõ äëÿ n = 2, . . . , 10, 100.Â õîäå èñïûòàíèé áûëî âûÿâëåíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îøèáêè, êîòîðîãîóäàëîñü äîñòè÷ü ïðè âîññòàíîâëåíèè èçîáðàæåíèé - 4760. Ïîñëå äîñòèæåíèÿäàííîãî çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ n àëãîðèòì îñòàíàâëèâàëñÿ, òàêêàê ìåæøàãîâîå ïàäåíèå îøèáêè áûëî äîñòàòî÷íî ìàëûì [2].Ïðèâåäåì òàáëèöó äëèòåëüíîñòè îäíîé èòåðàöèè.Òàáëèöà 2. Äëèòåëüíîñòü ïåðâîé èòåðàöèè

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100Äëèòåëüíîñòü, ìñ 52 115 202 315 470 640 842 1270 3585 153045Êàê âèäíî èç ýòîé òàáëèöû, äëèòåëüíîñòü îäíîé èòåðàöèè ïðîïîðöèîíàëüíàêâàäðàòó ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ÷òî ãîâîðèò î ìàëîì êîëè÷åñòâå íàêëàä-íûõ ðàñõîäîâ íà ïîñòðîåíèå ìàòðèö è èõ ðåøåíèå.Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé áîëüøèõïîðÿäêîâ ðàññìîòðèì èçìåíåíèå îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè íà ïåðâûõ 10-òè èòåðàöèÿõÂû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå
∂Φi =

Φi−1 − Φi

∆t
,ãäå Φi - îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ íà i-é èòåðàöèè, à ∆t - âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èòå-ðàöèè. Ñâåäåì äàííûå â òàáëèöó.Êàê âèäíî èç òàáëèöû 3, ýôôåêòèâíîñòü ïàäàåò íå òîëüêî îò èòåðàöèè êèòåðàöèè, íî è c ðîñòîì ðàçìåðíîñòè n. Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåíî âðåìÿ, òðå-áóåìîå äëÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà ñîãëàñíî êðèòåðèÿì îñòàíîâêè äëÿ êàæäîéðàçìåðíîñòè.ÂûâîäûÂ õîäå ðàáîòû áûëè âûâåäåíû ôîðìóëû ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è ïðîèçâåäåíû èñïûòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñ÷åð-ïàíèÿ ìàòðèöû ñ ïðîïóñêàìè.Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííûé ìåòîä ìîæåò ïðè-ìåíÿòüñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè, îäíàêî èñïîëüçîâàíèåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé íå ïðèâîäèò íè ê óñêîðåíèþ âîññòàíîâëåíèÿ, íè ê óëó÷-øåíèþ êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ.Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ âëå÷åò çà ñî-áîé òîëüêî óâåëè÷åíèå äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà, à òàêæå óìåíüøå-íèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà. Îäíàêî âî âñåõðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì îñòàíàâëèâàëñÿ èç-çà ìàëîãî ïàäåíèÿ îøèáêèçà èòåðàöèþ, è âî âñåõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå êîíå÷íîé îøèáêè áûëî íå ìåíåå 5000.



31Òàáëèöà 3. Âðåìåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà
i/n 2 3 4 5 62 2410496,11 492853,04 159738,79 65688,90 29506,483 803498,70 164284,35 53246,26 21896,30 9835,494 401749,35 82142,17 26623,13 10948,15 4917,755 241049,61 49285,30 15973,88 6568,89 2950,656 160699,74 32856,87 10649,25 4379,26 1967,107 114785,53 23469,19 7606,61 3128,04 1405,078 86089,15 17601,89 5704,96 2346,03 1053,809 66958,23 13690,36 4437,19 1824,69 819,6210 53566,58 10952,29 3549,75 1459,75 655,70
i/n 7 8 9 10 1002 15913,04 9193,67 4041,16 507,15 0,103 5304,35 3064,56 1347,05 169,05 0,034 2652,17 1532,28 673,53 84,52 0,025 1591,30 919,37 404,12 50,71 0,016 1060,87 612,91 269,41 33,81 0,017 757,76 437,79 192,44 24,15 0,008 568,32 328,35 144,33 18,11 0,009 442,03 255,38 112,25 14,09 0,0010 353,62 204,30 89,80 11,27 0,00Òàáëèöà 4. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, t ÌÌ:ÑÑ

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100
t 11:53 11:54 11:54 11:54 11:55 11:55 11:56 11:59 12:05 15:23Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âîññòàíîâëåíèå èçîá-ðàæåíèé ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîãî èñ÷åðïàíèÿ ìàòðèöû ñ ïðîïóñêàìè ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ ìíîãîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñëåäóåò ïðîâîäèòü òîëüêîâ äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ëèòåðàòóðà1. Ãîðáàíü À.Í., Ìàêàðîâ Ñ.Â., Ðîññèåâ À.À. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ãëàâíûõ êîìïî-íåíò äëÿ òàáëèö ñ ïðîáåëàìè // Òðåòèé ñèáèðñêèé êîíãðåññ ïî ïðèêëàäíîé èèíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêå (ÈÍÏÐÈÌ-98), 22�27 èþíÿ 1998. Òåçèñû äîêëàäîâ.×. 5. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ, 1998.2. Ëàðèîíîâ È.Á. Êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè êàê ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè // Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009.Âûï. 20. Ñ. 97�106.3. Ñàìàðñêèé À.À. Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû Ì.: Íàóêà, 1982.4. Ismail Avcibas, Ismail Avcibas, Bulent Sankur, Lale Akarun, Emin Anarim, NasirMemon, Yucel Yemez. Image Quality Statistics and Their Use in Steganalysis andCompression. 2001.


