
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2010, âûï. 21, ñ. 11�16 ÓÄÊ 519.17ÏÎÈÑÊ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÂÎ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÃÐÀÔÀÕÑ.Â. Áåëèì, À.Â. ÑîðîêèíÂ äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ âûÿâëåíèÿ ñâÿçàí-íûõ ñòðóêòóð âî âçâåøåííûõ ãðàôàõ. Íà îñíîâå êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðè-ìåíòà ñðàâíèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîëíîãî ïåðåáîðà è ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ñèñòåì îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ãðàôîâ,òî åñòü ìíîæåñòâà âåðøèí è ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Îñîáåííî áîëüøîå êîëè÷åñòâîìîäåëåé ðàçðàáîòàíî äëÿ ñîöèàëüíûõ ñåòåé [1�3], êîìïüþòåðíûõ ñåòåé [4, 5],áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì [3] è ñåòåé îáñëóæèâàíèÿ [6]. Ðàííèå èññëåäîâàíèÿ áûëèîðèåíòèðîâàíû íà èçó÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, âûòåêàþùèõ èç òîïîëîãèèñåòè. Òàêèå ñâîéñòâà ïîëó÷èëè íàçâàíèå ¾ýôôåêòû ìàëûõ ñåòåé¿, òàê êàê èññëå-äóåìûå ñåòè èìåëè ìàëûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè [7,8], îáû÷íî ðàñòóùèåëîãàðèôìè÷åñêè ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà âåðøèí.Âî ìíîãèõ ñåòÿõ ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð(community structure). Ýòî ñâîéñòâî èíîãäà íàçûâàþò êëàñòåðèçàöèåé, îäíàêîìû íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì, òàê êàê åãî ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòüíåñêîëüêî â èíîì ñìûñëå. Òåðìèí ¾ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû¿ ïåðâîíà÷àëüíî ïî-ÿâèëñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñîöèàëüíûõ ñåòåé è â äàëüíåéøåì ïîëó÷èë ðàñïðî-ñòðàíåíèå íà äðóãèå àíàëîãè÷íûå ñåòè. Ìû, ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [9�12], ïîäñâÿçàííûìè ñòðóêòóðàìè áóäåì ïîíèìàòü ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, ñâÿçàííûõìåæäó ñîáîé ñèëüíåå, ÷åì ñ îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà. Â äàííîì îïðåäå-ëåíèè íåäîñòàòî÷íî ÷åòêî âûãëÿäèò ïîíÿòèå ¾ñèëüíåå ñâÿçàíû¿. Â ðàçëè÷íûõñåòÿõ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè âåëè÷èíû ñâÿçè ââîäÿòñÿ ðàçíûå ôóíêöèè.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïîèñêó ñâÿçàííûõñòðóêòóð:1. Ïîëíûé ïåðåáîð ñîñòîèò â âûäåëåíèè ïîäìíîæåñòâ âåðøèí è âû÷èñëåíèèôóíêöèè ñèëû ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû. Ýòîò ïîäõîä èìååò îäíîïðåèìóùåñòâî � àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Îäíàêî, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ñëîæ-íîñòü àëãîðèòìà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âåðøèí, â ñèëó÷åãî àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ íå ïðèãîäíûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ãðàôîâ.
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12 Ñ.Â. Áåëèì, À.Â. Ñîðîêèí. Ïîèñê ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð. . .2. Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ äàåò áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì, îäíàêî íåâñåãäà ïðàâèëüíûé îòâåò [11,12]. Ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà âû÷èñëÿåò-ñÿ âåñ ñâÿçè äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí. Çàòåì ñòðîèòñÿ ìíîãîóðîâíåâîå äåðåâî,ëèñòüÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûå âåðøèíû. Íà ïåðâîì øàãå ïîñòðîåíèÿäåðåâà ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà, ñâÿçàííàÿ äóãàìè ñ äâóìÿ íàèáîëåå ñèëü-íî ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé âåðøèíàìè. Äàëåå â èñõîäíîì ãðàôå îáðàçóåòñÿñòÿæêà äâóõ âåðøèí, âûäåëåííûõ ðàíåå ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà. Òàêèì îáðàçîìâ ãðàôå äâå âåðøèíû çàìåíÿþòñÿ îäíîé, êîòîðàÿ íàñëåäóåò âñå ñâÿçè ñ îñòàëü-íûìè âåðøèíàìè. Òî åñòü åñëè ó îäíîé èç âåðøèí, ïîïàâøèõ â ñòÿæêó, áûëàäóãà ê êàêîé-ëèáî âåðøèíå, òî îíà áóäåò è â íîâîì ãðàôå. Äàëåå çàäà÷à îáðàçî-âàíèÿ ñòÿæêè èç äâóõ âåðøèí ðåøàåòñÿ â íîâîì ãðàôå è òàê äàëåå. Ïîëó÷åííîåìíîãîóðîâíåâîå äåðåâî â ñîöèîëîãèè ïîëó÷èëî íàçâàíèå äåíäðîãðàììû [12].3. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [13, 14] áûëè ðàçðàáîòàíû èìåííî äëÿ áîëüøèõãðàôîâ è èñïîëüçóþò ìåòîä, àíàëîãè÷íûé ïîñòðîåíèþ ìíîãîóðîâíåâîãî äåðåâà.Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ ãðàôà íà ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû ïðè ýòîì,êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, åùå íèæå, ÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå.Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ êîì-ïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà ¾æàäíîãî¿ àëãîðèòìà ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð.
1. Îïèñàíèå ãðàôîâÍà÷íåì ñ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ, íà êîòîðûõ áóäóò âûÿâëÿòüñÿ ñâÿçàííûåñòðóêòóðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå çàäàíû âåñà êàê ðåáåð, òàê è âåðøèí.Òàêèå ãðàôû ìîãóò áûòü çàäàíû ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ñìåøåíèÿ E, ïðåäëîæåí-íîé â ðàáîòå [10]. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ñìåøåíèÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Eii ïîêàçûâàåò âåñ âåðøèíû ñ íîìåðîì i (vi). Ýëåìåíò
Eij (i 6= j) ïîêàçûâàåò âåëè÷èíó ñâÿçè âåðøèíû vi ñ âåðøèíîé vj. Êàê ïîêàçàíîâ ðàáîòå [10], áîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûé âèä ìàòðèöû ñìåøåíèÿ
e = E/m, ãäå m =

∑
Eij . Â ïðèâåäåííîé ìàòðèöå ñìåøåíèÿ ýëåìåíò eij ïî-êàçûâàåò äîëþ âåñà çàäàííîãî ðåáðà â îáùåì âåñå ãðàôà. Â äàëüíåéøåì ïîäìàòðèöåé ñìåøåíèÿ áóäåò ïîíèìàòüñÿ èìåííî ïðèâåäåííûé âèä. Ëåãêî óâèäåòü,÷òî ∑

eij = 1.Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìàòðèöû ñìåøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûìè è çàâèñÿò îò àë-ãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ñâÿçè âåðøèí. Òàê, â ðàáîòå [10] â êà÷åñòâå âå-ëè÷èíû ñâÿçè äâóõ âåðøèí èñïîëüçóåòñÿ âåñ ñâÿçûâàþùåãî èõ ðåáðà. Ïðè ýòîìâåñ âåðøèíû ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñóììàðíûé âåñ ïåòåëü ñ êîíöàìè â ýòîéâåðøèíå. Â ðàáîòå [15] â êà÷åñòâå âåëè÷èíû ñâÿçè äâóõ âåðøèí èñïîëüçóåòñÿñóììà âåñîâ âñåõ ïóòåé â ãðàôå, âåäóùèõ èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ ñ âåñîâû-ìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò äëèíû ïóòè. Âëèÿíèå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿìàòðèöû ñìåøåíèÿ íà âûÿâëåíèå ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåäî êîíöà èññëåäîâàííûì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Âûï. 21. 132. Ìåðà ñâÿçíîñòè âåðøèíÊàê óæå áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, äëÿ âûÿâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð íåîáõî-äèìî îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñìåøåíèÿ, ÷èñëåí-íî îïðåäåëÿþùóþ ñèëó ñâÿçíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ çàäàíàïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è, è áóäåì îáîçíà÷àòü åå Q(e) è íàçûâàòü ìåðîé ñâÿçíîñòè.Â ðÿäå ðàáîò áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ôóíêöèé ìåðû ñâÿçíîñòè âåðøèí.1. Ìåòîä ïàðíûõ êîððåëÿöèé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [16] è ñîñòîèò â âû-÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ Æàêêàðäà è èíäåêñîâ Ðàíäà äëÿ ïàð âåðøèí, âçÿòûõèç ðàçëè÷íûõ ïîäãðàôîâ èñõîäíîãî ãðàôà.2. Ìåòîä êëàñòåðèçàöèè, îñíîâàííûé íà ìåòðèêå Äîíãåíà [17].3. Òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä [18,19], ðàññìàòðèâàþùèé ìåðó ñâÿç-íîñòè êàê èíòåíñèâíîñòü îáìåíà èíôîðìàöèåé. Äàëåå íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿâçàèìíîé ýíòðîïèè âûäåëÿþòñÿ ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû, âíóòðè êîòîðûõ îáìåíèíôîðìàöèåé ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíåå, ÷åì ñ îñòàëüíûìè âåðøèíàìè.4. Ìåòîä Íüþìàíà, èññëåäîâàííûé â ðàáîòàõ [10�12]. Â êà÷åñòâå ìåðû ñâÿ-çàííîñòè èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà
Q(e) =

∑
eii −

∑
aibi,ãäå

ai =
∑

eij , bi =
∑

eji.Âûáîð ôóíêöèè ìåðû ñâÿçàííîñòè ãðàôà çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â äàí-íîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ôóíêöèè Q(e) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå, ïðåä-ëîæåííîå â ðàáîòàõ Íüþìàíà.3. Çàäà÷à ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóðÎïðåäåëèì áîëåå ñòðîãî ïðîöåäóðó îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííîé ñòðóêòóðû â ãðàôå.Íà÷íåì ñ àëãîðèòìà îáðàçîâàíèÿ ñòÿæåê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà G â ãðàô
G1. Âûäåëèì â ãðàôå G ïîäãðàô G′ è çàìåíèì âñå âõîäÿùèå â íåãî âåðøèíûîäíîé âåðøèíîé, ïðè ýòîì âåðøèíû ïîäãðàôà G \ G′ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.Îáðàçîâàííàÿ âåðøèíà ñâÿçàíà äóãàìè ñ òåìè âåðøèíàìè ãðàôà G1, ñ êîòî-ðûìè áûëè ñâÿçàíû âåðøèíû, âîøåäøèå â ñòÿæêó. Âåñ âåðøèíû, âîøåäøåé âñòÿæêó, ðàâåí ñóììå âåñîâ âåðøèí è äóã, âîøåäøèõ â ñòÿæêó. Ïðè ýòîì, åñëèãðàô íå îðèåíòèðîâàííûé, ïðè îáðàçîâàíèè ñòÿæêè êàæäóþ äóãó çàìåíÿåìäâóìÿ äóãàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé è îäèíàêîâûì âåñîì.Ïîä ñâÿçàííîé ñòðóêòóðîé áóäåì ïîíèìàòü ïîäãðàô èñõîäíîãî ãðàôà, êîòî-ðûé ïðè îáðàçîâàíèè èç íåãî ñòÿæêè ìàêñèìèçèðóåò ìåðó ñâÿçàííîñòè ãðàôà.Áóäåì ðàçëè÷àòü äâå çàäà÷è âûÿâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð � ÷àñòíóþ è îá-ùóþ.×àñòíàÿ çàäà÷à:Ïîèñê ñâÿçàííîé ñòðóêòóðû â èñõîäíîì ãðàôå, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ çàäàííóþâåðøèíó.Îáùàÿ çàäà÷à:Âûÿâëåíèå âñåõ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð â ãðàôå.



14 Ñ.Â. Áåëèì, À.Â. Ñîðîêèí. Ïîèñê ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð. . .Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è âûÿâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð â ãðàôàõ ðåøàëèñüñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàññìàòðèâàëèñü âçâåøåííûå ãðàôûñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí. Äëÿ êàæäîãî ðàçìåðà ãðàôà ñëó÷àéíûì îá-ðàçîì ãåíåðèðîâàëîñü ïî 100 ìàòðèö ñìåøåíèÿ. Ïîñëå ÷åãî ðåøàëàñü çàäà÷àâûÿâëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð.Äîñòàòî÷íî ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ÷àñòíàÿ çàäà÷à ÷àñòüþîáùåé çàäà÷è? Òî åñòü âñåãäà ëè ñâÿçàííàÿ ñòðóêòóðà, îáðàçîâàííàÿ ïðè ðåøå-íèè ÷àñòíîé çàäà÷è, ñîõðàíèòñÿ ïðè ðåøåíèè îáùåé çàäà÷è. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîéãèïîòåçû áûë ïðîâåäåí êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõâåðøèí ãðàôà ðåøàëàñü ÷àñòíàÿ çàäà÷à. Çàòåì äëÿ âñåãî ãðàôà ðåøàëàñü îáùàÿçàäà÷à è ïðîâåðÿëîñü, âñå ëè ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè÷àñòíûõ çàäà÷, ïðèñóòñòâóþò â ðåøåíèè îáùåé çàäà÷è.4. ¾Æàäíûé¿ àëãîðèòì ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóðÍåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî òî÷íûé àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé íà ïîëíîì ïåðåáî-ðå, èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿäðóãèõ àëãîðèòìîâ, äàþùèõ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèáî ðåøåíèå, áëèçêîå êòî÷íîìó.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÷àñòíîé çàäà÷è äëÿâåðøèíû v.1. Èùåì âåðøèíó v1, ñâÿçàííóþ ñ v äóãîé, êîòîðàÿ ïðè îáðàçîâàíèè ñòÿæêèñ v äàåò íàèáîëüøåå óâåëè÷åíèå ìåðû ñâÿçíîñòè Q.2. Îáðàçóåì ñòÿæêó èç âåðøèí v1 è v, îáîçíà÷àåì åå ÷åðåç v è ïåðåõîäèì êïóíêòó 1.3. Ïóíêòû 2 è 3 ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà ñóùåñòâóþò âåðøèíû, ñòÿæêà ñêîòîðûìè óâåëè÷èâàåò Q.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ¾æàäíîãî¿ àëãîðèòìà áûë ïðîâåäåí êîì-ïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ðåøåíèÿ ÷àñòíîé çàäà÷è ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð ñïîìîùüþ ¾æàäíîãî¿ àëãîðèòìà è òî÷íîãî àëãîðèòìà (ïåðåáîðà).¾Æàäíûé¿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð âû-ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Âûáèðàåì îäíó èç âåðøèí ãðàôà è ðåøàåì äëÿ íåå ÷àñòíóþ çàäà÷ó ïîèñêàñâÿçàííûõ ñòðóêòóð.2. Â ãðàôå, ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå ñòÿæêè ñâÿçàííîé ñòðóêòóðû, íàéäåí-íîé â ïåðâîì ïóíêòå, âûáèðàåì âåðøèíó, îòëè÷íóþ îò âûáðàííîé ðàíåå, è äëÿíåå ðåøàåì ÷àñòíóþ çàäà÷ó ïîèñêà ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð.3. Ïîâòîðÿåì ïóíêò 2 äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò îïðåäåëåíû âñâÿçàííûå ñòðóêòóðû (ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû ìîãóò ñîäåðæàòü è îäíó âåðøèíó).Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðè-ìåíòà. Òåñò 1 ïîêàçûâàåò ïðîöåíò ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ ðåøåíèå ÷àñòíîé çàäà÷èïðèñóòñòâóåò â ðåøåíèè îáùåé çàäà÷è äëÿ ìàòðèö ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà. Òåñò 2äåìîíñòðèðóåò ïðîöåíò ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé ÷àñòíîé çàäà÷è ïîèñêà ñâÿçàííûõñòðóêòóð ¾æàäíûì¿ àëãîðèòìîì è ïîëíûì ïåðåáîðîì.
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