
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 5�11 ÓÄÊ 519.214.5ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÈÁ�À�ÈÌÎÂÀÀ.�. �ðèíüÂ ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà È.À. Èáðàãèìîâà äëÿ ìî-ìåíòîâ ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóþùèé íîðìû áîëååîáùåãî âèäà, ÷åì â îðèãèíàëüíîì íåðàâåíñòâå � òàê íàçûâàåìûå íîðìûÎðëè÷à.Ïóñòü {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} � ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü è ïóñòü F≤n è F≥n−σ -àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ñåìåéñòâàìè {ξi : i ≤ n}è {ξi : i ≥ n}. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþðàâíîìåðíî ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ (ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ) ñ êîý��èöèåíòîì ïå-ðåìåøèâàíèÿ ϕ(n), åñëè
ϕ(n) = sup

{

|P(AB) −P(A)P(B)|P(A)
: A ∈ F≤0, B ∈ F≥n

}

→ 0, n→ ∞.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ�ïåðåìåøèâàíèÿ ñêîý��èöèåíòîì ïåðåìåøèâàíèÿ ϕ(n) è ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èçìå-ðèìû îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n ñîîòâåòñòâåííî,
‖ξ‖p = (E|ξ|p) 1

p <∞, ‖η‖q <∞, p > 1, q > 1, p−1 + q−1 = 1.Òîãäà
|Eξη − EξEη| ≤ 2ϕ

1

p (n)‖ξ‖p‖η‖q. (1)Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [1, òåîðåìà 17.2.3℄.Íåðàâåíñòâî (1), ïîëó÷åííîå È.À. Èáðàãèìîâûì, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâ-íûõ èíñòðóìåíòîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì ñëàáî çàâè-ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íèæå äîêàçàíî îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà (1), èñïîëü-çóþùåå íîðìû áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ‖ξ‖p � òàê íàçûâàåìûå íîðìû Îðëè÷à.Ïðèâîäèìûå íèæå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (2)-(6) ìîæíîíàéòè â [2℄.Íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ �óíêöèþ f(x), x ∈ (0,+∞) íàçîâåì N-�óíêöèåé,åñëè
lim

x→+0

f(x)

x
= 0, lim

x→+∞

f(x)

x
= ∞.
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6 À.�. �ðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàÅñëè f(x) � N-�óíêöèÿ, òî ñîïðÿæåííàÿ ê íåé �óíêöèÿ
f ∗(y) = max

x>0
(xy − f(x))òàêæå ÿâëÿåòñÿ N-�óíêöèåé è (f ∗)∗ = f .Ïóñòü (Ω,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ξ : Ω → R � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ èP� êîíå÷íàÿ ìåðà íà F . Îáîçíà÷èìEPξ = Eξ =

∫

Ω

ξ(ω)P(dω)(èíäåêñ P áóäåì îïóñêàòü òàì, ãäå ýòî íå âûçîâåò ïóòàíèöû).Ïóñòü f(x) � N-�óíêöèÿ. Íîðìîé Îðëè÷à �óíêöèè ξ(ω) îòíîñèòåëüíî ìåðûP íàçîâåì ÷èñëî
‖ξ‖f = ‖ξ‖f,P = sup{EPξη : EPf ∗(|η|) ≤ 1},à íîðìîé Ëþêñåìáóðãà �

‖ξ‖(f) = ‖ξ‖(f,P) = inf

{

s > 0 : EPf ( |ξ|

s

)

≤ 1

}

.Ýòè äâå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:
‖ξ‖(f) ≤ ‖ξ‖f‖ ≤ 2ξ‖(f). (2)Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
‖ξ‖f,P ≤ EPf(|ξ|) + 1. (3)Îòìåòèì �îðìóëó äëÿ íîðìû èíäèêàòîðà: åñëè 1A(ω) =

{

1, ω ∈ A
0, ω /∈ A

, òî
‖1A(ω)‖(f,P) =

1

f−1

(

1P(A)

) . (4)Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâî �åëüäåðà è óñèëåííîå íåðàâåíñòâî �åëüäåðà:
|Eξη| ≤ ‖ξ‖f‖η‖f∗ , (5)
|Eξη| ≤ ‖ξ‖(f)‖η‖f∗ . (6)�îâîðÿò, ÷òî N-�óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò ∆′-óñëîâèþ, åñëè ñóùåñòâóþò ïî-ñòîÿííûå a > 0 è x0 > 0 òàêèå, ÷òî

f(xy) ≤ af(x)f(y), x, y ≥ x0. (7)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 7Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ïåðå-ìåøèâàíèÿ, ξ è η èçìåðèìû ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n, à f(x)� N-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ∆′-óñëîâèþ. Åñëè Ef(|ξ|) <∞ è Ef ∗(|η|) <∞,òî
|Eξη − EξEη| ≤ Cψ(n)‖ξ‖f‖η‖f∗, ψ(n) =

C

f−1

(

1

ϕ(n)

) ,à êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò f .Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f(x) = p−1xp, p > 1, òî íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî f ∗(x) =
q−1xq, q > 1, p−1 + q−1 = 1, ‖ξ‖f = q1/q‖ξ‖p, ‖η‖f∗ = p1/p‖η‖q (ñì., íàïðèìåð, [2,ñ. 86℄). ßñíî, ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò ∆′-óñëîâèþ è ψ(n) = Cp−1/pϕ1/p(n). Ìûâèäèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî â òåîðåìå îòëè÷àåòñÿ îò íåðàâåíñòâàÈáðàãèìîâà ëèøü êîíñòàíòîé â ïðàâîé ÷àñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ âåëè÷èí ξ ≥ 0 è η ≥ 0âèäà

ξ =

k
∑

i=1

ui1Ai
, Ai ∈ F≤0, i = 1, ..., k, AiAj = ∅, i 6= j,

k
⋃

i=1

Ai = Ω,

η =

l
∑

j=1

vj1Bj
, Bj ∈ F≥n, j = 1, ..., l, BiBj = ∅, i 6= j,

l
⋃

j=1

Bj = Ω. (8)Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà �åëüäåðà (5) ïîëó÷àåì
|Eξη − EξEη| = |Eξ(E(η|ξ) − Eη)| ≤ ‖ξ‖f‖E(η|ξ) − Eη‖g, (9)ãäå g = f ∗, à E(η|ξ) =

k
∑

i=1

(

l
∑

j=1

vjP(Bj|Ai)

)1Ai
(ω). Ïðè ω ∈ Ai

|E(η|ξ) − Eη| =

∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

j=1

vj(P(Bj|Ai) −P(Bj))

∣

∣

∣

∣

∣

= EQ+

i
η +EQ−

i
η, (10)ãäå ìåðû Q+

i è Q−
i îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèQ+

i (Bj) = (P(Bj |Ai) −P(Bj)) ∨ 0, Q−
i (Bj) = (P(Bj) −P(Bj |Ai)) ∨ 0,

a ∨ b = max(a, b), Q±
i

(

⋃

j

Bj

)

=
∑

j

Q±
i (Bj) .Èç óñèëåííîãî íåðàâåíñòâà �åëüäåðà (6) ñëåäóåòEQ+

i
η +EQ−

i
η ≤ ‖1‖(f,Q+

i )‖η‖g,Q+

i
+ ‖1‖(f,Q−

i )‖η‖g,Q−

i
. (11)



8 À.�. �ðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàÂ ñèëó (4)
‖1‖(f,Q+

i ) = ‖1Ω‖(f,Q+

i ) =
1

f−1

(

1Q+
i (Ω)

) ,Q+
i (Ω) =

l
∑

j=1

Q+
i (Bj) =

∑

j

+
(P(Bj |Ai) −P(Bj)) =

= P(⋃
j

+
Bj|Ai

)

−P(⋃
j

+
Bj

)

≤ ϕ(n)(çäåñü∑+ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî ïîëîæèòåëüíûì ñëàãàåìûì, à â ⋃+) ñóì-ìèðîâàíèå èäåò ïî òåì æå èíäåêñàì, ÷òî è â∑+). Äîáàâèâ ê ýòîìó àíàëîãè÷íûåðàññóæäåíèÿ ñ Q−
i , ïîëó÷èì

‖1‖(f,Q+

i ) ≤
1

f−1

(

1

ϕ(n)

) , ‖1‖(f,Q−

i ) ≤
1

f−1

(

1

ϕ(n)

) .Âìåñòå ñ (9), (10) è (11) ýòî äàåò íàì
|Eξη −EξEη| ≤ ‖ξ‖f,P

f−1

(

1

ϕ(n)

)

∥

∥

∥

∥

∥

k
∑

i=1

(

‖η‖g,Q+

i
+ ‖η‖g,Q−

i

)1Ai

∥

∥

∥

∥

∥

g,P ≤

≤
‖ξ‖f,P

f−1

(

1

ϕ(n)

)

(

S+ + S−
)

, S± =

∥

∥

∥

∥

∥

k
∑

i=1

‖η‖g,Q±

i
1Ai

∥

∥

∥

∥

∥

g,P . (12)Îöåíèì S+, S− îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû Îðëè÷à,íàéäåòñÿ �óíêöèÿ ζ =
k
∑

i=1

yi1Ai
, yi ≥ 0 òàêàÿ, ÷òîEf(ζ) =

k
∑

i=1

f(yi)P(Ai) ≤ 1, S+ ≤ 2

k
∑

i=1

yi‖η‖g,Q+

i
P(Ai), (13)è �óíêöèè θi =

l
∑

j=1

xij1Bj
, xij ≥ 0, i = 1, ..., k òàêèå, ÷òîEQ+

i
f(θi) =

l
∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj) ≤ 1, ‖η‖g,Q+

i
≤ 2

l
∑

j=1

vjxijQ+
i (Bj). (14)Èç (13) è (14) ñ ïîìîùüþ (6) ïîëó÷àåì

S+ ≤ 4
k
∑

i=1

l
∑

j=l

xijyivjQ+
i (Bj)P(Ai) = 4ERηζθ ≤ 4‖η‖(g,R)‖ζθ‖f,R . (15)
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k
∑

i=1

l
∑

j=l

xij1AiBj
, à ìåðà R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:R(AiBj) =

= Q+
i (Bj)P(Ai) = (P(AiBj) −P(Ai)P(Bj)) ∨ 0, R(⋃

i,j

AiBj

)

=
∑

i,j

R(AiBj).ßñíî, ÷òî R(AiBj) ≤ P(AiBj), îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (2), âûâîäèì
‖η‖(g,R) ≤ ‖η‖(g,P) ≤ ‖η‖g,P. (16)Äàëåå, èç (3) ñëåäóåò

‖ζθ‖f,R ≤ 1 +ERf(ζθ) = 1 +

k
∑

i=1

l
∑

j=l

f(xijyj)R(AiBj) =

= 1 +
(

∑

1
+
∑

2
+
∑

3
+
∑

4

)

f(xijyj)R(AiBj), (17)ãäå â ∑i, i = 1, 2, 3, 4 ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî
{i, j : xij ≤ x0, yi ≤ x0}, {i, j : xij ≤ x0, yi > x0},

{i, j : xij > x0, yi ≤ x0}, {i, j : xij > x0, yi > x0},à x0 � êîíñòàíòà èç ∆′-óñëîâèÿ (7). Ó÷èòûâàÿ (13) è (14), ïîëó÷àåì
∑

1
f(xijyj)R(AiBj) ≤ f(x2

0),
∑

2
f(xijyj)R(AiBj) ≤

≤
∑

i,j

f(x0yj)R(AiBj) ≤ af(x0)
k
∑

i=1

f(yi)P(Ai) ≤ af(x0),

∑

3
f(xijyj)R(AiBj) ≤ af(x0)

k
∑

i=1

l
∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj)P(Ai) ≤ af(x0),

∑

4
f(xijyj)R(AiBj) ≤ a

k
∑

i=1

f(yi)P(Ai)

l
∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj) ≤ a.Òàêèì îáðàçîì, ‖ζθ‖f,R ≤ C1 = 1 + f(x0) + a(1 + 2f(x0)), ÷òî âìåñòå ñ (9), (12),(15) è (16) îçíà÷àåò, ÷òî

|Eξη −EξEη| ≤ 8C1ψ(n)‖ξ‖f‖η‖f∗ , (18)ãäå ξ è η �óíêöèè âèäà (8).Åñëè ξ ≥ 0, η ≥ 0 èçìåðèìû ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n, òîñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé {ξn} è {ηn} âèäà (8) è òàêèå, ÷òî
ξn(ω) ↑ ξ(ω), ηn(ω) ↑ η(ω), n → ∞ ïðè ëþáîì ω ∈ Ω. È åñëè Ef(|ξ|) < ∞è Ef ∗(|η|) < ∞, òî ïî òåîðåìå î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè Eξn → Eξ,



10 À.�. �ðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàEηn → Eη, Eξnηn → Eξη, ‖ξn‖f,P‖ → ξ‖f,P, ‖ηn‖f,P → ‖η‖f,P, n → ∞, ÷òîâìåñòå ñ äîêàçàííûì âûøå îçíà÷àåò, ÷òî (18) âûïîëíåíî äëÿ äàííûõ ξ ≥ 0 è
η ≥ 0.Ïóñòü, íàêîíåö, ξ è η � ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿìòåîðåìû. Òîãäà ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−, ξ± = (±ξ) ∨ 0, η± = (±η) ∨ 0 è

|Eξη − EξEη| ≤ |Eξ+η+ −Eξ+Eη+| + |Eξ+η− −Eξ+Eη−|+
+|Eξ−η+ − Eξ−Eη+| + |Eξ−η− − Eξ−Eη−|.Ïðèìåíèâ ê ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íåðàâåíñòâî(18), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ C = 32C1. �Îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå òåîðåìû 1 � ýòî èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè, îñíîâàí-íîé íà ïðèìåíåíèè àíàëîãîâ íåðàâåíñòâ (1) â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îäíà èç âåëè÷èí

ξ èëè η íå èìååò ìîìåíòîâ ïîðÿäêà, áîëüøåãî 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò âîçìîæíî-ñòè èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (1). Îäíàêî åñëè E|ξ| <∞, òî ìîæíî ïîñòðîèòüN-�óíêöèþ f(x) òàêóþ, ÷òî Ef(ξ) <∞ [2, ñ. 76℄. Ïîêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ N-�óíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé ∆′-óñëîâèþ ñî ñêîëüóãîäíî ìåäëåííûì ðîñòîì f(x)/x.Ïóñòü �óíêöèÿ ε(t) > 0 òàêîâà, ÷òî ε(t) ↓ 0, t→ +∞, è ïðè íåêîòîðîì c > 0

ε(t) + ε2(t) + tε′(t) ≥ 0, t ≥ c,

∞
∫

c

ε(t)

t
dt = ∞. (19)Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ε(t) ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ �óíêöèþ, âýòîì ñëó÷àå tε′(t) = o(ε(t)), t→ ∞ [3, ñ. 15℄ è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ïåð-âîå ñîîòíîøåíèå â (19). Ïðè ýòîì ε(t) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòüñêîëü óãîäíî ìåäëåííûé ðîñò x

∫

c

ε(t)
t
dt. Ïîëîæèì f(x) = x exp

{

x
∫

c

ε(t)
t
dt

}

, x ≥ c.Òî, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ N-�óíêöèåé, ïðîâåðÿåòñÿ áåç òðóäà. Ïîÿñíèì ëèøü äî-êàçàòåëüñòâî ∆′-óñëîâèÿ. Ïðè x, y ≥ c ≥ 1 èìååì
cx
∫

x

ε(t)

t
dt ≤ ε(x)

cx
∫

x

dt

t
= o(1), x→ ∞,òàê ÷òî

xy
∫

c

ε(t)

t
dt =

x
∫

c

ε(t)

t
dt+

cx
∫

x

ε(t)

t
dt+

xy
∫

cx

ε(t)

t
dt ≤

x
∫

c

ε(t)

t
dt+

y
∫

c

ε(t)

t
dt+ o(1),îòêóäà ñëåäóåò ∆′-óñëîâèå äëÿ �óíêöèè f(x).
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