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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
Â ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎÉ ÏÐÅÄÅËÜÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ ÄËß
ÑÓÌÌ ÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

À.Ã. Ãðèíü

It is received an asymptotic expansion with a member of an order n−1 in the
central limit theorem for stationary sequences with uniform strong mixing.

1. Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} � ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü è ïóñòü

Eξ1 = 0, Eξ2
1 < ∞, Tn =

n∑
j=1

ξj, σ2
n = DTn →∞, n →∞,

Fn(x) = P{Tn < xσn}, Φ(x) = (2π)−
1
2

x∫

−∞

exp

{
−t2

2

}
dt,

∆n = sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëàáî çàâèñèìûõ âåëè÷èí îöåíêè ñêîðîñòè ñòðåì-
ëåíèÿ ∆n ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàëèñü íà ïðîòÿæåíèè áîëåå, ÷åì òðèä-
öàòè ëåò, ïîêà, íàêîíåö, Å.Ðèî â [1] íå ïîëó÷èë íåóëó÷øàåìóþ ïî ïîðÿäêó îöåí-
êó ∆n = O(n−

1
2 ) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îãðàíè÷åííûõ âåëè÷èí ñ ðàâíîìåðíî

ñèëüíûì ïåðåìåøèâàíèåì (ϕ�ïåðåìåøèâàíèåì).
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó óòî÷íåíèþ öåíòðàëüíîé ïðå-

äåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñóìì ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Âûäåëåí êëàññ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ξn} (òàê íàçûâàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñèììåòðè÷-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì), äëÿ êîòîðûõ ïðè ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîì ϕ�ïåðåìåøè-
âàíèè, E|ξ1|5 < ∞ è

lim sup
t→∞

|E exp {itξ1}| < 1, (1)

äîêàçàí àíàëîã àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ Ýññååíà â öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-
íîé òåîðåìå (ñì., íàïðèìåð [2, ãë.5, òåîðåìà 20]). Èç ýòîãî ðàçëîæåíèÿ (ñì.
òåîðåìó 1) â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ∆n = O(n−1).

Copyright c© 2009 À.Ã. Ãðèíü.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
E-mail: griniran@gmail.com
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06�01�00127.
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1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì

Ïóñòü ξ = (ξ1, ..., ξn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, δ � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
{1, 2, ..., n} â ìíîæåñòâî {−1, 1}, òî åñòü δ = (δ1, ..., δn), δk = ±1, k = 1, 2, ..., n
è ïóñòü ∆ = {δ} = {−1, 1}{1,2,...,n}. Îáîçíà÷èì δ ∗ ξ = (δ1ξ1, ..., δnξn). Ðàñïðåäå-
ëåíèå âåêòîðà ξ áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûì, åñëè âñå âåêòîðû δ ∗ ξ, δ ∈ ∆
èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn}
èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè âñå åå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñèììåòðè÷íû.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè-
÷èí ñ ñèììåòðè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ âåêòîðà ξ :

fξ1,...,ξn(t1, ..., tn) = E exp

{
i

n∑

k=1

tkξk

}

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ξ
d
= η â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ ξ è η ñîâïàäàþò, è {ξn} d
= {ηn}, êîãäà ñîâïàäàþò êîíå÷íîìåðíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ξn} è {ηn}.

Ëåììà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
a) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå;
b) Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ t1, ..., tn

fξ1,...,ξn(t1, ..., tn) = E
n∏

k=1

cos(tkξk); (2)

c) {ξn} d
= {εnξn}, ãäå {εn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

P{εn = 1} = P{εn = −1} =
1

2

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {εn} íå çàâèñèò îò {ξn}.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íî è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè {ξn} � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëíîñòü, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ÐÑÏ ñ êîýôôèöèåíòîì ϕ(n), à {εn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
îïðåäåëåííàÿ â ïóíêòå c) ëåììû 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εnξn} òàêæå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ÐÑÏ ñ êîýôôèöèåíòîì ϕ1(n) ≤ ϕ(n) [3].

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ ñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì,òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì p ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
p∑

l=1

ξ(j−1)p+l, j = 1, 2, ...

}
òàêæå èìååò ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ëåììà 2. Åñëè {ξn} �ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ñèììåòðè÷íûì
ðàñïðåäåëåíèåì è E|ξ1|4 < ∞, òî

a) ETn = 0, ET 3
n = 0, n = 1, 2, ...;

b) σ2
n = DT 2

n = nσ2
1, n = 1, 2, ...;

c) ET 4
n = nEξ4

n + 6
∑

1≤i<j≤n

Eξ2
i ξ

2
j , n = 1, 2, ...

Óòâåðæäåíèÿ ëåììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèé
âåëè÷èí ξj, ξjξk), ξj, ξ

3
k, j 6= k.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç F≤n è F≥n σ�àëãåáðû, ïîðîæäåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ñåìåéñòâàìè
{ξk : k ≤ n} è {ξk : k ≥ n}.
Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåð-
íî ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ (ϕ�ïåðåìåøèâàíèÿ) ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåìåøè-
âàíèÿ ϕ(n) è ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî F≤0

è F≥n ñîîòâåòñòâåííî,

‖ξ‖p = (E|ξ|p) 1
p < ∞, ‖η‖q < ∞, p > 1, q > 1, p−1 + q−1 = 1.

Òîãäà ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ a è b

|Eξη − EξEη| ≤ 2ϕ
1
p (n)‖ξ − a‖p‖η − b‖q. (3)

Åñëè æå
‖ξ‖1 = E|ξ| < ∞, ‖η‖∞ = vrai sup|η| ≤ ∞,

òî
|Eξη − EξEη| ≤ 2ϕ(n)‖ξ − a‖1‖η − b‖∞. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, èç òåîðåìû
17.2.3 â [4] èëè èç [5, c.236].

Ëåììà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò ϕ�ïåðåìåøèâàíèÿ,
σn → ∞, n → ∞, è ïóñòü E|ξ|p < ∞, p > 2. Òîãäà ‖Tn‖p ≤ C(p) σn, ãäå
0 < C(p) < ∞ íå çàâèñèò îò n.

Ïðè 2 < p < 3 óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî â [4, òåîðåìà 18.5.1], â îáùåì
ñëó÷àå îíî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû 1.1 â [6].

Îáîçíà÷èì γk (ξ) k−é ñåìèèíâàðèàíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ëåììà 5. Ïóñòü {ξn} �ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ñèììåòðè÷íûì
ðàñïðåäåëåíèåì ïóñòü E|ξ1|4 < ∞. Òîãäà

a) γ1(Tn) = 0, γ3(Tn) = 0, n = 1, 2, ...;
b) γ2(Tn) = nσ2

1, n = 1, 2, ...;
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c) Åñëè
∞∑

k=1

ϕ
1
2 (k) < ∞, òî

γ4 = γ4(ξ1) + 6
∞∑

k=1

E
(
ξ2
0 − Eξ2

0

) (
ξ2
k − Eξ2

k

)
< ∞.

Åñëè æå
∞∑

k=1

kϕ
1
2 (k) < ∞, òî

sup
n
|γ4(Tn)− nγ4| ≤ C < ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Òàê êàê â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ γk(Tn) = ET k

n , k = 1, 2, 3, òî óòâåðæäå-
íèÿ a) è b) ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé ëåììû (2). Îáîçíà÷èì
ρk = E (ξ2

0 − Eξ2
0) (ξ2

k − Eξ2
k) . Â ñèëó ëåììû 3 |ρk| ≤ 2 ‖ξ2

0 − Eξ2
0‖2

2 ϕ
1
2 (k), îòêóäà

ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïóíêòà c) ëåììû. Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèé b) è c)
ëåììû (2) ïîëó÷àåì

γ4(Tn) = ET 4
n − 3

(
ET 2

n

)2
= nEξ4

n + 6
∑

1≤i<j≤n

Eξ2
i ξ

2
j − 3n2σ4

1 =

= nEξ4
1 − 3nσ4

1 + 6
∑

1≤i<j≤n

E
(
ξ2
i − Eξ2

i

) (
ξ2
j − Eξ2

j

)
=

= nγ4(ξ1) + 6
n−1∑

k=1

(n− k)ρk.

Îòñþäà

|γ4(Tn)− nγ4| ≤ 6n
∞∑

k=n

|ρk|+ 6
n−1∑

k=1

k|ρk| ≤

≤ 12
∥∥ξ2

0 − Eξ2
0

∥∥2

2

∞∑

k=1

kϕ
1
2 (k) < ∞.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü Eξ2

1 < ∞, à n è p�íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì

Qj = σn
−1

p∑

l=1

ξ(j−1)p+l, j = 1, 2, ... (5)

fr(t) = E exp

{
it

r∑
j=1

Qj

}
, r = 1, 2, ...

Ââåäåì ôóíêöèþ

Fk(z) = E
k∏

j=1

(f1 + z (exp {itQj} − f1)) =
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=
k∑

m=1

zmfk−m
1 ESm(X1, ..., Xk),

ãäå f1 = f1(t), Xj = exp {itQj} − f1, j = 1, ..., k, à

S0(x1, ..., xk) = 1, Sm(x1, ..., xk) =
∑

1≤j1<...<jm≤k

xj1 ...xjk
−

�m-é ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èç ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ
ôóíêöèè Fk(z) (ñì.,íàïðèìåð, [7, ñ. 67]) ïîëó÷àåì ïðè l < k

fk(t) = Fk(1) = fk
1 + fk−1

1 ES1(X1, ..., Xk)+

+fk−2
1 ES2(X1, ..., Xk) + ... + fk−l

1 ESl(X1, ..., Xk) + Rl, (6)
ãäå

Rl = Rl(X1, ..., Xk) =
1

2πi

∫

|z|=ρ

Fk(z) dz

(z − 1) zl+1
, |ρ| > 1. (7)

Ïóñòü gl = EX1...Xl, l ≥ 1, β2 = E|X1|2 = 1− |f1|2.
Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θi = θi(t, n, ...), i = 1, 2, , ... - îãðà-

íè÷åííûå âåëè÷èíû, (ò.å. sup
t,n,...

|θi(t, n, ...)| < ∞); åñëè g(t, n, ...) ≤ ch(t, n, ...), ãäå
c ≥ 0 íå çàâèñèò îò t, n, ..., òî áóäåì ïèñàòü g ¿ h, à g ³ h áóäåò îáîçíà÷àòü,
÷òî g ¿ h è h ¿ g.

Ëåììà 6. 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ�ïåðåìå-
øèâàíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåìåøèâàíèÿ ϕ(n), òî

a) ES1(X1, ..., Xk) = 0;

b) ES2(X1, ..., Xk) = (k − 1)g2 + O(β2k2ϕ
1
2 (p));

c) ES3(X1, ..., Xk) = (k − 2)g3 + O(β2k3ϕ
1
2 (p));

d) ES4(X1, ..., Xk) = (k − 3)g4 + (k−3)(k−4)
2

g2
2 + O(β2k4ϕ

1
2 (p)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) ES1(X1, ..., Xk) = E
k∑

j=1

Xj = 0.

b) Â ñóììå ES2(X1, ..., Xk) èìååòñÿ k − 1 ñëàãàåìîå âèäà EXjXj+1 = g2 è
(k− 1)(k− 2)/2 ñëàãàåìûõ âèäà EXjXl, l > j + 1, êàæäîå èç êîòîðûõ ïî ëåììå
3 íå ïðåâîñõîäèò 2ϕ

1
2 (p)‖Xj‖2‖Xl‖2 == 2β2ϕ

1
2 (p), ÷òî äàåò íàì íóæíóþ îöåíêó

äëÿ ES2(X1, ..., Xk). Ñîîòíîøåíèå c) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî |Xj| ≤ 2 ïðè âñåõ j .

d) Â ñóììå ES4(X1, ..., Xk) èìååòñÿ k − 3 ñëàãàåìûõ âèäà
EXjXj+1Xj+2Xj+3 = g4 è (k − 3)(k − 4)/2 ñëàãàåìûõ âèäà EXjXj+1XlXl+1,

l > j+2, êàæäîå èç êîòîðûõ ïî ëåììå 3 ðàâíî g2
2 +O

(
β2ϕ

1
2 (p)

)
. Âñå ïðî÷èå ñëà-

ãàåìûå èìåþò âèä EXiXjXkXl, ãäå ëèáî j > i+1, ëèáî l > k+1; ïî ëåììå 3 òàêèå
ñëàãàåìûå ðàâíû O

(
β2ϕ

1
2 (p)

)
, à êîëè÷åñòâî ýòèõ ñëàãàåìûõ ðàâíî C4

k−(k−3)−
−(k − 3)(k − 4)/2 = O (k4) . Ñêàçàííîå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå d).
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Ëåììà 7. Ïóñòü n = kp. Åñëè E|ξ1|5 < ∞, è
∞∑

j=1

jϕ
1
2 (j) < ∞, òî ñóùåñòâóåò

ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè |t| ≤ ε
√

k
a)

f1(t) = exp

{
− t2

2k
+

t4γ4

4!σ4
1nk

+ θ1

(
t4

n2
+
|t|5
k

5
2

)}
. (8)

b)
|g∗l | ¿

t4

n2
+
|t|5
k

5
2

, g∗l = f−l
1 gl, l = 2, 3, 4. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Â ñèëó ëåììû 5

ln f1(t) =
4∑

l=1

(it)lγl(Tp)

l!σl
n

+ r4(t) = − t2

2k
+

t4γ4

4!σ4
1nk

+ θ2
t4

n2
+ r4(t), (10)

ãäå
r4(t) =

t5

5!

(
d5

dt5
ln f1(t)

)

t=c

, c ∈ (0, t).

Ïðîèçâîäíóþ
(

d5

dt5
ln f1(t)

)
t=c

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè ñî çíàìåíàòå-
ëåì f 5

1 (c), à ñëàãàåìûå â ÷èñëèòåëå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ïðîèçâîäíûõ
f

(l)
1 (c), l = 0, 1, ..., 5 ñóììàðíûé ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí 5 (ñ÷èòàåì f

(0)
1 (c) =

f1(c)). Òàê êàê ïðè |t| ≤ ε
√

k

|f1(t)− 1| ≤ t2σ2
p

2σ2
n

≤ ε2

2
,

òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε |f1(c)| ≥ 1
2
. Äàëåå, ñ ó÷åòîì ëåììû 4 ïîëó÷àåì

|f (l)
1 (c)| ≤ E|Tp|l

σl
n

¿
(

σp

σn

)l

= k−
l
2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |r4(t)| ¿
(
|t|√
k

)5

è èç (10) ñëåäóåò òåïåðü (8).
b) Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî g∗2 = f−2

1 f2 − 1, g∗3 =
(
f−3

1 f3 − 1
) − 2g∗2 − g∗∗2 ,

g∗4 =
(
f−4

1 f4 − 1
)− 2g∗3 − 2g∗∗3 + 3g∗2 + 2g∗∗2 + g∗∗∗2 , ãäå

g∗∗2 = EX1X3, g∗∗∗2 = EX1X4, g∗∗3 = f−3
1 E exp {it(Q1 + Q2 + Q4)} − 1.

Ïðåäñòàâèâ âñå âõîäÿùèå â ýòè âûðàæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè â âè-
äå (8) è âîñïîëüçîâàâøøèñü ñïðàâåäëèâûì ïðè ëþáîì êîìïëåêñíîì z íåðà-
âåíñòâîì | exp{z} − 1| ≤ |z| exp{|z|}, ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèì g2, g3, g4; ïðè
|t| ≤ ε

√
k/l ïîëó÷èì

|g∗l | ¿
∣∣∣∣exp

{
θ3l

(
t4

n2
+
|t|5
k

5
2

)}
− 1

∣∣∣∣ ¿
t4

n2
+
|t|5
k

5
2

, l = 2, 3, 4.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü 2q < p. Îáîçíà÷èì

Uj = σ−1
n

p−2q∑

l=1

ξ(j−1)p+q+l, Vj = σ−1
n

q∑

l=1

(ξ(j−1)p+l + ξjp−q+l),

u = u(t) = E exp{itU1}, v = v(t) = E exp{itV1}.
Òîãäà Qj = Uj + Vj, Xj = Yj + Zj, j = 1, 2, ..., ãäå

Yj = (exp{itUj} − u)v, Zj = exp{itUj}(exp{itVj} − v) + uv − f1,

òàê ÷òî

Fk(z) = E
k∏

j=1

(f1 + z (Yj + Zj)) . (11)

Ëåììà 8.
|Fk(z)| ≤ {

1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)
} k

2 + 16ρϕ(q)Bk, (12)
ãäå δ2 = 1− |v|2, ρ = |z| ≥ 1, à

Bk =
k−1∑

l=2

‖
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞
{
1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)

} k−l−1
2 +

+‖
k−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞
{
1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)

} k−2
2 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Òàê êàê EYj = 0, |Yj| ≤ 2, òî ñ ïîìîùüþ ëåììû 3 ïðè 1 < l < k ïîëó÷àåì

|E
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)zYl

k∏

j=l+1

(f1 + zZj)| ≤

≤ |E
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)EzYl

k∏

j=l+1

(f1 + zZj)|+

+4ρϕ(q) ‖
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞ ‖
k∏

j=l+1

(f1 + zZj)‖1 ≤

≤ 4ρϕ(q)|E
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)| · ‖
k∏

j=l+1

(f1 + zZj)‖1+

+4ρϕ(q) ‖
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞ ‖
k∏

j=l+1

(f1 + zZj)‖1 ≤
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≤ 8ρϕ(q) bl, bl = ‖
l−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞ ‖
k∏

j=l+1

(f1 + zZj)‖1. (13)

Ïîëîæèì

b1 = ‖
k∏

j=2

(f1 + zZj)‖1, bk = ‖
k−1∏
j=1

(f1 + zXj)‖∞.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèå (13), èç (11) ïîëó÷àåì

|Fk(z)| ≤ |E
k−1∏
j=1

(f1 + zXj)zYk|+ |E
k−1∏
j=1

(f1 + zXj)(f1 + zZk)| ≤

≤ |E
k−1∏
j=1

(f1 + zXj)(f1 + zZk)|+ 8ρϕ(q)bk ≤ ... ≤

≤ |E
k∏

j=1

(f1 + zZj)|+ 8ρϕ(q)
k∑

l=1

bl. (14)

Èìååì

E
r∏

j=1

|f1 + zZj| ≤
(
E

∏
j≥1

′|f1 + zZj|2 · E
∏
j≥2

′′|f1 + zZj|2
) 1

2

, (15)

ãäå
∏ ′ è

∏ ′′ îáîçíà÷àþò ïðîèçâåäåíèÿ ïî íå÷åòíûì è ÷åòíûì èíäåêñàì ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàê êàê EZ1 = 0, òî

E|Z1|2 ≤ E|Z1 − uv + f1|2 = E| exp{itV1} − v|2 = 1− |v|2 = δ2.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèå (4), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ρ ≥ 1,
a = |f1|2 − 2Rezf1(uv − f1) èìååò ìåñòî ||f1 + zZj|2 − a| ≤ 4ρ2, ïîëó÷àåì

E
∏
j≥1

′|f1 + zZj|2 ≤
(
E|f1 + zZ1|2 + 8ρ2ϕ(p)

)
E

∏
j≥3

′|f1 + zZj|2 ≤ ...

≤ {
1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)

}[ r+1
2 ]

. (16)
Àíàëîãè÷íî

E
∏
j≥2

′′|f1 + zj|2 ≤
{
1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)

}[ r
2 ] . (17)

Èç (15), (16) è (17) ñëåäóåò

E
r∏

j=1

|f1 + zZj| ≤
{
1− β2 + ρ2δ2 + 8ρ2ϕ(p)

} r
2 . (18)

Èç (14) è (18) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {ξn} � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ñèììåòðè÷-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì è ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûì ϕ�ïåðåìåøèâàíèåì è ïóñòü
E|ξ1|5 < ∞ è âûïîëíåíî óñëîâèå (1). Òîãäà

Fn(x) = Φ(x) +
γ4(3x− x3)

4!
√

2πσ4
1n

exp

{
−x2

2

}
+ O

(
n−

6
5

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ åùå íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 9. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî

f ∗n(t) = E exp

{
itTn

σn

}
= exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ4

(
t4 + |t|5

n
6
5

)}
, (19)

ãäå |t| ≤ ε
√

k, k = k(n) = [na] , a = 1− 1
6√5
≈ 0, 235.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Åñëè |t| ≤ n−2, òî, ïîëîæèâ â (8) p = n, k = 1 ïîëó÷èì

fk(t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ5
t4

n2

}
,

îòêóäà ñëåäóåò (19).
Ïóñòü òåïåðü n−2 ≤ |t| ≤ ε

√
k. Ïîëîæèì

q =
[
n0,5−a

]
, p =

[
n1−a

]
, n = kp.

Àíàëîãè÷íî (10) íåòðóäíî ïîëó÷èòü

ln |v(t)|2 = −2t2q

n
+ θ6

t4q2

n2
∼ −t2q

n
∼ |v(t)|2 − 1, n →∞.

îòêóäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûâîäèì

δ2 = 1− |v|2 ≤ 3t2q

n
, δ2 ≥ t2q

n
≥ q

n5
, (20)

β2 = E |exp {itX1} − f1|2 ≤ E |exp {itX1} − 1|2 ≤ t2σ2
p

σ2
n

≤ 1

2
. (21)

Ïîëîæèâ â (6) è (7) l = 4, ñ ïîìîùüþ ëåììû 6 ïîëó÷àåì

fk(t) = fk
1 (t)

{
1 + (k − 1)g∗2 + (k − 2)g∗3 + (k − 3)g∗4+

+
(k − 3)(k − 4)

2
(g∗2)

2 + θ7β
2k4ϕ

1
2 (p)

}
+ R4, (22)
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|R4| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

|z|=ρ

Fk(z) dz

(z − 1) z5

∣∣∣∣∣∣∣
≤ (ρ− 1)−1ρ−5 sup

|z|=ρ

|Fk(z)|, |ρ| > 1. (23)

Ïîëîæèì â (12) ρ2 =
1− β2

kδ2
. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

ñ ïîìîùüþ (20), (21), (23) è ëåììû 8 ïîëó÷àåì

ρ−2 = (1− β2)−1kδ2 ≤ 6
kqt2

n
≤ 6ε2k2qn−1 ≤ 1

4
, ρ2 ≤ n5

qk
≤ n5

16
.

|R4| ≤ 90fk
1

(
kq

n

) 5
2

|t|5
(

1 +
1

k
+ n5ϕ(p)

) k
2

+ 16t4n9ϕ(q)Bk ¿

¿ fk
1

( |t|√
n

)5

+ t4n9ϕ(q)Bk, (24)

ãäå

Bk ≤ k(1 + 2ρ)k

(
1 +

1

k
+ n5ϕ(p)

) k
2

¿ k(1 + n3)k. (25)

Ïî óñëîâèþ ϕ(n) ≤ exp{−αn}, è òàê êàê k ln n = o(q), òî èç (25) ñëåäóåò

n9ϕ(q)Bk ¿ exp
{
9 ln n + k ln(1 + n3)− αq

} ∼ exp {−αq} ,

è ñîîòíîøåíèå (24) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

|R4| ¿ fk
1

( |t|√
n

)5

+ t4 exp {−αq} . (26)

Èç (22) ñ ïîìîùüþ (9), (21), è (26) ïîëó÷àåì

fk(t) = fk
1 (t)

{
1 + θ8

(
kt4

n2
+
|t|5
k

3
2

)}
+ θ9t

4 exp {−αq} , (27)

Äàëåå, èç (8) ñëåäóåò

fk
1 (t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ1

(
kt4

n2
+
|t|5
k

3
2

)}
, (28)

îòêóäà ñ ïîìîùüþ (27) âûâîäèì

fk(t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ10

(
kt4

n2
+
|t|5
k

3
2

)}
+ θ9t

4 exp {−αq} . (29)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè |t| ≤ ε
√

k, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

exp {−αq} = o

(
n−2 exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ |θ10|
(

kt4

n2
+
|t|5
k

3
2

)})
,
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òàê ÷òî (29) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

fk(t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ11

(
kt4

n2
+
|t|5
k

3
2

)}
. (30)

Áóäåì ñ÷èòàòü (30) ïåðâîé èòåðàöèåé äëÿ fk(t). Îáîçíà÷èì
k1 = k1(n) = k(p) = [pa]. Çàìåíèâ â (30) n íà p, k íà k1, ïîëó÷èì

f1

(
t
σn

σp

)
= exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1p

+ θ12

(
k1t

4

p2
+
|t|5

k
3
2
1

)}
, |t| ≤ ε

√
k1.

îòêóäà

f1(t) = exp

{
− t2

2k
+

t4γ4

4!σ4
1nk

+ θ13

(
k1t

4

n2
+

|t|5

k
5
2 k

3
2
1

)}
, |t| ≤ ε

√
kk1

Îòñþäà, ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7, ìîæíî ïîëó÷èòü

|g∗l | ¿
k1t

4

n2
+

|t|5

k
5
2 k

3
2
1

, l = 2, 3, 4.

Åñëè òåïåðü ïðîâåñòè ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ íàñòîÿùåé ëåììû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé âìåñòî (8) è (9), òî ìîæíî ïîëó÷èòü
âòîðóþ èòåðàöèþ äëÿ fk(t) :

fk(t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ14

(
kk1t

4

n2
+

|t|5
(kk1)

3
2

)}
, |t| ≤ ε

√
k,

è ò.ä. Ïîñëå øåñòîé èòåðàöèè ïîëó÷èì

fk(t) = exp

{
−t2

2
+

t4γ4

4!σ4
1n

+ θ15

(
Kt4

n2
+
|t|5
K

3
2

)}
, |t| ≤ ε

√
k, (31)

ãäå K = kk1k2k3k4k5 ∼ nA, A = a
5∑

l=0

(1 − a)l = 1 − (1 − a)6 = 4
5
.

Èç (31) ñëåäóåò òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû â ñëó÷àå, êîãäà n = kp.
Ïóñòü òåïåðü n = kp + r, 0 ≤ r < n. Ââåäåì Qj, j = 1, ..., k ïî ôîðìóëàì (5)

è ïîëîæèì

Q̃k+1 = σn
−1

r∑

l=1

ξkp+l, f̃1(t) = E exp{itQ̃k+1}, X̃k+1 = exp
{

itQ̃k+1

}
− f̃1.

Íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà (19) äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷-
íû: ãëàâíîå - äëÿ fk

1 f̃1 ñîõðàíÿåòñÿ òî æå ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî è äëÿ fk
1 â (28),

à íîâûå (ïî ñðàâíåíèþ ñ ESl(X1, ..., Xk)) ñëàãàåìûå â ESl(X1, ..., Xk, X̃k+1) è
¾ëèøíèé¿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ Fk(z)) ñîìíîæèòåëü â E

k∏
j=1

(f1 + zXj) (f̃1 + zX̃k+1)

îöåíèâàþòñÿ â îáùåì òàê æå, êàê è ñòàðûå. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ ïðèíöè-
ïèàëüíî òåì æå, õîòÿ è áîëåå ãðîìîçäêèì.
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Ëåììà 10. Ïðè ε
√

k ≤ |t| ≤ ε
√

n, ε > 0.

|f ∗n(t)| ≤ exp
{−bt2

}
, b > 0

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü kp ≤ n < (k + 1)p. Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2
è ëåììó 1, àíàëîãè÷íî (18) ïîëó÷àåì

|f ∗n(t)| ≤
∣∣∣∣∣E

k∏
j=1

cos (tQ1)

∣∣∣∣∣ ≤
(
Ecos2 (tQj) + 2ϕ(p)

) k
2 ≤

≤
{

1 + f1(2t)

2
+ 2ϕ(p)

} k
2

. (32)

Ïóñòü k = k(n) =
[

t2

N

]
, p =

[
n
k

]
. Òîãäà p = p(n) ∼ nN

t2
≥ N

ε2 , Â ñèëó ëåììû 9

f1(2t) ³ exp

{
−2t2

k

}
∼ exp {−2N}

òàê ÷òî N > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû 2ϕ(p) < 1
8
, f1(2t) < 1

4
, è èç (32)

ñëåäóåò òåïåðü

|f ∗n(t)| ≤
(

3

4

) k
2

∼ exp

{
−(ln 4− ln 3)

2N
t2

}
.

Ëåììà 11. Ïðè |t| ≥ ε
√

n

|f ∗n(t)| ≤ µn, 0 < µ < 1,

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè èìååò ìåñòî (1), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ τ < 1 òàêîå, ÷òî |E exp {itξ1}| = |E cos {itξ1}| ≤ τ, |t| ≥ ε

2
(ñì.,

íàïðèìåð, [2, c.22]). Âûáåðåì íàòóðàëüíîå p òàê, ÷òîáû
2ϕ(p) < (1− τ)/8. Òîãäà â ñèëó ëåìì 3 è 1

|f ∗n(t)| =
∣∣∣∣∣E

n∏
j=1

cos
{
itσ−1

n ξj

}
∣∣∣∣∣ ≤ E

[n
p ]∏

j=1

∣∣cos
{
itσ−1

n ξjp

}∣∣ ≤

≤ (
E

∣∣cos
(
tσ−1

n ξ1

)∣∣ + 2ϕ(p)
)[n

p | ≤
(√

1 + τ

2
+ 2ϕ(p)

)[n
p |
≤

≤
(

1− 1− τ

8

)[n
p |

, |t| ≥ εσn|t|.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âàðèàíòîì êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ýññååíà:

|F (x)−G(x)| ≤ 1

π

T∫

−T

∣∣∣∣
f(t)− g(t)

t

∣∣∣∣ +
24m

πT
, (33)

ãäå F - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, f � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, G � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, g � åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå, F (x) − G(x) → 0, x → ±∞, g(0) = 1, f ′(0) = g′(0) = 0, |G′(x)| ≤ m
(ñì.,íàïðèìåð, [9, ñ.603]).

Ïîëîæèì â (33)

F (x) = Fn(x), G(x) = Φ(x) +
γ4(3x− x3)

4!
√

2πσ4
1n

exp

{
−x2

2

}
.

Òîãäà
f(t) = f ∗n(t), g(t) = exp

{
−t2

2

}(
1 +

γ4t
4

4!σ4
1n

)

(ñì., íàïðèìåð [2, ñ.180]).
Îáîçíà÷èì Γn(t) =

γ4t
4

4!σ4
1n

. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (19) ïîëó÷àåì ïðè

|t| ≤ ε
√

k, k = [na] , a = 1− 1
6
√

5

|f(t)− g(t)| = exp

{
−t2

2

} ∣∣∣∣exp

{
Γn(t) + θ4

(
t4 + |t|5

n
6
5

)}
− 1− Γn(t)

∣∣∣∣ .

Òàê êàê Γn(t) → 0,
t4 + |t|5

n
6
5

→ 0 ïðè |t| ≤ ε
√

k, n →∞, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñïðàâåäëèâûì ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ u è v íåðàâåíñòâîì

|exp{u + v} − 1− v| ≤
(
|u|+ 1

2
|v|2

)
exp{max(|u|, |v|)},

ïîëó÷àåì ∣∣∣∣exp

{
Γn(t) + θ4

(
t4 + |t|5

n
6
5

)}
− 1− Γn(t)

∣∣∣∣ ¿

¿ t4 + |t|5
n

6
5

+ Γ2
n(t) ¿ t4 + |t|5

n
6
5

.

Ñëåäîâàòåëüíî

|f(t)− g(t)| ¿ t4 + |t|5
n

6
5

exp

{
−t2

2

}
, |t| ≤ ε

√
k. (34)

Ïîëîæèâ òåïåðü â (33) T = n
6
5 è âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ îöåíêè |f(t) −

g(t)| ïðè |t| ≤ ε
√

k ñîîòíîøåíèåì (34), à äëÿ îöåíêè |f(t)| = |f ∗n(t)| ïðè
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ε
√

k ≤ |t| ≤ ε
√

n � ëåììîé 10 è ïðè ε
√

n ≤ |t| ≤ n
6
5 � ëåììîé 11, ïîëó÷èì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÌÅÒÎÄ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÃÎ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÃÎ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß:
ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ

Â.Â. Êîðîáèöûí, Þ.Â. Ôðîëîâà

A novel method for numerical solving autonomous ordinary di�erential
equation dx/dt = f(x) is suggested. The solution is found as a function t(x)
for that the incrementation is independent from previous points of solution
trajectory. This fact is used for parallel realization of computational method.
The numerical experiments show the applicability of suggested method for
area with rapid acceleration of right-hand function.

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîÿâèëèñü äîâîëüíî äàâíî. Åùå Íüþòîí è Ýéëåð ïðåäëîæèëè ìåòîäû ïîèñêà
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Êëàññè÷åñêèå ðàáîòû Ðóíãå, Êóòòû, Àäàìñà ïîñâÿùå-
íû ïîñòðîåíèþ îäíîøàãîâûõ è ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÎÄÓ. Êàçàëîñü
áû âñ¼ óæå ðàçðàáîòàíî è âíåäðåíî, îäíàêî èíòåðåñ ê ðàçðàáîòêå íîâûõ è ìîäè-
ôèêàöèè ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ íå îñëàáåâàåò. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íîâûå çàäà÷è
òðåáóþò íîâûõ ìåòîäîâ. Òàê â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû
ðåøåíèÿ æåñòêèõ, äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ è ðàçðûâíûõ çàäà÷ [1]�
[4], [8]� [11]. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè òðåáóåò ðàç-
ðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íà ìíîãîÿäåðíûõ, ìíîãîïðîöåññîðíûõ
è ðàñïðåäåëåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëè ïîÿâëÿòü-
ñÿ ðàáîòû ñâÿçàííûå ñ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÎÄÓ [5]�
[7], [12].

Çàäà÷à äàííîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè íîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé. Ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ íåçàâèñèìî íà îòäåëüíûõ ïðîìå-
æóòêàõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ âðåìÿ τ , íåîáõî-
äèìîå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîìåæóòêà.

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ îäíîãî àâòîíîìíîãî íåëèíåé-
íîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. À òàêæå
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1. Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî ÎÄÓ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

dx

dt
= f(x), x(t0) = x0, t > t0. (1)

Íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå x(t) : R→ R çàäà÷è Êîøè (1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ ïðàâîé ÷àñòè f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ïåðåìåííîé x è íå çàâèñèò îò t â
ÿâíîì âèäå.

Ðåøåíèå x(t) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè òî÷êè t0

x(t0 + τ) = x(t0) +
dx

dt
(t0) · τ +

d2x

dt2
(t0) · τ 2

2!
+ . . . , (2)

×àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (2) îáîçíà÷èì çà Pk(t0, τ)

Pk(t0, τ) :=
dx

dt
(t0) · τ +

d2x

dt2
(t0) · τ 2

2!
+ · · ·+ dkx

dtk
(t0) · τ k

k!
,

òîãäà
x(t0 + τ)− x(t0) = Pk(t0, τ) + O(τ k+1).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f0 = f(x0), f ′0 =
df

dx
(x0), f ′′0 =

d2f

dx2
(x0)

è ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ Pk, k = 0, 1, 2, . . . :

P0(t0, τ) = 0,

P1(t0, τ) = P0(t0, τ) +
dx

dt
(t0) · τ = f0τ,

P2(t0, τ) = P1(t0, τ) +
d2x

dt2
(t0) · τ 2

2!
= f0τ + f ′0f0

τ 2

2
,

P3(t0, τ) = P2(t0, τ) +
d3x

dt3
(t0) · τ 3

3!
= f0τ + f ′0f0

τ 2

2
+

(
f ′′0 f 2

0 + f ′20 f0

)τ 3

6
, · · ·

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà, êîãäà ïî çàäàííîìó øàãó τ íàõîäÿò
çíà÷åíèå ðåøåíèÿ x(t0 + τ), ìû çàäàäèì ìàëîå ïðèðàùåíèå dx ïî ïåðåìåííîé x
è áóäåì èñêàòü τ òàêîå, ÷òî

x(t0 + τ)− x(t0) = dx.

Â ýòîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî ðåøèòü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

Pk(t0, τ) = dx. (3)

Ôóíêöèÿ Pk(t0, τ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò τ ñòåïåíè k, ïîýòîìó óðàíåíèå (3)
áóäåò èìåòü k êîðíåé. Íåîáõîäèìî íàéòè íàèìåíüøèé äåéñòâèòåëüíûé ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü, êîòîðûé áóäåò äàâàòü çíà÷åíèå ïðèðàùåíèÿ ïî ïåðåìåííîé t,
íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷êè x0 + dx.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 21

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïåðåéäåò èç òî÷êè x0 â òî÷êó x0 + dx

ïðè dx > 0, òîëüêî êîãäà f(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [x0; x0 + dx]. Îäíàêî, åñëè â
íåêîòîðîé òî÷êå x1 ýòîãî èíòåðâàëà ôóíêöèÿ f(x1) = 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå (1) èìååò îñîáóþ òî÷êó. Ïîýòîìó ðåøåíèå íå äîñòèãíåò
òî÷êè x0+dx. Åñëè æå f(x0) < 0, òî èçó÷àåòñÿ èíòåðâàë [x0; x0−dx] àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì.

2. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ τ

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [x0; x0+dx]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f1 = f(x0 + dx), f−1 = f(x0 − dx).

Òîãäà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ìîæíî îöåíèòü ôîðìó-
ëàìè

f ′0 ≈ f ′0(dx) :=
f1 − f−1

2dx

, f ′′0 ≈ f ′′0 (dx) :=
f1 − 2f0 + f−1

d2
x

. (4)

Îáà ïðèáëèæåíèÿ èìåþò ïîãðåøíîñòü ïîðÿäêà O(d3
x).

Íàéäåì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (3) ïðè ðàçíûõ k.
Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå f0τ = dx. Êîðåíü ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì τ = dx

f0
. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî

íàéäåííîìó τ áóäåò ïîðÿäêà O(d2
x).

Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî τ

f ′0f0

2
τ 2 + f0τ − dx = 0,

êîðíè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

D = f 2
0 + 2f0f

′
0dx, τ1,2 =

−f0 ±
√

D

f0f ′0
=

1

f ′0

(
−1±

√
1 + 2dx

f ′0
f0

)
.

Åñëè f ′0 > 0, òî ïîëîæèòåëüíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü áóäåò

τ =
1

f ′0

(√
1 + 2dx

f ′0
f0

− 1

)
. (5)

Åñëè f ′0 < 0, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ íåîáõîäèìî óäîâëå-
òâîðåíèå óñëîâèÿ 1 + 2dxf

′
0/f0 ≥ 0, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ïðè dx ≤ −f0/(2f

′
0).

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ f ′0 èç (4) ïîëó÷àåì dx ≤ −f0dx/(f1 − f−1). Îòñþäà
−f0/(f1 − f−1) ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, dx íóæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû áûëî âû-
ïîëíåíî óñëîâèå f1 − f−1 ≥ −f0. Òîãäà ìèíèìàëüíîå τ äëÿ äîñòèæåíèÿ x0 + dx

ñîîòâåòñòâóåò (5).
Ïðè k ≥ 3 ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-

íî τ ñòåïåíè k. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
âçÿòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü τ , ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó ïåðå-
ñå÷åíèþ êðèâîé ïîëèíîìà ñ òî÷êîé x + dx.
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Îäíàêî ìû ïðåäëàãàåì ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ τ , íå ïîâûøàÿ ñòå-
ïåíè ïîëèíîìà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðåøåíèÿ â òî÷êå
x1 = x(t1), t1 = t0+τ , âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðåøåíèÿ â òî÷êå x0 = x1−dx,
ïîëó÷àåì

x(t0) = x(t1)− dx

dt
(t1) · τ +

d2x

dt2
(t1) · τ 2

2!
+ · · ·+ (−1)k dkx

dtk
(t1) · τ k

k!
+ . . . ,

Òîãäà x(t0) − x(t1) = Pk(t1,−τ) + O(τ k+1). Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (3), ïîëó÷à-
åì äâà ñîîòíîøåíèÿ x1 − x0 = Pk(t0, τ) è x0 − x1 = Pk(t1,−τ). Âû÷èòàÿ ýòè
ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

2dx = Pk(t0, τ)− Pk(t1,−τ). (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f2 = f(x0 + 2dx), f ′1 =
df

dx
(x1) ≈ f2 − f0

2dx

, f ′′1 =
d2f

dx2
(x1) ≈ f2 − 2f1 + f0

d2
x

. (7)

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå äëÿ τ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ (6) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà k.

Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå 2dx = f0τ − f1 · (−τ). Ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ τ = 2dx/(f0 + f1). Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû τ áóäåò
ïîðÿäêà O(d2

x).
Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

(
f ′0f0 − f ′1f1

)τ 2

2
+ (f0 + f1)τ − 2dx = 0. (8)

Ïðè k ≥ 3 ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî τ , íàèìåíü-
øèé ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷èñëåí-
íî.

Äàëåå ìû íàéäåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëü-
íîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (8) è îöåíèì ïîãðåøíîñòü åãî âû÷èñëåíèÿ
ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f , âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, êîíå÷íû-
ìè ðàçíîñòÿìè âèäà (7).

Âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ ïðè êâàäðàòå ìîæíî âû÷èñëèòü

f ′0f0 − f ′1f1 =
f1 − f−1

2dx

f0 − f2 − f0

2dx

f1 =
−f−1f0 + 2f0f1 − f1f2

2dx

.

Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ (8)

D =
(
f0 + f1

)2 − 4
(
f ′0f0 − f ′1f1

)(−2dx

)
=

(
f0 + f1

)2
+ 4

(−f−1f0 + 2f0f1 − f1f2

)
,

τ1,2 =
−(

f0 + f1

)±√D

2(f ′0f0 − f ′1f1)
= dx

(
f0 + f1

)∓
√(

f0 + f1

)2 − 4
(
f−1f0 − 2f0f1 + f1f2

)
(
f−1f0 − 2f0f1 + f1f2

) .
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

F =
f0 + f1

f−1f0 − 2f0f1 + f1f2

è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ

τ1,2 = dxF

(
1±

√
1− 4(

f0 + f1

)
F

)
.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ 4(

f0+f1

)
F
≤ 1, ýòî áóäåò âûïîëíåíî â îäíîì èç ñëó÷àåâ (f0 + f1)F < 0

èëè (f0 + f1)F ≥ 4.
Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ âû-

ðàæåíèåì

τ = dxF

(
1−

√
1− 4(

f0 + f1

)
F

)
. (9)

Ïðè÷åì, åñëè ïðîèçâåäåíèå dxF > 0, òî äîëæíî áûòü
(
f0 + f1

)
F ≥ 4, à åñëè

dxF < 0, òî äîëæíî áûòü
(
f0 + f1

)
F < 0.

Êàêèì äîëæåí áûòü dx? Çíàê âåëè÷èíû dx îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ôóíêöèè f .
Åñëè f0 > 0, òî äîëæíî áûòü dx > 0. Äëèíà øàãà dx áóäåò çàâèñåòü îò îöåíêè
ïîãðåøíîñòè.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî êîðíÿ (9). Ïðè âû÷èñëåíèè êîðíÿ ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè f áûëè çàìåíåíû êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè (7), ïîãðåøíîñòü âû-
÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ïîðÿäêà O(d2

x). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ F
áóäåò ïîðÿäêà O(d3

x), à ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ τ � ïîðÿäêà O(d4
x).

3. Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ τ ïðîâåäåì âû-
÷èñëåíèÿ ñ äâóìÿ øàãàìè äëèíîé dx è îäíèì øàãîì äëèíîé 2dx, òîãäà

t(x0 + 2dx)− t0 = τ1 + τ2 + C · (dx)
p,

t(x0 + 2dx)− t0 = τ3 + C · (2dx)
p,

ãäå τ1, τ2 � äâà çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå ïðè øàãå dx, τ3 � îäíî çíà÷åíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå øàãó 2dx. Âû÷èòàÿ ïåðâîå âûðàæåíèå èç âòîðîãî, ïîëó÷èì

τ1 + τ2 − τ3 = C · (dx)
p · (2p − 1).

Òîãäà ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ τ ñ øàãîì dx áóäåò

Errdx = C · (dx)
p =

τ1 + τ2 − τ3

2p − 1
.
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4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî
ÎÄÓ îöåíèì íà äâóõ ïðèìåðàõ.

Ïåðâîå óðàâíåíèå � ëèíåéíîå:
dx

dt
= x, x(0) = x0, t > 0. (10)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé x(t) = x0e
t.

Îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü ôóíêöèþ t(x) = ln(x/x0).
Äëÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà (9). Áûëè çàäàíû

ïàðàìåòðû: x0 = 1, dx = 0.19. Ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (ðèñ. 1-à) ïîêàçûâàåò
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò x(t). Ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óìåíüøàåòñÿ îò -1.833 äî -2.845 (ðèñ. 1-á). Ñóäÿ ïî äàííîìó ãðàôèêó,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ëó÷øå
ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ áîëüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

à) á)

Ðèñ. 1. à) Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10), á) Ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Âòîðîå ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå � ìîäåëü Âåðõþëüñòà-Ï¼ðëà:
dx

dt
= k(a− x)x, x(0) = x0, t > 0. (11)

Àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäå-
ëÿåìàÿ ôîðìóëàìè:

x(t) =
aeka(t−C1)

1 + eka(t−C1)
ïðè 0 < x < a, x(t) =

aeka(t−C2)

1− eka(t−C2)
ïðè x > a.

Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ

C1 =
− ln x0

a−x0

ka
, C2 =

− ln x0

x0−a

ka
.
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×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòðîåíî ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ: a = 3, k = 2, dx = 0.04.
Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóõ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ: x1

0 = 1, x2
0 = 5.

Ïåðâàÿ òðàåêòîðèÿ (ðèñ. 2-à) ïîìå÷åíà êâàäðàòèêàìè, âòîðàÿ � êðóæêàìè.

à) á)

Ðèñ. 2. à) Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11), á) Ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ; ëèíèè ñ êâàäðàòèêàìè äëÿ 0 < x < a, ëèíèè ñ êðóæêàìè äëÿ x > a.

Óðàâíåíèå (11) èìååò îñîáóþ òî÷êó x = a, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîòîðîé
ðîñò âðåìåíè t ïðèâîäèò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïåðåìåííîé x. Ïîýòîìó â íàøåì
ñëó÷àå, êîãäà øàã dx çàäàí ïîñòîÿííûì è âû÷èñëÿåòñÿ øàã ïî âðåìåíè τ , ïðè
ïðèáëèæåíèè ê îñîáîé òî÷êå ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíûé ðîñò âåëè÷èíû τ , ÷òî
ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ. Ýòî ìîæíî óâèäåòü íà îáåèõ
êðèâûõ ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ (ðèñ. 2-á).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàþò ðàöèîíàëüíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â îáëàñòè èíòåíñèâíîãî ðîñòà
çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü
ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ óðàâíåíèé.

Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïàðàëëåëü-
íîñòü � íà êàæäîì i-ì èíòåðâàëå âû÷èñëåíèå øàãà τi ìîæíî ïðîâîäèòü ïàðàë-
ëåëüíî, ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå ìîæíî ñîñòàâèòü x(t +

∑n
i=1 τi) = x0 + ndx. À òàêæå

äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî øàãà òðåáóåòñÿ òîëüêî îäíî íîâîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè
ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî ïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì ñðàâíèìî ñ ìåòîäîì Ýéëåðà,
íî òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çíà÷èòåëüíî âûøå.

5. Èäåÿ îá îïðåäåëåíèè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìû ÎÄÓ

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçìåðíîñòè 2:





dx1

dt
= f(x1, x2),

dx2

dt
= g(x1, x2),

x1(t0) = x0
1,

x2(t0) = x0
2.

(12)
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Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ê êàæäîìó óðàâíåíèþ â îòäåëüíîñòè,
ïîëó÷èì ∫

dx1

f(x1, x2)
=

∫
dt ⇒ t1(x1, x2) =

∫
dx1

f(x1, x2)
+ C1,

èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

t2(x1, x2) =

∫
dx2

g(x1, x2)
+ C2.

Ââåäåííûå çäåñü ôóíêöèè t1(x1, x2) è t2(x1, x2) îïèñûâàþò ïîâåäåíèå èíòåãðàëîâ
îò îáðàòíûõ ôóíêöèé ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (12). Êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäå-
ëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìû.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ êðèâóþ Γ â ïðîñòðàíñòâå R2 âèäà

Γ = {(x1, x2) ∈ R2| t1(x1, x2)− t2(x1, x2) = 0}.

Ïàðàìåòð s êðèâîé Γ îïðåäåëÿåòñÿ s = t1(x1, x2) = t2(x1, x2), (x1, x2) ∈ Γ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) íåîáõîäèìî ðàçáèòü ôà-

çîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû íà êâàäðàòíûå ó÷àñòêè Sij, (i ∈ Z, j ∈ Z) ñî ñòîðî-
íîé dx:

Sij = {(x1, x2) ∈ R2| x0
1 + idx ≤ x1 ≤ x0

1 +(i+1)dx, x
0
2 + jdx ≤ x2 ≤ x0

2 +(j +1)dx}.

Äëÿ êàæäîãî êâàäðàòà Sij âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðàâûõ ÷àñòåé ñè-
ñòåìû â óãëàõ ýòîãî êâàäðàòà. Èñïîëüçóÿ áèëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ, âû÷èñëÿ-
þòñÿ èíòåãðàëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ t1, t2. Çíàÿ òî÷êó âõîäà òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ
â êâàäðàò, îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòàíòû C1 è C2, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ òî÷êà âûõîäà
òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ. Ýòà òî÷êà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âõîäà â ñîñåä-
íèé êâàäðàò, ãäå ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êàìè, íà ãðàíèöàõ êâàäðàòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â êàæäîì êâàäðàòå Sij ÿâëÿåòñÿ íåçà-
âèñèìûì îò çíà÷åíèé ôóíêöèé â äðóãèõ êâàäðàòàõ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðî-
èçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå. Îïðåäåëåíèå êîíêðåòíîé òðàåê-
òîðèè ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êå, áóäåò îñíîâàíî íà
îïðåäåëåíèè òî÷åê âûõîäà äëÿ êàæäîé êëåòêè, äëÿ ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ íàõîäèòü
òîëüêî êîíñòàíòû C1 è C2 ïî çàðàíåå âû÷èñëåííûì èíòåãðàëàì. Ïðè÷åì ýòè
èíòåãðàëû íå íóæíî âû÷èñëÿòü ïîâòîðíî, åñëè íåîáõîäèìî íàéòè äðóãóþ òðà-
åêòîðèþ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êîíñòàíòû. ×òî äàåò óñêîðåíèå â îïðåäåëåíèè
ôàçàâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû íåîáõî-
äèìî çàìåíèòü áèëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ íà áèêâàäðàòè÷íóþ, áèêóáè÷åñêóþ
è ò.ä.

Ïðåäëîæåííóþ èäåþ îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñèñòåìó ÎÄÓ ìîæ-
íî ðàñïðîñòðàíèòü íà n-ìåðíûé ñëó÷àé. Òðàåêòîðèé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê
ïåðåñå÷åíèå n− 1 ãèïåðïîâåðõíîñòåé ðàçìåðíîñòè n− 1.
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1. Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ
Ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ çàäàííîå ìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíî-
æåñòâ, áóäåì îáîçíà÷àòü P . Ïîä AB ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç B â A. Îáîçíà÷åíèå ! äëÿ ñòðåëêè îòðàæàåò ôàêò åå åäèíñòâåííîñòè. Òàêæå,
äëÿ âûðàæåíèÿ ¾S1 òàêîå ÷òî S2¿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèå ¾S1.S2¿.
Èñòèíà è ëîæü îáîçíà÷àþòñÿ çíàêàìè ⊥ (false) è > (true) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáúÿñíåíèÿ îñòàëüíûõ îáîçíà÷åíèé áóäóò äàíû ïî õîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

2. Íà÷àëüíûå îïðåäåëåíèÿ
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôîâ îò ÷èòàòåëÿ ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ-
íûõ îïðåäåëåíèé òåîðèè êàòåãîðèé. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé ìèíèìóì,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäîéòè ê ïîíÿòèþ ýëåìåíòàðíîãî òîïîñà. Äëÿ áîëåå äåòàëü-
íîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé êàòåãîðèé è òåîðèåé òîïîñîâ ðåêîìåíäóåòñÿ îáðà-
òèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå (ñì. íàïðèìåð [1�3]).

Îïðåäåëåíèå 1. Êàòåãîðèÿ C âêëþ÷àåò â ñåáÿ:

1. Êîëëåêöèþ îáúåêòîâ Ob(C).

2. Êîëëåêöèþ ìîðôèçìîâ (ñòðåëîê) Mor(C).

3. Äâå îïåðàöèè dom, cod : Mor(C) → Ob(C) ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ìîð-
ôèçìó f äâà îáúåêòà, íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ (äîìåíîì) è îáëàñòüþ çíà÷åíèé (êîäîìåíîì) ìîðôèçìà f .

4. Îïåðàòîð êîìïîçèöèè ◦ : Mor(C) × Mor(C) → Mor(C) ñîïîñòàâëÿþ-
ùèé êàæäîé ïàðå ìîðôèçìîâ 〈f, g〉, òàêèõ ÷òî dom(g) = cod(f) ìîðôèçì
g ◦ f : dom(f) → cod(g), òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí àññîöè-
àòèâíîñòè:

h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g

5. Îïåðàòîð id : Ob(C) → Mor(C), îïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó îáúåêòó A, òîæ-
äåñòâåííûé ìîðôèçì idA : A → A, òàêèì îáðàçîì ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí
åäèíèöû:

idB ◦ f = f = f ◦ idA

Ïðèìåðû êàòåãîðèé:

1. Set � îáúåêòû: ìíîæåñòâà, ñòðåëêè: âñå ôóíêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè.

2. Top � îáúåêòû: òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñòðåëêè: âñå íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè.
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3. N � îáúåêò: N (åäèíñòâåííûé), ñòðåëêè: îòîáðàæåíèÿ èç N â N. Êàæäàÿ
ñòðåëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàòóðàëüíîå ÷èñëî (c = m ◦ n = m + n ∈
Mor(N),∀m,n ∈ Mor(N)).

Îïðåäåëåíèå 2 (Äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ). Êàòåãîðèÿ C äåêàðòîâî çà-
ìêíóòà, åñëè îíà:

1. Cîäåðæèò òåðìèíàëüíûé îáúåêò, ò.å. îáúåêò ê êîòîðîìó êàæäûé îáúåêò
êàòåãîðèè èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðåëêó, èíà÷å ãîâðÿ, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî:
∃ 1 ∈ Ob(C) . ∀X ∈ Ob(C) ∃!f ∈ Mor(C) . cod(f) = 1, dom(f) = X. Â êàòå-
ãîðèè Set ïðèìåðîì òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îäíèì
ýëåìåíòîì.

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ X, Y ∈ Ob(C) ñóùåñòâóåò îáúåêò X×Y ∈ Ob(C)
êîòîðûé, âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè prX : X × Y → X, prY : X × Y → Y ,
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñòðåëîê f : C →
X, g : C → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà h : C → X × Y , òàêàÿ ÷òî
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

C

g

""FF
FF

FF
FF

FF
FF

F

f

||xx
xx

xx
xx

xx
xx

x

h

²²Â
Â
Â
Â

X X × Y
prXoo prY // Y

Òðîéêó < X × Y, prX , prY > íàçûâàþò êàòåãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì X
è Y , à ñòðåëêè prX è prY íàçûâàþò ïðîåêöèÿìè. Â êàòåãîðèè Set êàòå-
ãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.

3. Êàòåãîðèÿ äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèðîâàíèå, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ
X,Y ∈ Ob(C) ñóùåñòâóåò îáúåêò Y X ∈ Ob(C) íàçûâàåìûé ýêñïîíåíöèà-
ëîì è ñïåöèàëüíàÿ ñòðåëêà ev : Y X × X → Y íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé
çíà÷åíèÿ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Z ∈ Ob(C) è ëþáîé ñòðåëêè
g : Z × X → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà ĝ : Z → Y X , òàêàÿ ÷òî
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Y X ×X

ev

!!DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
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Z ×X

ĝ×1X

OOÂ
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g
// Y

Â êàòåãîðèè Set ýêñïîíåíöèàëîì Y X ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç X â Y , à ôóíêöèåé çíà÷åíèÿ � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïàðó (f ∈
Y X , X) â ìíîæåñòâî f(X).
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Îïðåäåëåíèå 3 (Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ). Ãîâîðÿò ÷òî êàòåãîðèÿ C
c òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì 1 èìååò êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ Ω, åñëè
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà > : 1 → Ω è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî
(Ω-àêñèîìà):

Äëÿ êàæäîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ (ìîíîñòðåëêè) f : A → B ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ χA : B → Ω òàêàÿ ÷òî: > ◦ ! = χf ◦ f . Íà ÿçûêå òåîðèè
êàòåãîðèé ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ñëå-
äóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà (êîììóòàòèâíûå êâàäðàòû ïðèíÿòî íàçû-
âàòü äåêàðòîâûìè):

a
f //

!

²²

d

χA

²²
1 >

// Ω

Ñòðåëêó χA ïðè ýòîì íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñòðåëêîé äëÿ A. Â
êàòåãîðèè Set, Ω èìååò âèä {0,1}, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîäìíî-
æåñòâà A ⊂ B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χA(x) =

{
1, x ∈ A

0, x /∈ A

Íàêîíåö, ìû ïîäîøëè ê íàèáîëåå èíòåðåñóþùåìó íàñ ïîíÿòèþ òîïîñà. Ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äàííîìó Â. Ëîâåðîì è Ì. Òèðíè â 1969 ãîäó:

Îïðåäåëåíèå 4 (Òîïîñ). Äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ ñ êëàññèôèêàòîðîì
ïîäîáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òîïîñîì.

Ñëîâî ¾ýëåìåíòàðíûé¿ ëèøü óêàçûâàåò íà ïðèðîäó äàííîãî òîïîñà, à òî÷íåå
íà åå îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî äî íåãî òîïîñà Ãðîòåíäèêà è â äàëüíåéøåì
áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, áåç ïîëíîöåííîãî ââåäåíèÿ â òåîðèþ êàòåãîðèé ñëîæíî ïðè-
âåñòè ïðèìåðû òîïîñîâ îòëè÷íûõ îò Set. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèìè
òîïîñàìè, òàê èëè èíà÷å îáðàçîâàííûìè îò Set:

1. Ñàìûì åñòåñòâåííûì ïðèìåðîì òîïîñà ÿâëÿåòñÿ ñàìà êàòåãîðèÿ Set (âîîá-
ùå, òîïîñ ìîæíî ìûñëèòü êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå Set). Â îïðåäåëåíèÿõ
âûøå èìåííî ýòà êàòåãîðèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïî-
ñîáèÿ.

2. Êàòåãîðèÿ Finset ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè Set è â êà÷åñòâå îáú-
åêòîâ ñîäåðæèò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Finset òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì �
ýêñïîíåíöèàë, êëàññèôèêàòîð è êàòåãîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîÿòñÿ òàêæå
êàê â Set.
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3. Êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ òî-
ïîñîì [5]. Âîîáùå, êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì, êàê êàòåãîðèÿ
ïó÷êîâ ìíîæåñòâ îäíîòî÷å÷åíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð òîïîñà, ïîçâîëÿþùåãî ðàáîòàòü ñ ¾ýôôåêòèâíî êîí-
ñòðóèðóåìûìè¿ ìíîæåñòâàìè è ¾ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûì¿ îòîáðàæåíèÿìè,
áóäåò ðàññìîòðåí ÷óòü ïîçæå. Òîïîñû èíòåðåñåû òåì, ÷òî îíè ìîãóò âûñòóïàòü
â êà÷åñòâå îïèñàííîé â íà÷àëå ñòàòüè ñèíòåòè÷åñêîé âñåëåííîé. Âïåðâûå òàêèå
ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû Ëîâåðîì, ÷òî ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ñèíòåòè÷åñêîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [8, 9].

3. Çàðîæäåíèå ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî êàæäûé òîïîñ îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëå-
íèå [2], óïîìèíàíèå î ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (ÑÒÂ) ìîæíî âñòðå-
òèòü åùå â 1986 ã. [11], ò.å. ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ïîÿâëåíòåì ýôôåê-
òèâíîãî è ðåêóðñèâíîãî òîïîñîâ. Â òî âðåìÿ ÑÒÂ íå ïîëó÷èëà çíà÷èìîãî
ðàçâèòèÿ è ¾êàòåãîðèôèêàöèÿ¿ ïðèáëèæàëàñü ê òåîðèè âû÷èñëåíèé ïîñðåä-
ñòâîì ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè äîìåíîâ � òåîðèè, ãäå ïðèìåíåíèå ñèíòåòè÷åñêîãî
ïîäõîäà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ìíîãîîáåùàþùèå ðåçóëüòàòû [?, 12]. Â 2005 ãîäó
ñëîâåíñêèé ìàòåìàòèê Àíäðåé Áàóåð âûñòóïèë ñ äîêëàäîì ¾Ïåðâûå øàãè â
ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè¿, ãäå áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà îïðåäåëèòü
íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ íîâîé òåîðèè, îïèðàÿñü íà óæå äîâîëüíî áîãàòûé îïûò
íàðàáîòîê ñ âû÷èñëåíèÿìè â êàòåãîðèÿõ. Â êà÷åñòâå ìîäåëè îí ïðåäïî÷åë èñ-
ïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûé òîïîñ Eff , îïèñàííûé Ì. Õèëàíäîì â [7]. Èíòåðåñíî,
÷òî Eff ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òîïîñîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì Ãðîòåíäèêà, â
îòëè÷èè îò ñâîåãî ¾êîíêóðåíòà¿ � ðåêóðñèâíîãî òîïîñà [11]. Äàëåå ìû ¿âñêðî-
åì¿ ÑÒÂ ïðåäëîæåííóþ Áàóåðîì è ðàçáåðåì ñòðîåíèå Eff .

4. Ñòðîåíèå êàòåãîðèè Eff

Ðàññìîòðèì íîâóþ êàòåãîðèþ ¾ïðåäïîðÿäîê¿. Îïðåäåëåííóþ òåì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ åå îáúåêòîâ X,Y ∈ P ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ìîðôèçìà
f : X → Y . Íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ P (â ñëó÷àå êîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î
ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ èìåííî êàê î ìíîæåñòâå, ò.å. êàòåãîðèÿ P ìàëà) ìîæíî
çàäàòü îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì: X ≤ Y ⇐⇒ ∃f : X → Y .

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ äàëåå îòíîñèòñÿ ê êàòåãîð-
íûì ïîñòðîåíèÿì è ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì îáðàùåíèÿ âñåõ ñòðåëîê â îïðåäåëåíèè
êàòåãîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5 (Êîïðîèçâåäåíèå). Êîïðîèçâåäåíèåì äâóõ îáúåêòîâ X,Y ∈
Ob(C) íàçûâàåòñÿ îáúåêò X+Y ∈ Ob(C) êîòîðûé, âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè iX :
X → X+Y , iY : Y → X+Y , îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïàðû ñòðåëîê f : X → C, g : Y → C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà h :
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X + Y → C, òàêàÿ ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

C

X

f

<<xxxxxxxxxxxxx iX // X + Y

h

OOÂ
Â
Â
Â

Y

g

bbFFFFFFFFFFFFF
iYoo

Òðîéêó < X + Y, iX , iY >íàçûâàþò êàòåãîðíûì êîïðîèçâåäåíèåì èëè ñóì-
ìîé X è Y , à ñòðåëêè iX è iY íàçûâàþò èíúåêöèÿìè. Â êàòåãîðèè Set êàòå-
ãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Eff íóæíà àëãåáðà áîëåå îáùàÿ ÷åì àëãåáðà Ãåéòèíãà (êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ), íî èìåþùàÿ ñõî-
æèå ñâîéñòâà. Çàìåíîé îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà îòíîøåíèå ïðåäïî-
ðÿòêà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðåäàëãåáðà Ãåéòèíãà H � ýòî äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòå-
ãîðèÿ ïðåäïîðÿäêà ñ ïðîèçâåäåíèÿìè (∧), êîïðîèçâåäåíèÿìè (∨), íà÷àëüíûì
îáúåêòîì ⊥, êîíå÷íûì îáúåêòîì > è ýêñïîíåíöèàëîì (→). Ïîä p ≡ q ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, ÷òî p ≤ q è q ≤ p.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäàëãåáðà Ãåéòèíãà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé êîí-
ñòðóêòèâíîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé [10]. Êîíñòðóêòèâíîñòü ìîæíî ìûñëèòü êàê
íåîáõîäèìîñòü ¾ïîäòâåðæäàòü¿ àáñòðàêòíûå âûâîäû, ò.å. äëÿ êàæäîãî òàêîãî
âûâîäà äîëæåí ïðåäúÿâëÿòüñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà.
Â êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèå (A ∨ !A) íå äîêàçóåìî, ÷òîáû ïîíÿòü
ïî÷åìó, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ñåáå ìíîæåñòâî ¾òî÷åê îñòàíîâà¿ K ⊂ N. Åñëè
êîíñòðóêòèâíîé èñòèííîé áûëî áû âûñêàçûâàíèå n ∈ K∨n /∈ K òî ýòî îçíà÷àëî
áû, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé, áóäó÷è ïðèìåíåííûì íà íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, ñîîáùèë áû, âõîäèò ëè n â K èëè íåò. Íî, ñîãëàñíî òåçèñó ×åð÷à,
òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, òîãäà ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü
ñòåïåííîå ìíîæåñòâî P(N) â ïðåäàëãåáðó Ãåéòèíãà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Åñëè F, G ∈ (P(N))X , òàêèì îáðàçîì ÷òî F (x), G(x) ⊆ N äëÿ êàæîãî x ∈ X,
òî:

(F ∧G)(x) = F (x) ∧G(x)
(F ∨G)(x) = F (x) ∨G(x)

(F → G)(x) = F (x) → G(x)

È F ≤ G ⇐⇒ ⋂
x∈X

F (x) → G(x) 6= ∅

Òàêæå ìû áóäåì ïèñàòü P(N) ² (F ↔ G), äëÿ îáîçíà÷åíèÿ P(N) ² (F →
G) ∧ (G → F ).
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü F ∈ (P(N))X , åñëè âûïîëíÿåòñÿ
⋂

x∈X

F (x) 6= ∅, òî áóäåì
ýòî çàïèñûâàòü êàê P(N) ² F , à âûïîëíåíèå F = λx.F (x) áóäåì çàïèñûâàòü êàê
P(N) ² F (x).

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê îïèñàíèþ ýëåìåíòîâ êàòåãîðèè
Eff . Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîé â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåìû (à òàêæå ìíîãèõ
äðóãèõ, íå âîøåäøèõ â äàííóþ ñòàòüþ) ìîæíî ïîñìîòðåòü â ñîîòâåòñòâóþùåé
ìîíîãðàôèè [7].

Îïðåäåëåíèå 9 (Îáúåêò Eff ). Îáúåêò (X, =) â Eff � ýòî ìíîæåñòâî X âìåñòå
ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â P(N), ò.å. äëÿ êàæäûõ x, x′ ∈ X, ïîäìíîæåñòâî
|x = x′| ⊆ N ðåàëèçóåìî ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ÷òî îçíà÷àåò:

P(N) ² |x = x′| → |x′ = x| è
P(N) ² (|x = x′| ∧ |x′ = x′′|) → |x = x′′|

Ïóñòü x ∈ X, áóäåì ïèñàòü Ex äëÿ îáîçíà÷åíèÿ |x = x|.

Îïðåäåëåíèå 10 (Ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå â Eff ). Ïóñòü (X, =), (Y, =) ∈
Ob(Eff ), òîãäà ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå èç (X, =) â (Y, =) � ýòî îòîáðàæåíèå
F : X × Y → P(N), òàêîå ÷òî

• P(N) ² (F (x, y) ∧ (|x = x′| ∧ |y = y′|)) → F (x′, y′)

• P(N) ² F (x, y) → (Ex ∧ Ey)

• P(N) ² F (x, y) ∧ F (x, y′) → |y = y′|
• P(N) ² Ex → {〈k, m〉 |k ∈ Ey y ∈ Y m ∈ F (x, y)}

äâà ôóíêöèîíàëüíûõ îòíîøåíèÿ F, F ′ ýêâèâàëåíòíû (F ∼ F ′), åñëè

P(N) ² (F (x, y) ←→ F ′(x, y))

Îïðåäåëåíèå 11 (Òîæäåñòâåííîñòü â Eff ). Òîæäåñòâåííîå ôóíêöèîíàëüíîå
îòíîøåíèå â Eff èç (X, =) â (X, =) îïðåäåëÿåòñÿ êàê I(x, x′) = |x = x′|
Îïðåäåëåíèå 12 (Ìîðôèçì Eff ). Ìîðôèçì(ñòðåëêà) f : (X, =) → (Y, =) â
Eff � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé f = [F ], ãäå F �
ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå, çàäàþùåå f.

Òåîðåìà 1 (Õàéëàíä). Eff � òîïîñ.

Äëÿ ëó÷øåãî óÿñíåíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî òîïîñà ðåêî-
ìåíäóåòñÿ îáðàòèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå [7, 10, 11]. Äàëåå, ÷òîáû
èçáåæàòü ñåðüåçíîãî óãëóáëåíèÿ â òåîðèþ òîïîñîâ (áåðÿ ïðèìåð ñ Áàóåðà) áó-
äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûé âíóòðåíèé ÿçûê. Âíåøíåå îïèñàíèå Eff áûëî
äàíî âûøå, âíóòðåííå æå òîïîñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíñòðóêòèâíóþ òåî-
ðèþ ìíîæåñòâ, ðàñøèðåííóþ íåñêîëüêèìè àêñèîìàìè, êàñàþùèìèñÿ ìíîæåñòâ
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [4, 6].
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5. Ââåäåíèå â Ñèíòåòè÷åñêóþ òåîðèþ âû÷èñëåíèé
Â êà÷åñòâå îäíîé èç ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ ÑÒÂ ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðóþ
îáîñîáëåííîñòü òåîðèè âû÷èñëåíèé îò îñòàëüíîé ìàòåìàòèêè. Îïèñàíèÿ
ðàçëè÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà, ÷èñëà Ãåäåëÿ, ëÿìáäà-àáñòðàêöèè ïðèäàþò åé
íåêîòîðóþ îñîáåííîñòü, íî â òî æå âðåìÿ ïîäíèìàþò ïîðîã âõîæäåíèÿ, òðåáóÿ
îò ìàòåìàòèêà çíàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè òîé èëè
èíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. ÑÒÂ ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ãîðàçäî áîëåå ïðèâû÷íûìè
îáúåêòàìè � ìíîæåñòâàìè è îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó íèìè, ñêðûâàÿ äåòàëè çà
âûñîêèì óðîâíåì àáñòðàêöèè c ïîìîùüþ ¾âíóòðåííåãî¿ ÿçûêà ðîäèòåëüñêîãî
òîïîñà. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ôðåéìâîðêà èñïîëüçóåòñÿ òîïîñ
Eff è îäíà èç àêñèîì ÑÒÂ ïðîòèâîðå÷èò çàêîíû èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî â
êëàññè÷åñêîé ëîãèêå, ìû áóäåì ðàáîòàòü â èíòóèöèîíèñòñêîé (êîíñòðóêòèâíîé)
ëîãèêå. Íàøà öåëü íà äàííîì ýòàïå � ïåðåíåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû
êëàññè÷åñêîé òåîðèè íà, íà âíóòðåííèé ÿçûê Eff íå âûõîäÿ äàëåêî çà
ïðåäåëû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
â Eff âû÷èñëèìîñòü ÿâëÿåòñÿ âñòðîåííîé, ò.å. âñå ÷òî âûâîäèìî â Eff ïî
îïðåäåëåíèþ èìååò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Äàëüíåéøèé
òåêñò ÿâëÿåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè îáçîðíûì, ïðåäëîæåíèÿ è òåîðåìû ïðèâîäÿò-
ñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñëåäóåò îáðàòèòñÿ ê [4].

Òî, ÷òî ìû ðàáîòàåì â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå (ÈË), îçíà÷àåò, ÷òî ìû
áóäåì èìåòü äåëî ñ âûðàæåíèÿìè âûõîäÿùèìè çà ðàìêè ¾êëàññè÷åñêîãî¿ ïîíè-
ìàíèÿ. Ïîìèìî çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå ôîð-
ìóëû òàêæå íå âåðíû (â îáùåì) â ÈË:

1. ¬¬ϕ =⇒ ϕ

2. ¬ϕ ∨ ¬¬ϕ

3. (ϕ ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ)

4. ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ) =⇒ ϕ ∨ ψ

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èíòóèöèîíèñòñêîì ñìûñëå ñóùåñòâóþò àð-
ãóìåíòû íà êîòîðûõ íè îäíà èç âûøå ïðèâåäåííûõ ôîðìóë íå âûïîëíÿåòñÿ.
Îòäåëüíîãî ïàðàãðàôà çàñëóæèâàåò àêñèîìà âûáîðà.

6. Ñòðîåíèå ìíîæåñòâ
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (ýëåìåíò ìíîæåñòâà A×B ) ìû ðàññìîò-
ðèì îïåðàöèþ 〈−,−〉 âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè π1 è π2, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêèîìàì:
π1 〈x, y〉 = x è π2 〈x, y〉 = y. Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåé-
ñòâà ìíîæåñòâ F ⊆ P(A):

∪F = {x ∈ A|∃S ∈ F .x ∈ S} ∩ F = {x ∈ A|∀S ∈ F .x ∈ S}
Òåïåðü ìû ãîòîâû äëÿ ñëåäóþùåãî âàæíîãî îïðåäåíèÿ:
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Îïðåäåëåíèå 13 (Íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Ìíîæåñòâî N âìåñòå ñ ýëåìåíòîì
0 ∈ N íàçûâàþùèìñÿ íóëåì è ñ ôóíêöèåé âûáîðà ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà
succ : N→ N, òàêîé ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A, x ∈ A è f : A → A ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ h : N→ A, òàêàÿ ÷òî h(0) = x è h(succ(n)) = f(h(n) .
Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ôóíêöèÿ h çàäàíà ïðîñòîé ðåêóðñèåé. Îäíîýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1 = {n ∈ N|n = 0} . À ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ êàê
∅ = {x ∈ 1|⊥} .

7. Ñòðîåíèÿ ôóíêöèé
Ãðàô Γ(f) ôóíêöèè f : A → B � ýòî îòíîøåíèå Γ(f) ⊆ A×B îïðåäåëåííîå äëÿ
x ∈ A, y ∈ B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x, y) ∈ Γ(f) ⇐⇒ f(x) = y

Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì. Îáðàòíî,
êàæäîå ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ. Ýòî èçâåñòíî êàê àê-
ñèîìà åäèíñòâåííîãî âûáîðà:

∀R ∈ A×B.((∀x ∈ A.∃!y ∈ B.R(x, y)) =⇒ ∃f ∈ BA.∀x ∈ A.R(x, f(x)))

Ïðèâåäåííàÿ àêñèîìà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ïðè çàäàíèè ôóíêöèé. Íàïðèìåð
åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ 1A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, ÷åé ãðàô ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà A.

Òåïåðü èìååòñÿ äîñòàòî÷íî èíñòðóìåíòîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèñòóïèòü ê îïè-
ñàíèþ òåîðèè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíûõ àêñèîì ÑÒÂ,
îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàçðåøèìîñòè. Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì íà ïîíÿòèå èñ-
òèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ â êîíòåêñòå ÈË. Íàïîìíèì, ÷òî èñòèííîñòíûì çíà÷å-
íèåì íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, >, ⊥,
∀x ∈ (R).(x = 0 ∨ x 6= 0)).
Îïðåäåëåíèå 14 (Ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé). Ω = P1

Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî ⊥ (ëîæü) è > (èñòèíà)
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè Ω (â íåêîòîðîì ðîäå ýòî ïðîñòî ôîðìà çàêîíà èñêëþ÷åí-
íîãî òðåòüåãî). Â èíòóèöèîíñòêîé ëîãèêå ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Âïðî÷åì,
ýòî íå îçíà÷àåò ÷òî Ω ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. . . Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ýòî ïîíÿòü, ñëåäóåò âñïîìíèòü ÷òî îçíà÷àåò âûñêàçûâàíèå ¾ìíîæåñòâî èìååò
äâà ýëåìåíòà¿: åñëè x, y ∈ A, òàêèå ÷òî x 6= y è íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà z ∈ A,
òàêîãî ÷òî z 6= x è z 6= y � ãîâîðÿò ÷òî ìíîæåñòâî A èìååò äâà ýëåìåíòà â
ñëàáîì ñìûñëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà z ∈ A âåðíî, ÷òî ëèáî z = x, ëèáî z = x, ãîâîðÿò ÷òî ìíîæåñòâî A
èìååò äâà ýëåìåíòà â ñèëüíîì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì Ω èìååò äâà ýëåìåíòà
(⊥ è >) â ñëàáîì ñìûñëå, íî äîêàçàòü, ÷òî Ω èìååò äâà ýëåìåíòà â ñòðîãîì
ñìûñëå ìû ìîæåì òîëüêî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ω ÿâëÿåòñÿ ïðåäàëãåáðîé Ãåéòèíãà 1. Òàêèì îáðàçîì p ∧ q =⇒⇐⇒ p =⇒
1Íà ñàìîì äåëå, êàê ïîêàçàòåëüíîe ìíîæåñòâî, Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àëãåáðîé Ãåéòèíãà
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(q =⇒ r) . Îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-äîïîëíåíèåì, ò.å. ¬p îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íàèáîëüøèé ýëåìåíò q òàêîé ÷òî p ∧ q = ⊥ . Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Ω,
èìåþùåå îòíîøåíèå ê êëàññè÷åñêîé ëîãèêå, ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàçðåøèìû, ò.å.
óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî.

Îïðåäåëåíèå 15 (Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).
2 = {p ∈ Ω|p ∨ ¬p}

2 èìååò ðîâíî äâà ýëåìåíòà â ñòðîãîì ñìûñëå è âìåñòå ñ îïåðàöèÿìè ∧ è ∨
ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.

Ïðåäñòàâèì åùå îäíî ïîäìíîæåñòâî Ω èìåþùåå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøå-
íèå ê êëàññè÷åñêîé ëîãèêå

Îïðåäåëåíèå 16 (Êëàññè÷åñêîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).
Ω¬¬ = {p ∈ Ω|¬¬p =⇒ p}

Ýëåìåíòàìè Ω¬¬ ÿâëÿþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ÷üÿ èñòèííîñòü ìîæåò
áûòü äîêàçàíà ¾îò ïðîòèâíîãî¿ � åñëè ¬p ëîæíî çíà÷èò p èñòèííî. Äàëüøå â
òåêñòå ýëåìåíòû Ω¬¬ áóäóò íàçûâàòüñÿ ¾êëàññè÷åñêèìè¿. Ω¬¬ ïîìèìî òîãî, ÷òî
êàê è Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àëãåáðîé Ãåéòèíãà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áóëåâîé
àëãåáðîé.

Ïðèâåäåííûå ìíîæåñòâà ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

2 ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω

Áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü ïîçäíåå, êîãäà äîáàâèòñÿ
òðåòüå ïîäìíîæåñòâî Σ ⊆ Ω, èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü â ÑÒÂ.

8. Ïðåäèêàòû
Ïðåäèêàò P ⊆ A ìîæåò áûòü çàäàí õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χP : A → Ω,
îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χP (x) = {t ∈ 1|x ∈ P}
Îáðàòíî, ôóíêöèÿ ξ : A → Ω ñîîòíîñèòñÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì

{x ∈ A| ξ(x) = >} ∈ A

Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäèêàòàìè íà
, ïîäìíîæåñòâàìè è ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè A → Ω . Ïðîïîçèöè-
îíàëüíûå ôóíêöèè îòîáðàæàþùèå íà ïîäìíîæåñòâà Ω ïðèâîäÿò ê îñîáûì
âèäàì ïðåäèêàòîâ. Íàïðèìåð ôóíêöèÿ p : A → 2 ïðåäñòàâëÿåò ïîäìíîæåñòâî
S = {x ∈ A| p(x) = >}, òàêîå ÷òî ∀x ∈ A.(x ∈ S ∨ x /∈ S) Òàêèå ïðåäèêàòû è
ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàçðåøèìûìè.

Åñëè ðàâåíñòâî íà ìíîæåñòâå çàäàíî âû÷èñëèìûì ïðåäèêàòîì (∀x ∈ A.(x =
y ∨ x 6= y)), òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìû: íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ïîäìíîæåñòâà ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå è ñóììà
ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ.

9. Àêñèîìû ÑÒÂ
Îïðåäåëåíèå 17 (Ïðîåêòèâíîå ìíîæåñòâî). Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ìíîæåñòâà A,B
äîïóñêàþò âûáîð (îáîçí. AC(AB)), åñëè äëÿ êàæäîãî òîòàëüíîãî îòíîøåíèÿ
ìåæäó A è B âûïîëíÿåòñÿ

∀R ⊆ A×B.((∀x ∈ A.∃y ∈ B.R(x, y)) =⇒ ∃f ∈ BA.∀x ∈ A.R(x, f(x)))

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè AC(A,B) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà B.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ àêèñîìà âûáîðà óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ìíî-
æåñòâà ïðîåêòèâíû. Â íàøåì ñëó÷àå ìû îãðàíè÷åíû ãîðàçäî áîëåå ñåðüçíî,
ïîòîìó ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå, ïðîåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîæå-
ñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ èìååò êàíîíè÷åñêèé êîä Ãåäåëÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî N ïðîåêòèâíî, à ìíîæåñòâî NN � íåò, ïîòîìó ÷òî
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåëüçÿ ýôôåêòèâíûì îáðàçîì óêàçàòü ïðîöåäóðó âûáîðà
êàíîíè÷åñêîãî êîäà.

Â êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñëå íåñîìíåííî
äîëæíî áûòü ïðîåêòèâíî. Ýòî óñòàâíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ àêñèîìà.

Àêñèîìà 1 (Âûáîðà ÷èñëà). Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ïðîåêòèâíî.

Òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå àêñèîìû âûáîðà ÷èñëà.

Àêñèîìà 2 (Îáóñëîâëåííûé âûáîð). Åñëè R òîòàëüíîå îòíîøåíèà íà A è
x ∈ A, òîãäà ñóùåñòâóåò f : N → A, òàêîå ÷òî f(0) = x è R(f(n), f(n + 1))
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N.

Òðåòüÿ àêñèîìà âûáîðà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ïåðâîé àêñèîìîé ÑÒÂ.
Â êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå (ïî Áèøîïó) îíà â îáùåì íå ïðèíèìàåòñÿ. Åå
îáîñíîâàíèå ëåæèò íà ðàññìîòðåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî àñïåêòà êëàññè÷åñêèõ
ïîäìíîæåñòâ. ×ëåíñòâî â êëàññè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå S ⊆ A ïðîåêòèâíîãî ìíî-
æåñòâà íå íåñåò íèêàêîé âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè, òàêèì îáðàçîì êîäû Ãåäåëÿ
äëÿ ýëåìåíòîâ A êîäèðóþò òó æå èíôîðìàöèþþ, ÷òî è äëÿ ýëåìåíòîâ S. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òå æå êîäû äëÿ ìíîæåñòâà è åãî ïîäìíîæå-
ñòâà, à ðàç ýëåìåíòû A èìåþò êàíîíè÷åñêèå êîäà, òî çíà÷èò ýëåìåíòû S òàêæå
áóäóò èõ èìåòü.

Àêñèîìà 3 (Ïðîåêòèâíîñòè). Êëàññè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ìíî-
æåñòâà ïðîåêòèâíî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 39

10. Ñ÷åòíûå è ïîëóñ÷åòíûå ìíîæåñòâà
Âû÷èñëèìûå ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè âû÷èñëåíèé. Â ÑÒÂ îíè ñîõðàíÿþò ñâîþ çíà÷èìîñòü, òîëüêî âíóòðè Eff îíè
âûãëÿäÿò êàê îáû÷íûå ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 18. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî (ïåðå÷èñëèìî), åñëè ñóùåñòâóåò ñþ-
ðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå e : N→ 1 + A, íàçûâàåìîå íóìåðàöèåé A. Íóìåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ íóìåðàöèåé áåç ïîâòîðåíèé, åñëè ∀n,m ∈ N, e(n) = e(m) ⇒ n = m.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðîíóìåðîâàíî áåç ïîâòîðåíèé
òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíà ñ÷åòíî è ðàçðåøèìî.

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàæäîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî (N) ìîæåò áûòü ïðîíóìå-
ðîâàíî áåç ïîâòîðåíèé.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ êàñàòåëüíî ñïîñîáîâ ñîçäàíèÿ
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ.

1. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

2. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

3. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.

4. Ðàçðåøèìîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà ñ÷åòíî.

5. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ôîðìèðóåò ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî.

Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ N, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî E :

E = {A = PN|A }.
Ñ ýòèì ìíîæåñòâîì ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ ëþáîïûòíàÿ òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàÿ
÷òî E ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà N

Òåîðåìà 2. Ñåìåéñòâî (E) ýòî íàèìåíüøåå èç ñåìåéñòâ (F ) ⊆ P(N) òàêèõ
÷òî:

1. 0 ∈ (F ) è N ∈ F .

2. {n} ∈ Fäëÿ êàæäîãî n ∈ N.

3. Åñëè A,B ∈ F òî A ∩B ∈ F .

4. Åñëè A ∈ Fñ÷åòíîå ñåìåéñòâî, òîãäà ∪A ∈ F .

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà î ïðîåêöèè). Ïîìíîæåñòâî S ⊆ N ñ÷åòíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà äåêàðòî-
âîãî ïðîèçâåäåíèÿ N× N . Ò.å. S = {x ∈ N|∃y ∈ N. 〈x, y〉 ∈ N× N}
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Ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî çàíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ÑÒÂ, à òàêæå
õîðîøî èçâåñòíî â ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè äîìåíîâ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ÑÒÂ
ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîëóðàçðåøèìûìè, ïðåäîñòàâèâ òàêîå ìíîæåñòâî
Σ ⊆ Ω ïîëóðàçðåøèìûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé, ÷òî E = ΣN .
Îïðåäåëåíèå 19 (Ìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).

Σ = {p ∈ Σ|∃f ∈ 2N.(p ⇐⇒ (∃n ∈ N.f(n)))}.
Σ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì (ñì. [11]):

∀p ∈ Σ.∀q ∈ Ω.((p ⇒ (q ∈ Σ)) =⇒ (p ∧ q) ∈ Σ.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ðàñêðûâàþùèõ çíà÷åíèå Σ.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî N ñ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ïîëóðàçðåøèìî.
Ïðåäëîæåíèå 4. Σ ýòî íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî Ω ñîäåðæàùåå > è çà-
ìêíóòîå ñâåðõó.

Òî, êàê ýòè ìíîæåñòâà ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé, õîðîøî ïîêàçûâàåò ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. [4])
Òåîðåìà 4. Íè îäíî èç ñëåäóþùèõ âêëþ÷åíèé 2 ⊆ Σ ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì.

Â êëàññè÷åñêîå ëîãèêå âñå íåñêîëüêî ïðîùå: 2 = Ω ñî âñåìè âûòåêàþùèìè
èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäñòâèÿìè.

Ðàññìîòðèì øèðîêî èçâåñòíûé â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëåíèé ïðèíöèï
Ìàðêîâà.
Ïðåäëîæåíèå 5. Ñëåäóþùèé óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ïðèíöèï Ìàðêîâà: äëÿ êàæäîãî a : N → 2,¬(∀n ∈ N.an = 0) =⇒ ∃n ∈
N.an = 1

2. Ïîëóðàçðåøèìûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè Σ ⊆
Ω¬¬

3. Ïîëóðàçðåøèìûå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êëàññèåñêèìè.

4. Ïîëóðàçðåøèìûå ïîäìíîæåñòâà N ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.
Õîòÿ åãî âûïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî áåññïîðíûì, äîêàçàòü ýòî â ðàì-

êàõ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè íåâîçìîæíî.
Àêñèîìà 4 (Ïðèíöèï Ìàðêîâà). Äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿþùà-
ÿñÿ íóëåì, ñîäåðæèò åäèíèöó.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé àêñèîìû ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïðèâîäèìóþ
ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé êíèãå ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ A = N )
Òåîðåìà 5 (Ïîñòà). Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äîïîëíåíèå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëóðàçðåøèìî.
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11. Îñíîâû ÑÒÂ
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äàíà ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà ÑÒÂ è íåñêîëüêî áàçîâûõ
òåîðåì òåîðèè âû÷èñëåíèé (êîòîðûå óäàëîñü äîêàçàòü â ÑÒÂ).

Îïðåäåëåíèå 20. ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : A ⇀ B ýòî ôóíêöèÿ f : A′ →
B îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâå A′ ⊆ A, íàçûâàåìîì íîñèòåëåì f Êàæäàÿ
÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f ñîîòâåòñòâóåò (òîòàëüíîé) ôóíêöèè g : A → B̃, ãäå B̃ ýòî
ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ çíà÷åíèé

B̃ = {P(B)|∀x, y ∈ B.(x ∈ s ∧ y ∈ s =⇒ x = y)}

f è g ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(x) = {f(x) ∈ B|x ∈ A′} . Îäíîýëåìåíò-
íîå ìíîæåñòâî {y} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûé ýëåìåíò y ∈ B,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì çíà÷åíèåì. Óòâåðæäåíèå ∃y ∈ B.(s = {y}),
îçíà÷àþùèå

”
÷àñòè÷íîå çíà÷åíèå s ñîâåðøåííî“ áóäåì ñîêðàùàòü êàê s ↓.

Ïðåäëîæåíèå 6. ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ N→ Ñ ñ÷åòíà (èìååò ñ÷åòíûé ãðàô)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(n) ↓ ïîëóðàçðåøèìî äëÿ êàæäîãî n ∈ N.

Ðàññìîòðèì òå ÷àñòè÷íûå çíà÷åíèÿ, ÷üÿ ñîâåðøåííîñòü ïîëóðàçðåøèìà.

Îïðåäåëåíèå 21. Ïîäúåìîì A⊥ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Σ-÷àñòè÷íûõ çíà÷åíèé

A⊥ = {s ∈ Ã|s ↓∈ Σ}

Σ-÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ýòî ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f : A → B⊥ .

Σ-÷àñòè÷íûå ôóíêöèè N → N⊥ ÿâëÿþòñÿ ñèíòåòè÷åñêèìè àíàëîãèìè ÷à-
ñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà òåîðèè âû÷èñëèìîñòè
óòâåðæäàåò, ÷òî âû÷èñëèìî-ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ íîñèòå-
ëÿìè ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 7. 1. ×àñòèíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ Σ-÷àñòè÷íîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íîñèòåëü ïîëóðàçðåøèì.

2. Ïîäìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåò-
ñÿ íîñèòåëåì Σ-÷àñòè÷íîé ôóíêöèè.

Ïðåäñòàâèì åùå îäíó õîðîøî èçâåñòíóþ òåîðåìó èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè). Êàæäîå ïîëóðàçðåøèìîå îòíîøåíèå
R íà N× N èìååò Σ-÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ âûáîðà s : A → B̃ , òàêóþ ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ A

(∃y ∈ B.R(x, y)) =⇒ s(x) ↓ ∧R(x, s(x))

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëåíèé åñòü õîðîøî èçâåñòíûå ¾òåîðåìû ñ÷åò-
íîñòè¿, ïåðâàÿ èç íèõ óòâåðæäàåò ÷òî ¾ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ïåðå÷èñëåíèå
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëÿåìûõ ìíîæåñòâ¿, à âòîðàÿ ïîñòóëèðóåò òî æå ñàìîå, íî
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äëÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Â ÑÒÂ ýòèì òåîðåìàì ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùàÿ àêñèîìà è óòâåðæäåíèå 8. Äî ñèõ ïîð, âñå ÷òî ìû ðàññìàòðèâàëè âïîëíå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåõîäå ê
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ), õîòÿ è íåïðåäñòàâëÿëî áû òîãäà íèêàêîãî èí-
òåðåñà (2 = Σ = Ω). Ñëåäóþùàÿ àêñèîìà â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïåðåëîìíîé �
ñëåäñòâèÿ èç íåå âûõîäÿò çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Àêñèîìà 5 (Ñ÷åòíîñòè). Ìíîæåñòâî ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ N ñ÷åòíî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âàæíîé êëàññè÷åñêîé òåîðåìû
î âû÷èñëèìîñòè

Ïðåäëîæåíèå 8. N→ N ñ÷åòíî

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àêñèîìû ñ÷åòíîñòè, ðàñ-
êðûâàåò ñóòü âîçíèêàþùåãî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïðîòèâîðå÷èÿ.

Òåîðåìà 7. Íè îäíî èç ñëåäóþùèõ âêëþ÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

2 ⊆ Σ ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ¾íåâîçìîæíîå¿ íåðàâåíñòâî 2 6= Ω. È íàêîíåö
2 6= Σ îçíà÷àåò ÷òî ñåìåéñòâà ðàçðåøèìûõ è ïîëóðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ N
íå ñîâïàäàþò.

Ïðåäëîæåíèå 9 (Ïðèíöèï Ôîà (Phoa)). Äëÿ êàæäîé f : Σ → Σ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà:

f(x) = (f(⊥) ∨ x) ∧ f(>)f(x) = f(⊥) ∨ (x ∧ f(>))

12. Ôîêàëüíûå ìíîæåñòâà
Ïîñëå ïîäúåìà ìíîæåñòâî ïðèîáðåòàåò ¾íåîïðåäåëåííûé¿ ýëåìåíò ⊥A Íî èíî-
ãäà, ìíîæåñòâî óæå ñîäåðæèò òàêîé ¾íåîïðåäåëåííûé¿ ýëåìåíò. Íàïðèìåð, îí
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ > ê ìíîæåñòâó è çàòåì îòîáðàæå-
íèåì ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà íà èñõîäíîå, íå òðîãàÿ ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 22 (Ôîêàëüíîå ìíîæåñòâî). Ôîêàëüíûì ìíîæåñòâîì íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî A âçÿòîå âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì (ôîêóñíûè) ε : A⊥ → A ïðè
êîòîðîì ε({x}) = x äëÿ âñåõ x ∈ A . Ýëåìåíò ε(⊥A) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ôîêóñà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñâÿçíî åñëè îíî íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà
íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå A1 + A2 íåòðèâèàëüíûì ñïîñîáîì. Äðóãèìè ñëîâàìè â
ñâÿçíîì ìíîæåñòâå ëþáîå îòîáðàæåíèå A → 2 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì îïðåäåëåíèè â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ ïðèâåäåì äâå òåîðå-
ìû ÑÒÂ, ÿâëÿþùèåñÿ áîëåå îáùèìè àíàëîãàìè òåîðåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè
âû÷èñëåíèé.
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Òåîðåìà 8 (Ðàéñà). Ôîêàëüíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ðàéñà óòâåðæäàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ
ðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ E . Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé âûøå òåî-
ðåìû, ò.ê. E - ôîêàëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 23 (ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ). Ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé f : A ⇒
B íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : A → P(B), òàêàÿ ÷òî f(x) íåâûðîæäåíî äëÿ êàæäîãî
x ∈ A.

Ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f : A ⇒ A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà x ∈ A, ÷òî x ∈ f(x).

Â çàâåðøåíèè, ïðèâåäåì îáîáùåííóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû î ðåêóðñèè:

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà î ðåêóðñèè). Êàæäàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ñ÷åòíîì
ôîêàëüíîì ìíîæåñòâå èìååò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó.

Èç òåîðåìû 9 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Ñëåäñòâèå 9.1 (Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î ðåêóðñèè). Äëÿ êàæäîãî f : N → N
ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå ÷òî ϕf(n) = ϕn.

13. Çàêëþ÷åíèå
Íà äàííîì ýòàïå çíàêîìñòâî ñ ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëåíèé çàêàí÷èâàåò-
ñÿ. Çà ðàìêàìè äàííîé ñòàòüè îñòàëèñü îïèñàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÑÒÂ ñ òîïîëîãè-
åé, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû Ðàéñà-Øàïèðî è Øåôåðäñîíà, îïèñûâàþùèå òîïîëî-
ãèè íà ΣN è N → N⊥ ñîîòâåòñòâåííî. Ôàêòè÷åñêè, èññëåäîâàíèå ðåêóðñèâíûõ
òîïîëîãèé è ðåêóðñèâíîãî àíàëèçà â ðàìêàõ ÑÒÂ � ýòî îäíî èç íàïðàâëåíèé,
íàïðàøèâàþùèõñÿ íà ðàçðàáîòêó. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì
ñàìîãî ïîíÿòèÿ âû÷èñëåíèÿ è ïîñòðîåíèå òîïîñîâ, ñòðóêòóðà êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâîâàëà áû äàííîìó ïîíÿòèþ.

Íåáîëüøèå äîñòèæåíèÿ âñå æå åñòü � ôîðìóëèðîâêè è íåêîòîðûå êëàññè÷å-
ñêèå òåîðåìû òåîðèè âû÷èñëèìîñòè âûãëÿäÿò â ÑÒÂ áîëåå ýëåãàíòíî. Äîêàçàíû
àíàëîãè îñíîâíûõ òåîðåì òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå îá-
ùèå), òàêèå êàê òåîðåìà Ðàéñà, òåîðåìà î ðåêóðñèè,òåîðåìà Ïîñòà, òåîðåìà îá
îäíîçíà÷íîñòè, òåîðåìà Ðàéñà-Øàïèðî è äðóãèå. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ÑÒÂ åùå
íå óñïåëà âûðàñòè äî àêòóàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, ÷òî, íåñîìíåí-
íî, íå ñïîñîáñòâóåò ïðèâëå÷åíèþ ê íåé âíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû ¾êëàññè÷åñêèõ¿
ñïåöèàëèñòîâ. Òåì íå ìåíåå àâòîð óâåðåí, ÷òî ïðèìåíåíèå ñèíòåòè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ïîñïîñîáñòâóåò ïîëó÷åíèþ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå êàòàñòðîô â ýêîëîãèè ëåñíûõ áèîöåíîçîâ ñ ïî-
ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êàòàñòðîô. Ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
êà÷åñòâåííîå ïðîãíîçèðîâàíèå ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðîô è ïîêàçûâàåò ê
êàêèì ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿíèåì óñòðåìëÿåòñÿ ëåñíàÿ ýêîñèñòåìà ïîñëå êà-
òàñòðîôû.

Ëåñ � ýòî ýëåìåíò ãåîãðàôè÷åñêîãî ëàíäøàôòà, ñîñòîÿùèé èç ñîâîêóïíîñòè
äåðåâüåâ, çàíèìàþùèõ äîìèíèðóþùåå ïîëîæåíèå, êóñòàðíèêîâ, íàïî÷âåííîãî
ïîêðîâà, æèâîòíûõ è ìèêðîîðãàíèçìîâ, â ñâîåì ðàçâèòèè áèîëîãè÷åñêè âçàè-
ìîñâÿçàííûõ, âëèÿþùèõ äðóã íà äðóãà è íà âíåøíþþ ñðåäó.

Â ýòîé ñòàòüå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé
ìîäåëè ñìåíû ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ëåñíûõ ýêîñèñòåì, ñ ÷üåé ïîìîùüþ ìîæ-
íî áûëî áû ïîâîäèòü ïðîãíîçèðîâàíèå ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðîô, ïðè êîòîðûõ
ëåñíàÿ ýêîñèñòåìà òåðÿåò ðàâíîâåñèå è óñòðåìëÿåòñÿ ê íîâîìó. Ïðåäëîæåííàÿ
ìîäåëü ñïîñîáíà äàâàòü îòâåòû íà âîïðîñû: êàêîâû ýòè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà îíè
íàðóøàþòñÿ, ê êàêèì ðàâíîâåñèÿì ñèñòåìà ïåðåéäåò è ñêîëüêî íîâûõ ðàâíîâå-
ñèé ìîæåò áûòü?

Ìîäåëü îñíîâûâàåòñÿ íà ÷åòûðåõ óïðàâëÿþùèõ âíåøíèõ ôàêòîðàõ, çàäàþ-
ùèõ ñðåäó ýêîñèñòåìû. Ýòî âëàæíîñòü ïî÷âû w; îêîíííàÿ äèíàìèêà u, îïðåäå-
ëÿþùàÿ ìîçàè÷íîñòü ôèòîöåíçà; íàëè÷èå êîíêóðåíöèè l è àíòðîïîãåííîå âìå-
øàòåëüñòâà v â ëåñíóþ ýêîñèñòåìó (âûðóáêà ëåñà, ïîæàðû è ò.ä.). Ìîäåëü ìî-
æåò áûòü óñëîæíåíà çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âíåøíèõ
ôàêòîðîâ, íî ïðè ýòîì îíà ñòàíîâèòñÿ ìåíåå íàãëÿäíîé è òðåáóåò ïðè åå èñ-
ïîëüçîâàíèè óæå ãîðàçäî áîëåå ñåðüåçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé.

1. Õàðàêòåðèñòèêè ëåñíûõ ýêîñèñòåì
1.1. Ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà âèäîâîå ðàçíîîáðàçèå è áîãàòñòâî ëåñ-

íîé ýêîñèñòåìû
1. Âèäîâîå áîãàòñòâî è âèäîâàÿ íàñûùåííîñòü çàâèñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü îò óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ôèòîöåíîçà Ãëàâíûìè ëèìèòèðóþ-
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ùèìè ôàêòîðàìè âèäîâîãî ðàçíîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà, âëàæíîñòü è
íàëè÷èå ïèùåâûõ ðåñóðñîâ [1].

2. Óñëîâèÿ ïðîèçðàñòàíèÿ ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ ïî òåïëîîáåñïå÷åííî-
ñòè, âëàæíîñòè è áîãàòñòâó ïî÷â â ïðåäåëàõ îäíîãî ðåãèîíà [1].

3. Âèäîâîå ðàçíîîáðàçèå âçàèìîñâÿçàíî è ñ ðàçíîîáðàçèåì óñëîâèé êîíêðåò-
íîé ñðåäû îáèòàíèÿ [1].

3. Ñêàçûâàåòñÿ è âîçäåéñòâèå ÷åëîâåêà, è ñòåïåíü èçìåíåíèÿ ñðåäû ñàìèì
ñîîáùåñòâîì (ìàêñèìàëüíàÿ â ëåñàõ è ìèíèìàëüíàÿ â ïóñòûíÿõ) [1].

1.2. ßðóñíîñòü
Ðàñïðåäåëåíèå ðàñòåíèé ïî íàäçåìíûì ÿðóñàì îïðåäåëÿåò íåîäèíàêîâàÿ îñâå-
ùåííîñòü, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èÿì â òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå è ðåæèìå
âëàæíîñòè.

Êàæäûé ÿðóñ, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ôèòîöåíîçà, îêàçûâàåò âëèÿíèå íà äðóãèå
ÿðóñû è â ñâîþ î÷åðåäü ïîäâåðãàåòñÿ èõ âëèÿíèþ. Ïîýòîìó ôèòîöåíîç íåîáõîäè-
ìî ðàññìàòðèâàòü êàê íå÷òî öåëîå, à ÿðóñû ôèòîöåíîçà � êàê åãî ñòðóêòóðíûå
÷àñòè, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî ñàìîñòîÿòåëü-
íûìè.

Äþðüå âûäåëÿåò êðóïíûå ÿðóñû: äåðåâüåâ, êóñòàðíèêîâ, òðàâ, íàïî÷âåííîãî
ïîêðîâà, à â ïðåäåëàõ ýòèõ ÿðóñîâ � ïîäúÿðóñû:

� âåðõíèé, ïåðâûé ÿðóñ A, îáðàçóþò äåðåâüÿ. Åãî ïîäúÿðóñ A.1 ñîñòîèò âûñî-
êèõ äåðåâüåâ; ïîäúÿðóñ A.2 � äåðåâüÿ âòîðîé âåëè÷èíû � ðÿáèíà îáûêíîâåííàÿ,
÷åð¼ìóõà îáûêíîâåííàÿ, èâà êîçüÿ, äèêàÿ ÿáëîíÿ.

� âòîðîé ÿðóñ ëåñà B ñîñòîèò èç êóñòàðíèêîâ, îáðàçóþùèõ ïîäëåñîê � ëåùè-
íà îáûêíîâåííàÿ, æèìîëîñòü ëåñíàÿ, êðóøèíà ëîìêàÿ, áåðåñêëåò åâðîïåéñêèé.

� òðåòèé ÿðóñ C ëåñà ñîñòîèò èç òðàâ. Ïîäúÿðóñ âûñîêèõ òðàâ � ÷èñòåö ëåñ-
íîé, áîð ðàçâåñèñòûé, áîðöû; ïîäúÿðóñ íèçêèõ òðàâàì � ñíûòü îáûêíîâåííàÿ,
îñîêà âîëîñèñòàÿ, ïðîëåñòíèê ìíîãîëåòíèé è äð.

� ÷åòâ�åðòûé ÿðóñ D � ìõè, ãðèáû, ëèøàéíèêè.
ßðóñíîå ðàñïîëîæåíèå ðàñòåíèé ñâÿçàíî ñ íåîäèíàêîâîé îñâåù¼ííîñòüþ. Êî-

ëè÷åñòâî ñâåòà óìåíüøàåòñÿ îò ÿðóñà ê ÿðóñó. Ìíîãî ñâåòà ïîëó÷àþò äåðåâüÿ
ïåðâîãî ÿðóñà è î÷åíü ìàëî � ìõè è ëèøàéíèêè. Â åëîâîì ëåñó êóñòàðíèêè
íå ðàñòóò � âåòâè åëåé çàäåðæèâàþò î÷åíü ìíîãî ñâåòà, â òàêîì ëåñó âñåãäà
ñóìðà÷íî.

ßðóñàìè ðàñïîëàãàþòñÿ è êîðíè îò ëåñíûõ ðàñòåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîãëî-
ùàòü âîäó, ìèíåðàëüíûå âåùåñòâà èç ðàçíûõ ïî ãëóáèíå ñëîåâ çåìëè.

¾Êàæäûé ÿðóñ, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ôèòîöåíîçà, îêàçûâàåò âëèÿíèå íà äðóãèå
ÿðóñû è â ñâîþ î÷åðåäü ïîäâåðãàåòñÿ èõ âëèÿíèþ. Ïîýòîìó ôèòîöåíîç íåîáõîäè-
ìî ðàññìàòðèâàòü êàê íå÷òî öåëîå, à ÿðóñû ôèòîöåíîçà � êàê åãî ñòðóêòóðíûå
÷àñòè, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî ñàìîñòîÿòåëü-
íûìè¿ [1].

¾Ìíîãîÿðóñíûå áèîöåíîçû, ïðåäñòàâëåííûå áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âèäîâ
ðàñòåíèé, æèâîòíûõ è ìèêðîîðãàíèçìîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ðàçíîîá-
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ðàçíûìè ïèùåâûìè è ïðîñòðàíñòâåííûìè îòíîøåíèÿìè, íàçûâàþòñÿ ñëîæíû-
ìè. Îíè íàèáîëåå óñòîé÷èâû ê íåáëàãîïðèÿòíûì âîçäåéñòâèÿì. Èñ÷åçíîâåíèå
êàêîãî-ëèáî âèäà ñóùåñòâåííî íå îòðàæàåòñÿ íà ñóäüáå òàêèõ áèîöåíîçîâ. Â
íèõ ïðîèñõîäèò ëèøü íåçíà÷èòåëüíàÿ ïåðåñòðîéêà îðãàíèçàöèè, ïðè êîòîðîé
ïîïóëÿöèè îäíîãî è äàæå íåñêîëüêèõ âèäîâ ìîãóò çàìåíÿòüñÿ ýêîëîãè÷åñêè
áëèçêèìè âèäàìè, à ñòàáèëüíîñòü ñîîáùåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé ðå-
ãóëÿöèåé ÷èñëåííîñòè îäíèõ âèäîâ äðóãèìè¿ [1].

1.3. Ìîçàè÷íîñòü. Îêîííàÿ äèíàìèêà

Îáû÷íî ôèòîöåíîç íå áûâàåò ñîâåðøåííî îäèíàêîâûì íà âñåì ñâîåì ïðîòÿæå-
íèè.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ôèòîöåíîçà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîçàè÷íî-
ñòüþ.

¾Ìîçàè÷íîñòü � ãîðèçîíòàëüíîå ðàñ÷ëåíåíèå âíóòðè ôèòîöåíîçà, îáóñëîâ-
ëåííîå öåíîòè÷åñêèìè ôàêòîðàìè. Ïðè÷èíû åå ðàçíûå:

� íåðàâíîìåðíîñòü óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ, âûçâàííàÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòüþ
òåõ èëè èíûõ ðàñòåíèé: ðàçëè÷èÿ â çàòåíåíèè, õèìèçìå è ôèçè÷åñêèõ îñîáåí-
íîñòÿõ îïàäà, â íàíîðåëüåôå;

� ðåçóëüòàò äåÿòåëüíîñòè æèâîòíûõ, âûáðàñûâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòü ïî÷-
âó èç ãëóáîêèõ ãîðèçîíòîâ (çåìëåðîè) èëè íàðóøàþùèõ â íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ
îáû÷íûé ñòðîé ðàñòèòåëüíîãî ñîîáùåñòâà (ãðûçóíû);

� ñïîñîáîì ðîñòà òåõ èëè èíûõ ðàñòåíèé, îáðàçóþùèõ êî÷êè èëè êóðòèíû.
Òàê, âûñîêèå êî÷êè, îáðàçóåìûå îñîêîé äåðíèñòîé íà áîëîòàõ, ñïîñîáñòâóþò
âîçíèêíîâåíèþ âåñüìà ðàçíîîáðàçíûõ ìèêðîöåíîçîâ íà âåðøèíêàõ, íà îòêîñàõ
è â ïîíèæåíèÿõ ìåæäó êî÷êàìè¿ [1].

Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ñìåíû ïîêîëåíèé äåðåâüåâ, ïîääåðæàíèÿ ñïåöèôè-
÷åñêîé ìîçàè÷íîñòè ëåñîâ è âûñîêîãî áèîëîãè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ âî ìíîãèõ
òèïàõ ëåñà ÿâëÿåòñÿ äèíàìèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ãèáåëüþ îòäåëüíûõ ñòàðûõ äåðåâüåâ
èëè èõ ãðóïï, îáðàçîâàíèÿ çà ñ÷åò ýòîãî ¾îêîí¿ â ïîëîãå äðåâîñòîÿ è ôîðìèðî-
âàíèÿ â ýòèõ îêíàõ ãðóïï ìîëîäûõ äåðåâüåâ. Ýòîò ìåõàíèçì ïîñòåïåííîé ñìåíû
ïîêîëåíèé äåðåâüåâ ïîëó÷èë íàçâàíèå îêîííîé äèíàìèêè (à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åé ìîçàè÷íîñòü ëåñíûõ ýêîñèñòåì � îêîííîé ìîçàèêè).

Äëÿ ëåñîâ, ãäå ñóùåñòâóåò îêîííàÿ äèíàìèêà õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå îñî-
áåííîñòè:

� âûñîêàÿ ìîçàè÷íîñòü äðåâîñòîÿ è âñåõ îñòàëüíûõ ÿðóñîâ ëåñà, ñâÿçàííàÿ
ñ ïîñòîÿííûì âûâàëèâàíèåì èëè (ðåæå) óñûõàíèåì ¾íà êîðíþ¿ îòäåëüíûõ ñòà-
ðûõ äåðåâüåâ, èõ ãðóïï èëè öåëûõ ó÷àñòêîâ äðåâîñòîÿ è ôîðìèðîâàíèåì íà èõ
ìåñòå íîâûõ, áîëåå ìîëîäûõ ãðóïï äåðåâüåâ, à òàêæå ïðåîáëàäàíèå èëè çíà÷è-
òåëüíàÿ äîëÿ ó÷àñòêîâ ñ íèçêîé ñîìêíóòîñòüþ êðîí äåðåâüåâ è âûñîêîé îñâå-
ùåííîñòüþ íèæíèõ ÿðóñîâ ëåñà. Íåïðåðûâíîñòü ïðîöåññà ãèáåëè êðóïíûõ äå-
ðåâüåâ è îáðàçîâàíèÿ îêîí îáåñïå÷èâàåò ïîääåðæàíèå ðàçíîâîçðàñòíîñòè äðåâî-
ñòîåâ, èõ ñòàáèëüíîñòè âî âðåìåíè (ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ ïëîùàäåé ëåñà)



48 Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà, À.Ê. Ãóö. Êàòàñòðîôû òèïà ¾áàáî÷êà¿...

è ñëîæíîé ñâåòîâîé ìîçàèêè ïîä ïîëîãîì ëåñà. Áëàãîäàðÿ ýòîé ñâåòîâîé ìîçà-
èêå è íàëè÷èþ ïîä ïîëîãîì ëåñà ñèëüíî îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ, â òàêèõ ëåñàõ
ìîæíî âñòðåòèòü êàê èñêëþ÷èòåëüíî òåíåâûíîñëèâûå âèäû ðàñòåíèé, íàïðèìåð
êèñëèöó èëè ñåäìè÷íèê, òàê è ñâåòîëþáèâûå âèäû � ìàëèíó, èâàí-÷àé è äðóãèå;

� íåïðåðûâíûé ïîïóëÿöèîííûé âîçðàñòíîé ñïåêòð áîëüøèíñòâà äðåâåñíûõ
ïîðîä, îáðàçóþùèõ äðåâîñòîé. Â íîðìå ïîäîáíûå ëåñà ÿâëÿþòñÿ ïîëèäîìèíàíò-
íûìè ñ ãîñïîäñòâîì òåìíîõâîéíûõ ïîðîä è ïðèìåñüþ ëèñòâåííûõ � â þæíîé
òàéãå èëüìà, ëèïû, êëåíà, äóáà, ÿñåíÿ, áåðåçû, â ñðåäíåé è ñåâåðíîé òàéãå � áåðå-
çû. Êàê ïðàâèëî, òåìíîõâîéíûå ïîðîäû äåðåâüåâ (åëü, ïèõòà, ñîñíà ñèáèðñêàÿ)
õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâíûì âîçðàñòíûì ñïåêòðîì è íàëè÷èåì âñåõ âîçðàñò-
íûõ ñòàäèé è âîçðàñòîâ äåðåâüåâ (âñõîäû ìîãóò îòñóòñòâîâàòü, ÷òî ñâÿçàíî ñ
íååæåãîäíûì îáèëüíûì îáðàçîâàíèåì åëîâûõ ñåìÿí). Ëèñòâåííûå ïîðîäû äå-
ðåâüåâ ìîãóò íå èìåòü íåïðåðûâíîãî âîçðàñòíîãî ñïåêòðà, ÷òî ñâÿçàíî êàê ñ
ìåíüøåé èõ äîëåé â ñîñòàâå äðåâîñòîÿ ïî êîëè÷åñòâó îñîáåé (è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, áîëüøèìè ôëóêòóàöèÿìè ÷èñëåííîñòè), òàê è ñ áîëüøåé èõ çàâèñèìîñòüþ
îò ðàçìåðà îáðàçóþùèõñÿ îêîí (è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøåé çàâèñèìîñòüþ îò
äåéñòâèÿ óðàãàíîâ, ýêñòðåìàëüíûõ ïîãîäíûõ óñëîâèé, âñïûøåê ÷èñëåííîñòè
âðåäèòåëåé è áîëåçíåé);

� íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âàëåæà ðàçíûõ ðàçìåðíûõ êëàññîâ è ðàç-
íûõ ñòåïåíåé ðàçëîæåíèÿ, à òàêæå âåòðîâàëüíîãî ïî÷âåííîãî ìèêðîðåëüåôà
(âêëþ÷àþùåãî çàïàäèíû è áóãðû âåòðîâàëüíî-ïî÷âåííûõ êîìïëåêñîâ ðàçíîãî
ðàçìåðà è âîçðàñòà). Âàëåæ è âåòðîâàëüíûé ïî÷âåííûé ìèêðîðåëüåô ñîçäà-
þò âûñîêóþ ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè ñóáñòðàòíûõ óñëîâèé ïîä ïîëîãîì ëåñà,
îáåñïå÷èâàÿ, ñîâìåñòíî ñî ñâåòîâîé ìîçàèêîé, âûñî÷àéøåå ðàçíîîáðàçèå ýêîëî-
ãè÷åñêèõ íèø è âîçìîæíîñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îäíîãî ó÷àñòêà ëåñà
îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà âèäîâ ðàñòåíèé è æèâîòíûõ;

� íàëè÷èå ìîùíûõ, íàñûùåííûõ îðãàíè÷åñêèì âåùåñòâîì âåðõíèõ ïî÷âåí-
íûõ ãîðèçîíòîâ, îáåñïå÷èâàþùåå, âìåñòå ñ âàëåæîì è âåòðîâàëüíûì ìèêðî-
ðåëüåôîì, âûñîêóþ âëàãîóäåðæèâàþùóþ ñïîñîáíîñòü ýòèõ ëåñíûõ ýêîñèñòåì,
ïðåîáëàäàíèå âíóòðèïî÷âåííîãî ñòîêà íàä ïîâåðõíîñòíûì è ïîääåðæàíèå îñî-
áîãî ìèêðîêëèìàòà ïîä ïîëîãîì ëåñà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ïîâûøåííîé âëàæ-
íîñòüþ âîçäóõà è âåðõíèõ ïî÷âåííûõ ãîðèçîíòîâ è, êàê ñëåäñòâèåì, ñãëàæåí-
íûìè ñóòî÷íûìè êîëåáàíèÿìè òåìïåðàòóðû;

� êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíîå ó÷àñòèå èëè ïðåîáëàäàíèå â ñîñòàâå òðàâÿíî-
êóñòàðíè÷êîâîãî ÿðóñà âèäîâ èç ãðóïïû òàåæíîãî êðóïíîòðàâüÿ � ùèòîâíèêà
àâñòðèéñêîãî, êî÷åäûæíèêà æåíñêîãî, äèïëàçèóìà ñèáèðñêîãî è äðóãèõ êðóï-
íûõ ïàïîðîòíèêîâ, áîäÿêîâ îãîðîäíîãî è ðàçíîëèñòíîãî, öèöåðáèòû àëüïèéñêîé
èëè óðàëüñêîé è ìíîãèõ äðóãèõ ñõîäíûõ ñ íèìè ïî ýêîëîãèè âèäîâ ðàñòåíèé.

Ëåñà ñ îêîííîé äèíàìèêîé äðåâåñíîãî ÿðóñà èìåþò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ
ñîõðàíåíèÿ â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âèäîâ òàåæíîé ôëî-
ðû è ôàóíû. Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ îãðîìíîìó êîëè÷åñòâó çàïàñåííîãî â ïî÷âå
ýòèõ ëåñîâ è íà åå ïîâåðõíîñòè ìåðòâîãî îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà, ýòè ëåñà èìå-
þò î÷åíü áîëüøîå âîäîðåãóëèðóþùåå (êàê ýôôåêòèâíàÿ ïðèðîäíàÿ ãóáêà) è
êëèìàòîðåãóëèðóþùåå (êàê ðåçåðâóàðû èñêëþ÷åííîãî èç àòìîñôåðíîãî êðóãî-
âîðîòà óãëåðîäà) çíà÷åíèå. Ê ñîæàëåíèþ, òàêèõ ëåñîâ ñîõðàíèëîñü èñêëþ÷è-
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òåëüíî ìàëî, è ñ êàæäûì ãîäîì èõ ïëîùàäü ñîêðàùàåòñÿ âñå ñèëüíåå è ñèëüíåå
� ïðåæäå âñåãî, ïîä âîçäåéñòâèåì âûðóáîê è âîçíèêàþùèõ âîêðóã íèõ è ëåñî-
âîçíûõ äîðîã ïîæàðîâ.

1.4. Àòìîñôåðà

¾Ðîñò è ðàçâèòèå ðàñòèòåëüíîñòè çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè âîçäóõà,
åãî äâèæåíèÿ è ñîñòàâà, íî è íàîáîðîò � ñîñòàâ, âûñîòà, ÿðóñíîñòü è ãóñòîòà
ðàñòèòåëüíîñòè âëèÿþò íà ýòè ñâîéñòâà àòìîñôåðû¿ [1].

1.5. Âëàæíîñòü ïî÷âû. Çàñóõà. Èçáûòîê âëàãè

Äëÿ ëåñîâ îïàñíîñòü ïðåäñòàâëåò íå òîëüêî çàñóõà, íåõâàòêà âëàãè â ïî÷âå, íî
è âûìîêàíèå.

¾Ïîä âûìîêàíèåì ëåñîâ ïîíèìàåòñÿ óãíåòåíèå è ãèáåëü ëåñíûõ ìàññèâîâ
âñëåäñòâèå äëèòåëüíîãî çàñòîÿ âîäû, çàáîëà÷èâàíèÿ òåððèòîðèè, ïîäúåìà óðîâ-
íÿ ãðóíòîâûõ âîä è çàñîëåíèÿ ïî÷â. Ïðîáëåìà âûìîêàíèÿ ëåñîâ õàðàêòåðíà äëÿ
ðàâíèííûõ, ñëàáî äðåíèðîâàííûõ ðàéîíîâ, ñ íåãëóáîêèì çàëåãàíèåì ãðóíòîâûõ
âîä è ïîâûøåííûì óâëàæíåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, îíà àêòóàëüíà äëÿ îáøèðíûõ
ðàéîíîâ Çàïàäíî-Ñèáèðñêîé ðàâíèíû. Â óñëîâèÿõ ïîâûøåííîé îáâîäíåííîñòè
ãðóíòîâ è çàáîëî÷åííîñòè, ïðîêëàäêà àâòîìîáèëüíûõ äîðîã è ìàãèñòðàëüíûõ
íåôòå- è ãàçîïðîâîäîâ òðåáóåò âîçâåäåíèÿ ìîùíûõ íàñûïåé, ÷òî ïðèâîäèò ê
íàðóøåíèþ ãèäðîëîãè÷åñêîãî ðåæèìà, è êàê ðåçóëüòàò � ê äåãðàäàöèè è âûìî-
êàíèþ ëåñíûõ ìàññèâîâ <..>

Ïðè âûìîêàíèè ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ â àíàòîìèè äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíî-
ñòè, â âèäîâîì ñîñòàâå òðàâÿíîãî ïîêðîâà, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê
ñìåíå îäíîé ýêîñèñòåìû íà äðóãóþ: íà ìåñòå ëåñîâ âîçíèêàþò áîëîòà¿ [2].

1.6. Ïîæàðû

Ïîæàðû ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì, ñïîñîáíûì âûâåñòè ëåñíóþ ýêîñèñòåìû
èç ðàâíîâåñèÿ è ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ýêîëîãè÷åñêîé êàòàñòðîôû. Ïðè ëåñ-
íûõ ïîæàðàõ ïîâðåæäàåòñÿ èëè ïîëíîñòüþ óíè÷òîæàåòñÿ ðàñòóùèé ëåñ âìåñòå
ñ ïîäëåñêîì, ïîäðîñòîì è òðàâÿíûì ïîêðîâîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì óòðà÷èâàåòñÿ
èñòî÷íèê ïîëó÷åíèÿ äðåâåñèíû è ðåçêî ñíèæàþòñÿ âîäîîõðàííî-çàùèòíûå è
ñàíèòàðíî-ãèãèåíè÷åñêèå ñâîéñòâà ëåñà. Ïîæàðû óíè÷òîæàþò ãíåçäà ïòèö è
ìåñòîîáèòàíèÿ çâåðåé, ñïîñîáñòâóþò ðàçìíîæåíèþ âðåäíûõ íàñåêîìûõ.

¾Ëåñíûå ïîæàðû î÷åíü ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ýêîëîãèþ ëåñîâ, âêëþ÷àÿ
ôîðìèðîâàíèå êðóãîâîðîòà óãëåðîäà. Ïîæàðû èíèöèèðóþò íîâóþ ñóêöåññèþ
ïîëîãà ëåñà è, òàêèì îáðàçîì, ðåãóëèðóþò àêêóìóëÿöèþ óãëåðîäà, îïðåäåëÿå-
ìóþ ïåðâè÷íîé ïðîäóêöèåé. Ïîæàðû âîçäåéñòâóþò, ïîìèìî ýòîãî, íà òåïëîâîé
ðåæèì ïî÷âû, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïðîöåññû äûõàíèÿ
ïî÷âû. Íàêîíåö, ñëåäñòâèåì ëåñíûõ ïîæàðîâ îêàçûâàåòñÿ èõ âëèÿíèå íà êðó-
ãîâîðîò óãëåðîäà â ðåãèîíàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ìàñøòàáàõ, îáóñëîâëåííîå âû-
áðîñàìè óãëåðîäà â àòìîñôåðó è ïîñëåäóþùèì äàëüíèì ïåðåíîñîì <..>
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, � ëåñíûå ïîæàðû � ýòî ñòèõèÿ ïðèðîäíîãî (à èíîãäà è àí-
òðîïîãåííîãî) ïðîèñõîæäåíèÿ, ïðè÷èíÿþùàÿ ñåðüåçíûé ìàòåðèàëüíûé óùåðá.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, � ïîæàðû � íåîáõîäèìûé êîìïîíåíò ýâîëþöèè ëåñîâ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé èõ îáíîâëåíèå¿ [3].

1.7. Âûðóáêà ëåñîâ
Âûðóáêà ëåñà áåç ìåð ïî åãî âîññòàíîâëåíèþ îçíà÷àåò îáåñëåñèâàíèå è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ôàêòè÷åñêè íàñòóïàþùóþ ýêîëîãè÷åñêóþ êàòàñòðîôó. Ê ïðèìåðó,
âûðóáêà ëåñîâ ðåçêî èçìåíÿåò õàðàêòåð ñòîêà è ãèäðîëîãè÷åñêèé ðåæèì ðåê,
âûçûâàåò áóðíûå âåñåííèå ïàâîäêè è ðåçêîå îáìåëåíèå ðåê â ëåòíåå âðåìÿ,
âîäîîõðàííûå ñâîéñòâà ëåñà ñíèæàþòñÿ èëè ïðîïàäàþò ïîëíîñòüþ.

Ðóáêè â ëåñíûõ ýêîñèñòåìàõ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê àíòðîïîãåííûé
ôàêòîð âîçíîæíîé ïîòåðè ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìîé.

1.8. Ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî èñêëþ÷åíèÿ
Ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî èñêëþ÷åíèÿ ãëàñèò: åñëè äâà âèäà êîíêóðèðóþò çà îä-
íó ýêîëîãè÷åêóþ íèøó1, åñòü òîëüêî äâà âîçìîæíûõ èñõîäà. Ëèáî ýòè äâà âèäà
íåìíîãî èçìåíÿòñÿ è êàæäûé çàéìåò íåìíîãî äðóãóþ íèøó (äèôôåðåíöèàöèÿ
íèø), ëèáî îäèí èç âèäîâ îáðå÷åí íà âûìèðàíèå 2.

¾Êîíêóðåíöèÿ îòìå÷àåòñÿ ìåæäó îñîáÿìè îäíîãî âèäà (âíóòðèâèäîâàÿ áîðü-
áà) è ìåæäó îñîáÿìè ðàçíûõ âèäîâ (ìåæâèäîâàÿ áîðüáà) â íåáëàãîïðèÿòíûõ
óñëîâèÿõ ñðåäû.

Îáà òèïà áîðüáû îáû÷íî òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Â áîðüáå çà ïèùó, çà
âëàãó, ñ âðåäèòåëÿìè è ïàðàçèòàìè ðàñòåíèÿ êîíêóðèðóþò è ñ îñîáÿìè ñâîåãî
âèäà, è ñ îñîáÿìè äðóãèõ âèäîâ¿ [1].

1.9. Äîáðîêà÷åñòâåííîñòü
Ìîäåëèðîâàíèå ýêîëîãèè ëåñíûõ áèîöåíîçîâ, åñëè ìû æåëàåì èìåòü ÷èñëåííûé
ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ëåñíîé ýêîñèñòåìû x, òðåáóåò íà÷àòü ñ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî
ïîêàçàòåëÿ. Ìû ïðåæäå âñåãî ïðåäëàãàåì íàçâàíèå äëÿ òðåáóåìîãî ïîêàçàòåëÿ,
ââîäÿ òåðìèí äîáðîêà÷åñòâåííîñòü ëåñíîé ýêîñèñòåìû.

Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñíîé ýêîñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ
â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîíðåòíîå ðàñòèòåëüíîå
ñîîáùåñòâî. Ñìåíà ðàâíîâåñèÿ, ñîïðîâîæäàþùååñÿ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ äîá-
ðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñíîé ýêîñèñòåìû, � ýòî ñìåíà îäíèõ ñîîáùåñòâ äðóãèìè
(äèíàìèêà ðàñòèòåëüíîãî ïîêðîâà ïî Ñóêà÷�åâó).

Äîáðîêà÷åñòâåííîñòü ëåñíîé ýêîñèñòåìû ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ çàìåðîâ, ïðîèçâîäèìûõ â ëåñíîé ýêîñèñòåìå.

1Ïîä ýêîëîãè÷åñêîé íèøåé ïîäðàçóìåâàþò ñîâîêóïíîñòü ôàêòîðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû, â
ïðåäåëàõ êîòîðûõ äàííûé âèä ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ è âîñïðîèçâîäèòüñÿ.

2Ñì. ñàéò http://elementy.ru



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 51

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ [1]:
1. Áîíèòåò3 ëåñà � ïîêàçàòåëü ïðîäóêòèâíîñòè ëåñà, çàâèñÿùèé îò

ïî÷âåííî-ãðóíòîâûõ è êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé (ìåñòîîáèòàíèÿ). Îïðåäåëÿåòñÿ
ñðåäíåé âûñîòîé äåðåâüåâ ãîñïîäñòâóþùåé ïîðîäû íàñàæäåíèÿ ñ ó÷¼òîì åãî
âîçðàñòà. Â ñîâåòñêîé òàêñàöèîííîé ïðàêòèêå ïîëüçóþòñÿ øêàëîé êëàññîâ áî-
íèòåòà, ñîñòàâëåííîé â 1911 ïðîô. Ì.Ì.Îðëîâûì. Ïî áîíèòèðîâî÷íîé øêàëå
íàñàæäåíèÿ äåëÿòñÿ íà 5 êëàññîâ áîíèòåòà, îáîçíà÷àåìûõ ðèìñêèìè öèôðàìè.
Ê I êëàññó îòíîñÿò íàñàæäåíèÿ íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûå, ê V êëàññó � íàèìå-
íåå ïðîäóêòèâíûå. Íåðåäêî ÷èñëî êëàññîâ áîíèòåò ëåñà óâåëè÷èâàþò, íàïðèìåð
çíàêîì Ia îáîçíà÷àþò íàñàæäåíèÿ ñ ïðîäóêòèâíîñòüþ âûøå I êëàññà è çíàêîì
Va � íèæå V êëàññà. Äëÿ âñåõ äðåâåñíûõ ïîðîä ïðèíÿòà îáùàÿ áîíèòèðîâî÷íàÿ
øêàëà. Äëÿ ñåìåííûõ è ïîðîñëåâûõ íàñàæäåíèé óñòàíîâëåíû îñîáûå øêàëû;

2. Ïîêàçàòåëè ÷èñëåííîñòè âèäîâ è èõ äèíàìèêà ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îñ-
íîâíûõ â èçó÷åíèè ðàñòèòåëüíîñòè. ×èñëåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âèçóàëüíî è èí-
ñòðóìåíòàëüíî, íî ÷àùå âèçóàëüíî. Âñåãäà íà ó÷åòíîé åäèíèöå: ïëîùàäè (äì,
ì2, êì2, ãà), äëèíû (ì, êì), îáúåìà (ì3, 10 äì3), âðåìåíè (÷àñ, ñóòêè) è ò.ä. [1]

3. Êîëè÷åñòâåííîå ñîîòíîøåíèå âèäîâ â áèîöåíîçå, èëè èíäåêñ ðàçíîîáðàçèÿ
H ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Øåííîíà:

H = −
∑

i

pi log pi,

ãäå pi � äîëÿ âèäà â ñîîáùåñòâå [1].
4. Âñòðå÷àåìîñòü (÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè, êîýôôèöèåíò âñòðå÷àåìîñòè) �

ýòî îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî âûáîðîê, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ âèä. Åñëè âûáîðêà
ñîñòîèò èç 100 ó÷åòíûõ ïëîùàäîê, à âèä îòìå÷åí íà 43, òî è âñòðå÷àåìîñòü ðàâíà
43%. Ïðè âñòðå÷àåìîñòè 25%, âèä âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîé ÷åòâåðòîé ïëîùàäêå
ó÷åòà è îí ñëó÷àéíûé. Âûñîêàÿ âñòðå÷àåìîñòü, åñëè âèä îòìå÷åí áîëåå, ÷åì íà
50% ó÷. ïë. Îáû÷íî çàêëàäûâàåòñÿ 50 ó÷. ïë., íî íå ìåíåå 25. [1]

5. Îáèëèå � ýòî êîëè÷åñòâî îñîáåé âèäà íà åäèíèöå ïëîùàäè èëè îáúåìà.
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ øêàëû îáèëèÿ Äðóäå è Õóëüòà.

6. Ïîêðûòèå � ïðîöåíò ïëîùàäè, ïîêðûâàåìîé íàäçåìíûìè ÷àñòÿìè ðàñòå-
íèé. Ïðîöåíò ïëîùàäè, çàíÿòîé îñíîâàíèÿìè ðàñòåíèé -� èñòèííîå ïîêðûòèå,
âåðõíèìè ÷àñòÿìè � ïðîåêòèâíîå. Ïðîåêòèâíîå ïîêðûòèå -� îáÿçàòåëüíûé ïî-
êàçàòåëü ïðè èçó÷åíèè íàïî÷âåííîãî ïîêðîâà.

7. Áèîìàññà � îáùèå çàïàñû îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà, íàêîïëåííûå ê ìîìåí-
òó ó÷åòà. Âûðàæàþòñÿ â ìàññå àáñîëþòíî-ñóõîãî, âîçäóøíî-ñóõîãî èëè ñûðîãî
âåùåñòâà. Áèîìàññà ðàñòåíèé � ðàñòèòåëüíàÿ ìàññà, ôèòîìàññà; áèîìàññà æè-
âîòíûõ � çîîìàññà. Áèîìàññà, åå ôðàêöèîííàÿ ñòðóêòóðà, ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ
(ïðîäóêöèÿ � ïðèðîñò áèîìàññû çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè) ÿâëÿ-
þòñÿ âàæíåéøèìè � èíòåãðàëüíûìè, ïîêàçàòåëÿìè æèçíåäåÿòåëüíîñòè îðãà-
íèçìîâ. Îíè äàþò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ðîëü êàæäîãî ôàêòîðà è ïîïóëÿöèè â
ôîðìèðîâàíèè áèîãåîöåíîçà, îöåíèòü çàïàñû áèîëîãè÷åñêèõ è ïèùåâûõ ðåñóð-
ñîâ, ñäåëàòü êðàòêî- è äîëãîñðî÷íûå ïðîãíîçû ðàçâèòèÿ ñîîáùåñòâ, ïðåäñêàçàòü

3Bonitas (ëàò.) � äîáðîêà÷åñòâåííîñòü.
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ïóòè èõ òðàíñôîðìàöèè è ðàçðàáîòàòü ìåðîïðèÿòèÿ ïî îõðàíå è ðàöèîíàëüíîìó
èñïîëüçîâàíèþ ëþáîãî èç ðåñóðñîâ. Èìåííî ïîýòîìó èçó÷åíèå áèîëîãè÷åñêîé
ïðîäóêòèâíîñòè è áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó óïîìÿíóòîé â îäíîé èç ïðåäûäóùèõ
ëåêöèé Ìåæäóíàðîäíîé áèîëîãè÷åñêîé ïðîãðàììû (ÌÁÏ).

8. Îáèëèå âèäà � ÷èñëî îñîáåé äàííîãî âèäà íà åäèíèöó ïëîùàäè èëè îáúåìà
çàíèìàåìîãî èìè ïðîñòðàíñòâà.

9. Ñòåïåíü äîìèíèðîâàíèÿ � îòíîøåíèå (îáû÷íî â ïðîöåíòàõ) ÷èñëà îñîáåé
äàííîãî âèäà ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ îñîáåé ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïèðîâêè. Ñòå-
ïåíü äîìèíèðîâàíèÿ � îòíîøåíèå (îáû÷íî â ïðîöåíòàõ) ÷èñëà îñîáåé äàííîãî
âèäà ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ îñîáåé ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïèðîâêè.

Ê ýòèì õàðàêòåðèñòèêàì ìîæíî äîáàâèòü è äðóãèå:
10. Ïðîäóêòèâíîñòü äðåâîñòîÿ � êîëè÷åñòâî ñòâîëîâîé äðåâèñèíû, êîðû,

ñó÷üåâ, âåòâåé, ëèñòüåâ, õâîé è êîðíåé äðåâîñòîÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè.
11. Ñàíèòàðíîå ñîñòîÿíèå ëåñà � õàðàêòåðèñòèêà ëåñà, ñîäåðæàùàÿ ñâåäå-

íèÿ î åãî çàõëàìëåííîñòè, íàëè÷èè óñûõàþùèõ è ñóõîñòîéíûõ äåðåâüåâ.
12. Ñóõîâåðøèííîñòü � íàëè÷èå ñóõîé âåðøèíû ó ðàñòóùåãî äåðåâà.
13. Âëàæíîñòü äðåâåñèíû � îòíîøåíèå ìàññû âîäû, ñîäåðæàùåéñÿ â äðåâå-

ñèíå, ê ìàññå äðåâåñèíû, â ïðîöåíòàõ.
15. Îáñòîÿòåëüñòâî, îïðåäåëÿþùåå âèäîâóþ íàñûùåííîñòü è âèäîâîå áîãàò-

ñòâî: âîçðàñò äàííîãî ôèòîöåíîçà, ò. å. ïðîäîëæèòåëüíîñòü âðåìåíè, â òå÷åíèå
êîòîðîãî ðàñòåíèÿ, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ôèòîöåíîçà, ñæèâàëèñü äðóã ñ äðóãîì

2. Ìîäåëü äîáðîêà÷åñòâåííîñòíîãî ëåñà
Â � 1.9 ïåðå÷èñëåíû âñåâîçìîæíûå ïîêàçàòåëè xj, j = 1, 2, ..., 15, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âçÿòû êàê ïîêàçàòåëü äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñíîé ýêîñèñòåìû.

Îäíàêî ëó÷øå âñåãî ââåñòè èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü äîáðîêà÷åñòâåííîñòè,
èìåþùèé âèä

x =
15∑

j=1

wjxj,

ãäå wj � âåñ ïîêàçàòåëÿ xj, ò.å. åãî âêëàä (äîëÿ) â èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü.
Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t îáîçíà÷àåì êàê x(t). Ýòî ÷èñëî
ïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê ñòåïåíü äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñíîãî áèîöåíîçà.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êðàéíå óïðîùåííûì, íî ëþáàÿ ìîäåëü
åñòü îïðåäåëåííîå óïðîùåíèå è ñî âðåìåíåì, åñòåñòâåííî, ìîæåò áûòü óñëîæ-
íåíà.

Ñòåïåíü äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñíîãî áèîöåíîçà â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò
îïðåäåëÿòü äîáðîêà÷åñòâåííîñòü ëåñà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t + dt.

Èíà÷å ãîâîðÿ,
x(t + dt) = x(t) + A(t, x)dt, (1)

ãäå A(t, x)dt � âåëè÷èíà, îïèñûâàþøàÿ îòêëîíåíèÿ â còåïåíè äîáðîêà÷åñòâåí-
íîñòè ëåñà, ïðîèçîøåäøèå íà îòðåçêå âðåìåíè dt.
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Èç (1) èìååì òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dx

dt
= A(t, x). (2)

Â îñíîâå ïðîäóêòèâíîãî ïðîöåññà ðàñòåíèé ëåæèò ôîòîñèíòåç. Ðàñòåíèÿ ïîä
âîçäåéñòâèåì ñîëíå÷íîé ýíåðãèè, ïîãëîùàÿ ëèñòüÿìè èç àòìîñôåðû óãëåêèñëûé
ãàç è êîðíåâîé ñèñòåìîé èç ïî÷âû âîäó, ñîçäàþò îðãàíè÷åñêîå âåùåñòâî. Íåäî-
ñòàòîê âëàãè (−w) > 0 ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì íå ñïîñîáñòâóþøèì áëàãîïîëó÷èþ
ëåñà.

Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò â ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)
äîáàâèòü ÷ëåí −(−w):

dx

dt
= A(t, x)− (−w). (3)

Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî A(t, x) = k1x, ò.å.

dx

dt
= k1x + w. (4)

Êîýôôèöèåíò k1 ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Íî òîãäà äîáðîêà÷åñòâåííîñòü
ëåñà áóäåò íàðàñòàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è ýòî äåëàåò áåññìûñëåí-
íîé íàøó ìîäåëü. Ïîýòîìó íà÷íåì åå óñëîæíÿòü.

Êîýôôèöèåíò k1 îòâå÷àåò çà ¾ïðèðîñò äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñà¿. Ó÷ò�åì,
÷òî äëÿ çäîðîâîãî ëåñà îáÿçàòåëüíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ÿðóñíîñòè.

Ñëåäóÿ Äþðüå ïðèìåì â ðàñ÷åò òîëüêî ÷åòûðå ÿðóñà. Âçàèìîäåéñòâèå ÿðóñîâ
äîëæíî äàòü âêëàä â äîáðîêà÷åñòâåííîñòü ëåñà âèäà

α1x · α2x · α3x · α4x = α1α2α3α4x
4.

Êàæäûé êîýôôèöèåíò αi > 0 õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ó÷àñòèÿ i-ãî ÿðóñà âî âçà-
èìîäåéñòâèè ÿðóñîâ. Åñëè αi → 0, òî ìû êîíñòàòèðóåì îòñóòñòâèå i-ãî ÿðó-
ñà; îçíà÷àþùåå ìåíüøóþ ÿðóñíîñòü áèîöåíîçà è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìåíüøóþ
ñòåïåíòü áèîðàçíîîáðàçèÿ, ìåíüøóþ óñòîé÷èâîñòü ê íåáëàãîïðèÿòíûì âîçäåé-
ñòâèÿì.

Ïðèìåì. ÷òî
k1 = k0x

4 − p(x), (5)

ãäå k0 = α1α2α3α4 = const � ¾ñèëà¿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åòûðåõ ÿðóñîâ ëåñà, à
âåëè÷èíà p(x) � ýòî òî, ÷òî ìåøàåò äîáðîêà÷åñòâåííîñòè ëåñà.

Òîãäà ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî

p(x) = k2︸︷︷︸
âûðóáêà ëåñà, ïîæàðû

+ k3x
2

︸︷︷︸
êîíêóðåíöèÿ

− k4x︸︷︷︸
îêîííàÿ äèíàìèêà

(õîðîøàÿ àòìîñôåðà)

(6)

ãäå ÷ëåí k3x
2 õðàêòåðèçóåò êîíêóðåíöèþ ðàñòåíèé â ëåñó, à ÷ëåí k4x äîïóñêàåò

äâå èíòåðïðåòàöèè. Ïðè k4 > 0, ïðè ïåðâîé èíòåðïðåòàöèè, èìååì õîðîøèé
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ñîñòàâ àòìîñôåðû, èëè, ïðè âòîðîé � äåéñòâåíåí îñíîâíîé ìåõàíèçì ñìåíû ïî-
êîëåíèé äåðåâüåâ, ïîääåðæèâàþùèé ñïåöèôè÷åñêóþ ìîçàè÷íîñòü ëåñîâ è âû-
ñîêîå áèîëîãè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå âî ìíîãèõ òèïàõ ëåñà, íàçûâàåìûé ¾îêîííîé
äèíàìèêîé¿. Îí ñâÿçàí ñ ãèáåëüþ îòäåëüíûõ ñòàðûõ äåðåâüåâ èëè èõ ãðóïï,
îáðàçîâàíèÿ çà ñ÷åò ýòîãî ¾îêîí¿ â ïîëîãå äðåâîñòîÿ è ôîðìèðîâàíèÿ â ýòèõ
îêíàõ ãðóïï ìîëîäûõ äåðåâüåâ.

Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ (4)-(6), ïîëó÷àåì

dx

dt
= k0x

5 − k2x− k3x
3 + k4x

2 + w =

=
∂

∂x

{
k0

6
x6 +

−k3

4
x4 +

k4

3
x3 +

−k2

2
x2 + wx

}
(7)

èëè
dx

dt
=

∂

∂x
V (x, l, u, v, w), (8)

ãäå
V (x, l, u, v, w) =

k0

6
x6 + lx4 + ux3 + vx2 + wx, (9)

l = −k3

4
, u =

k4

3
, v = −k2

2
.

Îòìåòèì, ÷òî äîáðîêà÷åñòâåííîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì x > 0; íàëè-
÷èå êîíêóðåíöèè íåðàâåíñòâîì l < 0, äåéñòâåííîñòü îêîííîé äèíàìèêè íåðà-
âåíñòâîì u > 0; âûðóáêà ëåñîâ, ïîæàðû íåðàâåíñòâîì v < 0, íåäîñòàòîê âëàãè
íåðàâåíñòâîì w < 0.

Ôóíêöèÿ V (x, l, u, v, w), çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (9), îïèñûâàåò ïðè èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ l, u, v, w ñàìûå ðàçëè÷íûå áèôóðêàöèè, íàçûâàåìûå â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè êàòàñòðîô êàòàñòðîôàìè òèïà ¾áàáî÷êà¿ [5,6, 6, 7].

3. Ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, èõ ñìåíà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ êàòàñòðîô

Ðàâíîâåñíûå ñèñòåìû, è ýòî îòíîñèòñÿ è ê ëåñíûì ýêîñèñòåìàì, õàðàêòåðèçó-
þòñÿ òåì, ÷òî èõ ñòðîåíèå è ñîñòàâ êîëåáëþòñÿ îêîëî êàêîé-òî ñðåäíåé òî÷êè,
ïðåäñòàâëÿþùåé êàê áû òèïè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàñòèòåëüíîãî ïîêðîâà.

Ðàâíîâåñèå â ïðèðîäå íà ñàìîì äåëå çàâèñèò îò îêðóæàþùåé ñðåäû, à ñðåäà
ýòà ïîñòîÿííî ïîäâåðæåíà èçìåíåíèÿì. Ïîæàðû, íàâîäíåíèÿ, êîëåáàíèÿ êîëè-
÷åñòâà àòìîñôåðíûõ îñàäêîâ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ñðåäó, â êîòîðîé ïðîèçðàñ-
òàåò ëåñ. È ðàñòåíèÿ, êîíå÷íî æå, íå ìîãóò íå ðåàãèðîâàòü íà ýòè èçìåíåíèÿ.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýêîñèñòåìà âñå âðåìÿ ïûòàåòñÿ ëèáî ñîõðàíèòü ðàâíîâåñèå,
ëèáî ïîïàñòü â íîâîå ðàâíîâåñèå. Âìåøàòåëüñòâî ÷åëîâåêà � âñåãî ëèøü åùå
îäèí ñïîñîá èçìåíèòü îêðóæàþùóþ ñðåäó è, òàêèì îáðàçîì, ïîâëèÿòü íà íà-
ïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ýêîñèñòåìû.

Ýêîñèñòåìó ìîæíî âûâåñòè èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìíîãèìè ñïîñîáàìè.
Îáû÷íî ýòî áûâàåò ïîæàð, íàâîäíåíèå èëè çàñóõà. Ïîñëå òàêîãî íàðóøåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íîâàÿ ýêîñèñòåìà ñàìà ñåáÿ âîññòàíàâëèâàåò, è ýòîò ïðîöåññ íîñèò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 55

ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð, íàçûâàåòñÿ ñóêöåññèåé, è ïîâòîðÿåòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ
ñèòóàöèÿõ.

Ñóêöåññèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíûé ðÿä ñìåíû ñåðèéíûõ (âðåìåííî ñóùå-
ñòâóþùèõ) ðàñòèòåëüíûõ ñîîáùåñòâ íà êîíêðåòíîì ìåñòîîáèòàíèè ïîñëå âû-
âåäåíèÿ êîíêðåòíîé ýêîñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ [1]. ¾Ïðè ýòîì êîí-
êðåòíàÿ ýêîñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â ñâîå èñõîäíîå ñîñòîÿíèå è ïðåáûâàåò â íåì
äî òåõ ïîð, ïîêà íå èçìåíÿòñÿ êëèìàò, ðåëüåô, ãèäðîëîãè÷åñêèé ðåæèì, ïîêà
âíîâü íå ïðîéäåò ïîæàð, èëè íå ñëó÷èòñÿ êàêàÿ-òî äðóãàÿ êàòàñòðîôà. È âíîâü
íà÷íåòñÿ íîâàÿ ñóêöåññèÿ, êîòîðàÿ ëèáî ïðèâåäåò ê âîññòàíîâëåíèþ èñõîäíîãî
ñîîáùåñòâà, ëèáî íåò. Â ðåçóëüòàòå ñóêöåññèè íà êîíêðåòíîì ìåñòîîáèòàíèè
âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíîå ðàñòèòåëüíîå ñîîáùåñòâî, íàçûâàåìîå ãåîáîòàíè-
êàìè êëèìàêñîâûì, èëè êîðåííûì. Êîðåííîå ñîîáùåñòâî ðàñòåíèé óñòîé÷èâî è
â äàííûõ êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íå èçìåíÿåòñÿ¿ [1].

Â äàííîé ðàáîòå íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ñóêöåññèè, ò.å. çàäà÷à âîçâðàòà
ê èñõîäíîìó ðàâíîâåñèþ, à îïèñûâàåòñÿ âûâåäåíèå ýêîñèñòåìû èç ðàâíîâåñèÿ è
ïðîãíîçèðóþòñÿ âîçìîæíûå íîâûå ðàâíîâåñèÿ, ê êîòîðûì ïðåõîäèò ýêîñèñòåìà.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñìåíû ðàâíîâåñèé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè
âíåøíèõ (óïðàâëÿþùèõ) ôàêòîðîâ ìàòåìàòèêàìè ñîçäàíà òåîðèÿ ýëåìåíòàð-
íûõ êàòàñòðîô. Îíà èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé V = V (x, u1, ..., un), ãäå x � ïåðåìåí-
íàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçó÷àåìóþ ñèñòåìó, à u1, ..., un � âíåøíèå óïðàâëÿþùèå
ôàêòîðû.

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåìåííîé x(t) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì

dx

dt
=

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
(10)

Ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî òàêèå ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå íå ìåíÿ-
þòñÿ ñî ñðåìåíåì (êàêîé-òî ïåðèîä âðåìåíè), ò.å.

dx

dt
= 0.

Íî â òàêîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (1), èìååì óðàâíåíèå âñåâîçìîæíûõ
ðàâíîâåñèé ñèñòåìû

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0. (11)

Êàæäîå ðàâíîâåñèå åñòü ðåøåíèå x äàííîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò êîíêðåò-
íîãî íàáîðà âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ, ò.å. x = x(u1, ..., un).

Åñëè ìåíÿþòñÿ âíåøíèå ôàêòîðû, ñêàæåì âìåñòî íàáîðà (u0
1, ..., u

0
n) ïåðåõî-

äèì ê íàáîðó (u1
1, ..., u

1
n), òî èìååì ñìåíó ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � âìåñòî ðàâíîâå-

ñèÿ x0 = x(u1, ..., un) ïîëó÷àåì ðàâíîâåñèå x1 = x(u1
1, ..., u

1
n).

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ñëàáî èçìåíÿòñÿ âíåøíèå ôàêòîðû, òî ñè-
ñòåìà ïî÷òè íå èçìåíèò ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíèò çíà÷åíèå
õàðàêòåðèçóþùåé åå ïðåìåííîé x0, èëè çàéìåò ðàâíîâåñèå áëèçêîå ê òîìó, ÷òî
áûëî, êîíå÷íî æå íå îòëè÷àþùååñÿ îò ïðåäûäóùåãî êà÷åñòâåííî. Îäíàêî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âîçìîæíû òàêèå ìàëûå èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ôàêòî-
ðîâ, è îíè ïðîèñõîäÿò òîãäà, êîãäà îíè ïåðåñåêàþò ïðè ñâîåì èçìåíåíèè òàê
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íàçûâàåìûå áèôóðêàöèîííûå ìíîæåñòâà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ïåðåõîäèò ê
íîâîìó ðàâíîâåñèþ, äëÿ êîòîðîãî åå õàðàêòåðñòèêà x1 ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò
ïðåäûäóùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íîâîå ðàâíîâåñèå îáëàäàåò íîâûìè êà÷åñòâàìè.

Òàêèå ïåðåõîäû áûëè íàçâàíû êàòàñòðîôàìè, ïîñêîëüêó ïåðåõîäû ê íîâîìó
óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ ïðåäøåñòâóåò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàííåãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Íàçâàíèå áûëî ïðîäèêòîâàíî ïðèìåðàìè èç ìåõàíèêè, ôèçèêè è êîðàáëå-
ñòðîåíèÿ, ãäå òàêèå ïðîöåññû îïèñûâàëè ðåàëüíûå êàòàñòðîôû (ïåðåëîì áàëêè,
çàìåðçàíèå âîäû, ïåðåâåðòûâàíèå ñóäíà). Îòñþäà è íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè, äàííîå åé ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ðåíå Òîìîì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (11), ðàâíîâåñèå
x = x(u1, ..., un) � ýòî ëèáî òî÷êà ìèíèìóìà, ëèáî òî÷êà ìàêñèìóìà, ëèáî
òàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) = V (x, u1, ..., un).
Îáîçíà÷åíèå V(u1,...,un)(x) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìû ôóíêöèþ V = V (x, u1, ..., un)
ðàññìàòðèâàåì êàê ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé x è èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èçâåñòíûé øêîëüíèêàì.

Êàê ïðàâèëî, óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî ìèíèìóìû ôóíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Íà ðèñóíêàõ ãðàôèêà ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) îíè èçîá-
ðàæàþòñÿ ÿìêàìè (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóìû � íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ �
èçîáðàæàþòñÿ âåðøèíàìè ãîðîê).

Òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ êàòàñòðîô ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå ëîêàëüíà. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ V(u,v,w)(x) = V (x, u, v, w) êàê ôóíêöèÿ x îïðåäåëåíà ëèøü â
îêðåñòíîñòè (−ε, +ε), è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ íå îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óõîä ñèñòåìû â òàêèå íåîïèñûâàåìûå òåîðèåé ðàâíîâå-
ñèÿ îãîâàðèâàåòñÿ êàê ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ x = −∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).

4. Îïðåäåëåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè è ýêîëîãè÷åñêèõ
êàòàñòðîô

Êàòàñòðîôû, îïèñûâàåìûå òåîðèåé êàòàñòðîô âïîëíå îòâå÷àþò òîìó, ÷òî ìîæ-
íî áûëî áû íàçâàòü ýêîëîãè÷åñêèìè êàòàñòðîôàìè4. Ïîýòîìó àäàïòèðóåì òåð-
ìèíîëîãèþ òåîðèè êàòàñòðîô ê ýêîëîãèè.

Íàçîâåì ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, îòâå÷àþùåé íàáîðó âíåø-
íèõ ôàêòîðîâ (u1, ..., un) ëþáóþ èç òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè
V(u1,...,un)(x).

Ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñëó÷àå ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè ïðåáûâàåò
â ðàâíîâåñèè, ò.å. âåëè÷èíà x(t) íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (óïðàâëÿþùèå ôàêòî-
ðû (u1, ..., un) çàôèêñèðîâàíû).

Ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, ñâÿçàííîé ñ V , íàçûâàåòñÿ íàáîð
ìåñòíûõ ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ, ïðåäïîëàãàÿ è âîçìîæíîñòü ðàâíîâåñèÿ x =
−∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).

Ïðèíÿòèå çíà÷åíèå x = −∞ îçíà÷àåò, ÷òî íàøà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýêîñèñòåìà ïåðåõîäèò â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå íå

4Â îáùåì ñìûñëå ýêîëîãè÷åñêàÿ êàòàñòðîôà îçíà÷àåò äîñòàòî÷íî áûñòðûé ïåðåõîä ñèñòå-
ìû ê íîâîìó êà÷åñòâåííîìó ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ.
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îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî óðàâíåíèÿ åå ýâîëþöèè (1) (òåîðèÿ ëî-
êàëüíà!).

Ôàêòè÷åñêè ðåãèîíàëüíàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî íàáîð ìåñòíûõ ýêî-
ëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé.

Òî÷êîé ýêîëîãè÷åñêîé êàòàñòðîôû íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíê-
öèè V = V(u1,...,un)(x).

Ìîðôîëîãèåé êàòàñòðîôû èëè ìíîæåñòâîì êàòàñòðîô íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê êàòàñòðîôû.

Òî÷êè êàòàñòðîô, êîòîðûå âõîäÿò â áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî, íàõîäÿò,
èñêëþ÷àÿ x, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0,

∂2V (x, u1, ..., un)

∂x2
= 0.

Äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà âíåøíèõ ôàêòîðîâ ó ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x)
ìîæåò áûòü íåñêîëüêî òî÷åê ìèíèìóìîâ. Ñêàæåì ýòî òî÷êè x1, x2, ..., xm. Â
êàêîì èç ýòèõ ðàâíîâåñèé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà? Äëÿ ýòîãî ïðèäóìàíû ðàçëè÷íûå
ïðàâèëà.

Ïðàâèëîì íàçûâàåòñÿ ñïîñîá, ïî êîòîðîìó ìû âûáèðàåì ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ìè-
íèìóìû ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) äëÿ íåêîòîðîé ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé
ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ V .

Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïðàâèëà.

Ðèñ. 1. Ââåðõó ïîêàçàíî äåéñòâèå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ, à íà íèæíèõ
ðèñóíêàõ � ïðàâèëî Ìàêñâåëëà.

Ïðàâèëî ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ ïðåäïèñûâàåò ñîñòîÿíèþ îñòàâàòüñÿ
â ìèíèìóìå ïðè çàìåíåíèè ôàêòîðîâ äî òåõ ïîð, ïîêà îí ñóøåñòâóåò (ðèñ.1,
ââåðõó).

Â ìîìåíò, êîãäà ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâåíèå ñòàðîãî ìèíèóìà è ñòàíîâèòñÿ
íåîáõîäèìûì ïåðåõîä â íîâûé, ïðîèñõîäèò ýêîëîãè÷åñêàÿ êàòàñòðîôà.

Ïðàâèëî Ìàêñâåëëà ïðåäïèñûâàåò âçÿòü â êà÷åñòâå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû òà-
êóþ òî÷êó ìèíèìóìà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ (ðèñ.1, âíèçó).

Ïîñêîëüêó îäíèì èç çíà÷åíèé ýòîãî ìèíèìóìà ìîæåò îêàçàòüñÿ −∞, ïðàâè-
ëîì Ìàêñâåëëà ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ òîãäà, êîãäà V èìååò êîíå÷íûå ìèíèìóìû.
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ßñíî, ÷òî êàòàñòðîôû âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ.

Â ñëó÷àå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ êàòàñòðîôå, ò.å. ðåçêîé ñìåíå
ðàâíîâåñèÿ îòâå÷àåò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ôîðìû ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ðåçêàÿ ñìåíà ðàâíîâåñèÿ ïðîèñ-
õîäèò áåç êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x). Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè êàòàñòðîô â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ìîæíî ãîâîðèòü î íåêà-
òàñòðîôè÷åñêîé ñìåíå ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîëîãèè ýòî ñêîðåå
âñåãî ñàìàÿ íàñòîÿùàÿ êàòàñòðîôà. Êàòàñòðîôû ïðîèñõîäÿò â ëþáîì ñìûñëå è
âíå çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî ïðàâèëà, åñëè, èçìåíÿñü óïðàâëÿþùèå âíåøíèå
ôàêòîðû ïåðåñåêàþò áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî.

Èçó÷èì âñå ñêàçàííîå â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ V èìååò
âèä (9).



Ðèñ. 2. ×àñòè áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà BV , ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ vw, êîãäà
ôèêñèðóåòñÿ òî÷êà (l, u) ∈ C íà îêðóæíîñòè C. Êðèâàÿ ñ òî÷êîé âîçâðàòà â ïëîñêîñòè lu �
ýòî ëèíèÿ ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò

êàòàñòðîôà ëàñòî÷êèí õâîñò [6].
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5. Êàòàñòðîôû â ýêîëîãèè ëåñà òèïà ¾áàáî÷êà¿
Äëÿ êàòàñòðîôû ¾áàáî÷êà¿ ïîòåíöèàë

V (x, u, v) = x6 + lx4 + ux3 + vx2 + wx.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

MV = {(x, l, u, v, w) :
∂

∂x
V = 6x5 + 4lx3 + 3ux2 + 2vx + w = 0}.

Îíî ñîñòîèò èç ìàêñèìóìîì, ìèíèìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèè V(l,u,v,w)(x).
Âñå îíè îòâå÷àþò ðàâíîâåñèþ â ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ëåñíîé ýêîñèñòåìû.

Ìíîæåñòâî

SV = {(x, l, u, v, w) ∈ MV :
∂2

∂x2
V = 30x4 + 12lx2 + 6ux + 2v = 0}

ñîñòîèò èç òî÷åê ïåðåãèáà, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ, êîãäà òî÷êà (l, u, v, w) ïðè-
íàäëåæèò òàê íàçûâàåìîìó áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâó:

BV = {(l, u, v, w) ∈ prSV : ∃x(6x5 + 4lx3 + 3ux2 + 2vx + w = 0 &

& 30x4 + 12lx2 + 6ux + 2v = 0}.
Ýòî ìíîæåñòâî èçîáðàæàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ l, u, v, w. Ðàçëè÷íûå åãî ñå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè vw ïðè
ôèêñèðîâàííûõ l, u äàíû íà ðèñ.2.

Ðèñ. 3. Êàòàñòðîôè÷åñêèå ñìåíû ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé ïðè ôèêñèðîâàííîûõ l < 0, u = 0
â ñëó÷àå êàðòèíêè A èç ðèñ.2. Äàíà äèíàìèêà ñìåíû ðàâíîâåñèé ó ôóíêöèè V(l,u,v,w)(x) â

ñå÷åíèè l < 0, u = 0. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ëèíèè BV íà ïëîñêîñòè vw ðîæäàåòñÿ èëè óìèðàåò
ðàâíîâåñèå.
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5.1. Êàòàñòðîôû ïðè âûðóáêå ëåñîâ, ïîæàðàõ. Íåò ìîçàè÷íîñòè,
åñòü ñèëüíàÿ êîêóðåíöèÿ. Âëàæíîñòü ëþáàÿ

Ïóñòü äàíà ñèòóàöèÿ, äàííàÿ íà A èç ðèñ.3. Òîãäà u = 0 (íåò ìîçàè÷íîñòè ëåñà),
l < 0 (åñòü ñèëüíàÿ êîíêóðåíöèè). Âëàæíîñòü ïî÷âû ëþáàÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà w = const, à âíåøíèé ôàêòîð v óìåíüøàåòñÿ îò
çíà÷åíèÿ v > 0 (ïîääåðæàíèå ëåñà â ïîðÿäêå) ÷åðåç v = 0 äî v < 0 (èäåò âûðóáêà
ëåñîâ, ïîæàðû) âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé íà ðèñ.3, ïåðåñåêàþùèõ îáëàñòü
ñ öèôðîé 3. Òîãäà åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñìåíÿåòñÿ îäíèì èç
òðåõ âîçìîæíûõ; â ñâîþ î÷åðåäü, îäíî èç íèõ âñêîðå èñ÷åçàåò ïðè äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè v, è ëåñíàÿ ýêîñèñòåìà, íàêîíåö-òî ïåðåéäåò ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ,
ïðè÷åì ëèáî îäíîìó èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ, ëèáî ê îäíîìó êîíêðåòíîìó â
çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè âëàæíîñòè ïî÷âû (ðèñ.3).

5.2. Êàòàñòðîôû ïðè âûðóáêå ëåñîâ, ïîæàðàõ. Íåò ìîçàè÷íîñòè, íåò
ñèëüíîé êîíêóðåíöèè. Âëàæíîñòü ëþáàÿ

Ïóñòü äàíà ñèòóàöèÿ, äàííàÿ íà B èç ðèñ.4. Òîãäà u = 0 (íåò ìîçàè÷íîñòè ëåñà),
l > 0 (îòñóòñòâóåò ñèëüíàÿ êîíêóðåíöèè). Âëàæíîñòü ïî÷âû ëþáàÿ. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà w = const, à âíåøíèé ôàêòîð v óìåíüøàåòñÿ îò çíà÷åíèÿ v >
0 (ïîääåðæàíèå ëåñà â ïîðÿäêå) ÷åðåç v = 0 äî v < 0 (èäåò âûðóáêà ëåñîâ,
ïîæàðû) âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé 1,2,3 íà ðèñ.4, ïåðåñåêàþùèõ ëèíèþ BV .
Òîãäà åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñìåíÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ
è ëåñíàÿ ýêîñèñòåìà, íàêîíåö-òî ïåðåéäåò ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ, ïðè÷åì ëèáî
îäíîìó èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ, ëèáî ê îäíîìó êîíêðåòíîìó â çàâèñèìîñòè îò
ñòåïåíè âëàæíîñòè ïî÷âû (ðèñ.4).

Ðèñ. 4. Êàòàñòðîôè÷åñêèå ñìåíû ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé ïðè ôèêñèðîâàííîûõ l > 0, u = 0
â ñëó÷àå êàðòèíêè B èç ðèñ.2. Äàíà äèíàìèêà èñ÷åçíîâåíèÿ ìèíèìóìîâ ó ôóíêöèè

V(l,u,v,w)(x). Âîçìîæíî íå áîëåå äâóõ ðàâíîâåñèé.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 61

5.3. Êàòàñòðîôû ïðè âûðóáêå ëåñîâ, ïîæàðàõ. Åñòü ÷èñòàÿ õîðîøàÿ
àòìîñôåðà, íåò ñèëüíîé êîíêóðåíöèè. Âëàæíîñòü ëþáàÿ

Äàíà ñèòóàöèÿ D èç ðèñ.5. Òîãäà u > 0 (÷èñòàÿ õîðîøàÿ àòìîñôåðà), l = 0 (îò-
ñóòñòâóåò ñèëüíà êîíêóðåíöèè). Âëàæíîñòü ïî÷âû ëþáàÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà w = const, à âíåøíèé ôàêòîð v óìåíüøàåòñÿ îò çíà÷åíèÿ v > 0 (ïîääåð-
æàíèå ëåñà â ïîðÿäêå) ÷åðåç v = 0 äî v < 0 (èäåò âûðóáêà ëåñîâ, ïîæàðû) âäîëü
ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé íà ðèñ.5, ïåðåñåêàþùèõ ëèíèþ BV , íàïðèìåð ïî îñè v.
Òîãäà åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñìåíÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ
è ëåñíàÿ ýêîñèñòåìà, íàêîíåö-òî ïåðåéäåò ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ, ïðè÷åì ëèáî
îäíîìó èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ, ëèáî ê îäíîìó êîíêðåòíîìó â çàâèñèìîñòè îò
ñòåïåíè âëàæíîñòè ïî÷âû (ðèñ.5).

Åñëè æå v = const < 0 (ïîæàðû) è èäåò çàñóõà (w óìåíüøàåòñÿ îò 0 äî î÷åíü
ìàëåíüêîãî w < 0 âäîëü ëèíèè 1 (ðèñ.5), òî äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðàâíîâåñèÿ
ñìåíÿòþñÿ îäíèì � ëåñ ïîñëå çàñóõè è ïîæàðîâ.

Åñëè v = const > 0 (íåò ïîæàðîâ) è íà÷èíàåòñÿ è íàðàñòàåò çàñóõà (w
óìåíüøàåòñÿ îò w > 0 äî î÷åíü ìàëåíüêîãî w < 0 âäîëü ëèíèè 2 (ðèñ.5), òî
îäíî ðàâíîâåñèå çàìåíÿåòñÿ íà îäíî èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ, à çàòåì îñòàåòñÿ
òîëüêî îäíî � ëåñ ïîñëå çàñóõè áåç ïîæàðîâ.

Åñëè v = const > 0 (íåò ïîæàðîâ) è íà÷èíàåòñÿ è íàðàñòàåò çàñóõà (w óìåíü-
øàåòñÿ îò w > 0 äî î÷åíü ìàëåíüêîãî w < 0 âäîëü ëèíèè 3 (ðèñ.5), òî ðàâíîâåñèå
îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûì, ìåíÿåòñÿ òîëüêî äîáðîêà÷åñòâåííîñòü ëåñà.

Ðèñ. 5. Êàòàñòðîôè÷åñêèå ñìåíû ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé ïðè ôèêñèðîâàííîûõ l = 0, u > 0
â ñëó÷àå êàðòèíêè D èç ðèñ.2. Äàíà äèíàìèêà èñ÷åçíîâåíèÿ ìèíèìóìîâ ó ôóíêöèè

V(l,u,v,w)(x). Âîçìîæíî íå áîëåå äâóõ ðàâíîâåñèé.
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Ðèñ. 6. Êàòàñòðîôè÷åñêàÿ ñìåíà ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V(l,0,v,0)(x) ïðè èçìåíåíèè
ôàêòîðà âûðóáêè ëåñîâ (ïîæàðîâ). Åñëè êîíêóðåíöèÿ äåéñòâåííà (l < 0), òî âûðóáêà ëåñà

(ïîæàðû), ò.å. óìåíüøåíèå v îò V > 0 ê v < 0 çàñòàâëÿåò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå
ðàâíîâåñèå ñêà÷êîì ïîìåíÿòü íà îäíî èç òðåõ âîçìîæíûõ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî
ïðàâèëà (a,b,c,d). Ïðè îòñóòñòâèè êîêóðåíöèè ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå ïîìåíÿåòñÿ

(e,f,g) (ðèñ. èç [6, c.197]).

5.4. Êàòàñòðîôû âûðóáêè ëåñîâ è ïîæàðîâ. Âëàæíîñòü w = 0

Ïóñòü u = w = 0, ò.å. íå äåéñòâåííà îêîííàÿ äèíàìèêà (ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû
íåéòðàëüíîå) è íîðìàëüíàÿ âëàæíîñòü ïî÷âû.

Òîãäà ìû áóäåì íàáëþäàòü êàòàñòðîôè÷åñêóþ ñìåíó ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå
ïîòåíöèàëà V(l,0,v,0)(x) ïðè èçìåíåíèè ôàêòîðà âûðóáêè ëåñîâ (ïîæàðîâ).

Åñëè êîíêóðåíöèÿ äåéñòâåííà (l < 0), òî âûðóáêà ëåñà (ïîæàðû), ò.å. óìåíü-
øåíèå v îò v > 0 ê v < 0 çàñòàâëÿåò åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ñêà÷-
êîì ïîìåíÿòü íà îäíî èç òðåõ âîçìîæíûõ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî ïðàâèëà
(a,b,c,d) (ñì. ðèñ.6).

Ïðè îòñóòñòâèè êîêóðåíöèè ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå ïîìåíÿåòñÿ (e,f,g)
(ñì. ðèñ.6).

5.5. Ïðàâèëî Ìàêñâåëëà: íåêàòàñòðîôè÷åñêàÿ ñìåíà ðàâíîâåñèÿ ïðè
âûìîêàíèè ëåñà

Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé u = 0, ò.å. êîãäà íå íàáëþäàåòñÿ äåéñòâèå îêîííîé
äèíàìèêè.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïðÿìûå 1,2,3, 4, çàäàííûå ñîîòâåòñâåííî óðàâíåíèÿìè:

1 = {l > 0, u = 0, v = 0, w − ìåíÿåòñÿ},
i = {li < 0, u = 0, vi = (3/2)l2i , w − ìåíÿåòñÿ}, (i = 2, 3, 4).
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Ðèñ. 7. Äàíà ñìåíû ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V(l,0,v,w)(x) ïðè âîçðàñòàíèè âëàãè
(èçáûòîê âëàãè, âûìîêàíèå ëåñà) â ïî÷âå ëåñà w. Ïî ïðàâèëó Ìàêñåëëà ýêîñèñòåìà äîëæíà

ïåðåõîäèò ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ ñ ìåíüøåé äîáðîêà÷åñòâåííîñòüþ (ðèñ. èç [6, c.201]).

Âäîëü ïðÿìûõ 1,2,3,4 ëåñ ïîääåðæàåòñÿ â ïîðÿäêå (íåò âûðóáêè, ïîæàðîâ), ïî-
ñêîëüêó v > 0. Ñì. ðèñ.7 (ñëåâà).

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè èçáûòêà âëàãè â ïî÷âå ïîòåíöèàëüíàÿ
ôóíêööèÿ V(l,0,0,w)(x) ýêîñèñòåìû íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ òàê, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
íàìè ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ïðîèñõîäèò ñìåíà ðàâíîâåñèÿ è ýêîñèñòåìà çàíèìàåò
ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé äîáðîêà÷åñòâåííîñòüþ ëåñà (ðèñ.7, ñïðàâà).

Åñëè, îäíàêî, ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ, òî ñìå-
íû ðàâíîâåñèÿ ìû íå íàáëþäàåì. Òàêàÿ íåàäåêâàòíîñòü ïðàâèë ðåàëèÿì ýâî-
ëþöèè ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì äåìîíñòðèðóåò ñêîðåå îïðåäåëåííóþ íåçàâåðøåí-
íîñòü òåîðèè êàòàñòðîô êàê ñîâåðøåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, ÷åì åå íåïðè-
ãîäíîñòü.

6. Êàòàñòðîôû â ïëîñêîñòè ¾àòìîñôåðà (îñâåùåííîñòü) u

� àíòðîïîãåííûé ôàêòîð) v¿
Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà â ïëîñêîñòè (v, w)
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé êîíêóðåíöèè l è àíòðîïîãåííîãî
ôàêòîðà u.

Íà ðèñ.8, 9 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà áèôóðêàöèîíîãî ìíîæåñòâà â ïëîñêîñòè ¾àò-
ìîñôåðà (îñâåùåííîñòü) u � ïîæàðû (âûðóáêà) v¿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
çíà÷åíèé êîíêóðåíöèè l è âëàæíîñòè w.



64 Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà, À.Ê. Ãóö. Êàòàñòðîôû òèïà ¾áàáî÷êà¿...

Ðèñ. 8. Áèôóðêàöèîîíîå ìíîæåñòâî â ïëîñêîñòè ¾àòìîñôåðà (îñâåùåííîñòü) u � ïîæàðû
(âûðóáêà) v¿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîíêóðåíöèè l (îò ñèëüíîé êîíêóðåíöèè

l = −6,−10) è âëàæíîñòè w. Ëèíèè, ïðèíàäëåæàùèå áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâà â
ïëîñêîñòè (u, v), � ýòî îãèáàþùèå ñåìåéñòâ ïðÿìûõ ëèíèé, èçîáðàæåííûõ íà

ðèñóíêå [9, p.24].
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Ðèñ. 9. Áèôóðêàöèîîíîå ìíîæåñòâî â ïëîñêîñòè ¾àòìîñôåðà (îñâåùåííîñòü) u � ïîæàðû
(âûðóáêà) v¿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîíêóðåíöèè l (îò îòñóòñòâèÿ êîíêóðåíöèè l = +10
äî åå íàëè÷èÿ l = −2) è âëàæíîñòè w. Ëèíèè, ïðèíàäëåæàùèå áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâà

â ïëîñêîñòè (u, v), � ýòî îãèáàþùèå ñåìåéñòâ ïðÿìûõ ëèíèé, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêå [9, p.24].
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7. Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè
Îïèñàíèå ýêîëîãèè ëåñà, ïðåäëîæåííîå â äàííîé ñòàòüå, îáëàäàåò âàæíûì äî-
ñòîèíñòâîì � ìîäåëü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííàÿ íàìè
ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (9)

V (x, l, u, v, w) =
k0

6
x6 + lx4 + ux3 + vx2 + wx, (12)

â ñëó÷àå åå âîçìóùåíèÿ (ìàëîãî øåâåëåíèÿ) âèäà

V (x, l, u, v, w) → V (x, l, u, v, w) + δV (x, l, u, v, w)

ìîæåò áûòü âîçâðàùåíà ê âûðàæåíèþ âíåøíå òàêîìó æå5, êàê (12), åñëè ñîâåð-
øèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû x è ïàðàìåòðîâ l, u, v, w:

x → x = x(x, l, u, v, w),

(l, u, v, w) → (l, u, v, w) = φ(l, u, v, w)

è ïðèáàâèòü ê âîçìóùåííîìó ïîòåíöèàëy íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ(l, u, v, w) [6,6,
7].

Èíà÷å ãîâîðÿ, íàøà ìîäåëü óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â ôîðìå ïîæåëàíèé âíåñòè óòî÷-
íåíèÿ â âèä ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè, èëè â ôîðìå âûñêàçûâàíèé î òîì, ÷òî
â ðåàëüíîñòè ëåñ íå ìîæåò áûòü îïèñàí íåêîòîðîé âûáðàííîé ðàç è íàâñåãäà
êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëîé.

Íàëè÷èå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ó ìîäåëè ãîâîðèò î òîì, ÷òî íè÷åãî êà÷å-
ñòâåííî íîâîãî â îïèñàíèè ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé è ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðîô
âîçìóùåííàÿ ìîäåëü íå äàåò.

Íàêîíåö, åñëè áû ìû çàÿâèëè î òîì, ÷òî íóæíî ó÷åñòü â îïèñàíèè ëåñà åùå
êàêîé-ëèáî îäèí ïîäúÿðóñ êàê ÿðóñ, òî èìåëè áû âìåñòî (12) ôóíêöèþ

V (x, l, u, v, w) =
k0

7
x7 + lx4 + ux3 + vx2 + wx, (13)

êîòîðàÿ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìîäåëü ñ âûáîðîì ÷åòûðåõ ÿðóñîâ íå ñëó÷àéíà, à c
äðóãîé � ÷òî ó÷�åò ïîäúÿðóñîâ òðåáóåò äîñòàòî÷íî ðàäèêàëüíîãî èçìåíåíèÿ âñåé
ìîäåëè çà ñ÷�åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Òåì íå ìåíåå, çàáûòü î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè çàñòàâëÿåò òî, ÷òî ÷à-
ñòî ïðè âûäåëåíèè ÿðóñîâ âûäåëÿþò äâà (èëè òðè) ÿðóñà äåðåâüåâ, îäèí èëè
äâà ÿðóñà êóñòàðíèêîâ, òðè ÿðóñà òðàâ, îäèí ÿðóñ íàïî÷âåííîãî ïîêðîâà. Âñåãî
ïîëó÷àåì ñåìü (èëè äåâÿòü) ÿðóñîâ.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ÿðóñîâ ñåìü, ò.å. îñîáî âûäåëÿòü òðè ÿðóñà òðàâ è ÿðóñ
íàïî÷âåííîãî ïîêðîâà, òî èìååì ôóíêöèþ

V (x, l, u, v, w) =
k0

8
x8 + lx4 + ux3 + vx2 + wx.

5Ñ òî÷íîñòüþ äî íàïèñàíèÿ ÷åðòî÷åê íàä x, l, u, v, w.
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Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé êàòàñòðîôû òèïà ¾çâåçäà¿ [9]:

V (x, p, q, l, u, v, w) =
k0

8
x8 + px6 + qx5 + lx4 + ux3 + vx2 + wx. (14)

Îíà îïèñûâàåò, âîîáùå-òî ãîâîðÿ, ñåìü ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñðàçó, èç êîòî-
ðûõ íå áîëåå ÷åòûðåõ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè (íàëè÷èå ñðàçó ÷åòûðåõ ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ ó ôóíêöèè V ).
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Ïðåäëàãàåòñÿ êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå êàòàñòðîô â ýêîëîãèè ÷åëîâåêà ñ ïî-
ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êàòàñòðîô. Îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà è èõ ñìåíà ïðè èçìåíåíèè ñòåïåíè íåáëàãîïðè-
ÿòíîñòè/áëàãîïðèÿòíîñòè âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ýêîëîãèè ÷åëîâåêà ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ïîíÿòèÿ çäîðî-
âîãî ÷åëîâåêà. Îäíàêî íà ñåãîäíÿ íåò îáùåïðèíÿòîé òåîðèè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.
Ï.È.Êàëüþ [1] ê 1988 ãîäó ðàññìîòðåë 79 îïðåäåëåíèé çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå ïðåäñòàâèòåëÿìè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí â ðàçíîå âðåìÿ
â ðàçëè÷íûõ ñòðàíàõ ìèðà. Ê 2009-ìó ãîäó èõ íàñ÷èòsâàåòñÿ óæå áîëåå ñòà.

Â ïðåàìáóëå Óñòàâà Âñåìèðíîé îðãàíèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ (ÂÎÇ) èíäè-
âèäóàëüíîå çäîðîâüå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ôèçè÷åñêîãî, äóøåâ-
íîãî è ñîöèàëüíîãî áëàãîïîëó÷èÿ, à íå òîëüêî îòñóòñòâèå áîëåçíåé è ôèçè÷å-
ñêèõ äåôåêòîâ¿.

Íàëè÷èå ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ïîíÿòèÿ çäîðîâüÿ çàñòàâèëî êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü è ïðåäñòàâèòü êàê ÷åòûðå ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà:

1. ¾Ìåäèöèíñêàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Îíà ïðåäïîëàãàåò òàêîå îïðåäåëå-
íèå çäîðîâüÿ, êîòîðîå ñîäåðæèò ëèøü ìåäèöèíñêèå ïðèçíàêè è õàðàêòåðèñòèêè
çäîðîâüÿ. Çäîðîâüåì ñ÷èòàþò îòñóòñòâèå áîëåçíåé, èõ ñèìïòîìîâ.

2. Áèîìåäèöèíñêàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Çäîðîâüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îò-
ñóòñòâèå ó ÷åëîâåêà îðãàíè÷åñêèõ íàðóøåíèé è ñóáúåêòèâíûõ îùóùåíèé íåçäî-
ðîâüÿ. Âíèìàíèå àêöåíòèðóåòñÿ íà ïðèðîäíî-áèîëîãè÷åñêîé ñóùíîñòè ÷åëîâå-
êà, ïîä÷åðêèâàåòñÿ äîìèíèðóþùåå çíà÷åíèå áèîëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â
æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà è â åãî çäîðîâüå.

3. Áèîñîöèàëüíàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Â ïîíÿòèå çäîðîâüÿ âêëþ÷àþòñÿ
áèîëîãè÷åñêèå è ñîöèàëüíûå ïðèçíàêè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â åäèíñòâå,
íî ïðè ýòîì ñîöèàëüíûì ïðèçíàêàì ïðèäàåòñÿ ïðèîðèòåòíîå çíà÷åíèå.

4. Öåííîñòíî-ñîöèàëüíàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Çäîðîâüå � öåííîñòü äëÿ
÷åëîâåêà, íåîáõîäèìàÿ ïðåäïîñûëêà äëÿ ïîëíîöåííîé æèçíè, óäîâëåòâîðåíèÿ
ìàòåðèàëüíûõ è äóõîâíûõ ïîòðåáíîñòåé, ó÷àñòèÿ â òðóäå è ñîöèàëüíîé æèç-
íè, â ýêîíîìè÷åñêîé, íàó÷íîé, êóëüòóðíîé è äðóãèõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè. Ýòîé
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ìîäåëè â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèå çäîðîâüÿ, ñôîðìóëè-
ðîâàííîå ÂÎÇ¿ [1] .

1. Îïèñàíèå ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà
Â ðàìêàõ ìåäèöèíñêîé ìîäåëè çäîðîâüÿ ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàí äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé, êî-
òîðûå ïîëó÷àþò ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ àíàëèçîâ (êðîâÿíîå äàâëåíèå, òåì-
ïåðàòóðà òåëà, êîëè÷åñòâî ýðèòðîöèòîâ, ñàõàð â êðîâè è ò.ä.). Ê ýòèì ïîêàçàòå-
ëÿì ñëåäóåò äîáàâèòü ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè, èñïîëüçóåìûå äðóãèìè ìîäåëÿìè
çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.

Ïóòü âåëè÷èíû xj, j = 1, 2, ..., N � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ïîêàçàòåëåé
çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.

Ââåäåì èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, èìåþùèé âèä

x =
N∑

j=1

wjxj,

ãäå wj � âåñ ïîêàçàòåëÿ xj, ò.å. åãî âêëàä (äîëÿ) â èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü.
Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t îáîçíà÷àåì êàê x(t). Ýòî ÷èñëî
ïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.

Ïîêàçàòåëü èìååò íèæíþþþ ãðàíèöó � ÷èñëî Z0. ×åëîâåê ñ÷èòàåòñÿ çäîðî-
âûì â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè ñóììà åãî ïîêàçàòåëåé x(t) ≥ Z0 è áîëåþùèì,
åñëè x(t) < Z0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êðàéíå óïðîùåííûì, íî ëþáàÿ ìî-
äåëü çäîðîâîãî ÷åëîâåêà åñòü îïðåäåëåííîå óïðîùåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñî
âðåìåíåì óñëîæíåíà.

Çäîðîâûé â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åëîâåê áåç âíåøíèõ (è ðÿäà âíóòðåííèõ)
ïðè÷èí â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t + dt òàêæå áóäåò çîðîâûì.

Èíà÷å ãîâîðÿ,
x(t + dt) = x(t) + A(t, x)dt, (1)

ãäå A(t, x)dt � âåëè÷èíà, îïèñûâàþøàÿ îòêëîíåíèÿ â óðîâíå çäîðîâüå ÷åëîâåêà,
ïðîèçîøåäøèå íà îòðåçêå âðåìåíè dt.

Èç (1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dx

dt
= A(t, x). (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåãèîíå, ãäå ïðîæèâàþò ëþäè, ìîæåò èìåòü ìåñòî íåêîòîðûé
äîëãîâðåìåííûé ôàêòîð ðèñêà äëÿ çäîðîâüÿ ëþäåé. Íàïðèìåð, êà÷åñòâî âîäû,
èëè âîçäóõà, èëè íàëè÷èå ðàäèîàêòèâíîãî ôîíà.

Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò â ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)
äîáàâèòü ÷ëåí (−r):

dx

dt
= A(t, x)− r. (3)
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Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëîæèòü, ÷òî A(t, x) = k1x, ò.å.

dx

dt
= k1x− r. (4)

Êîýôôèöèåíò k1 ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Íî òîãäà ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷å-
ëîâåêà áóäåò íàðàñòàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è ÿâíî ¾çàøêàëèò¿, ñäå-
ëàâ áåññìûñëåííîé íàøó ìîäåëü. Ïîýòîìó íà÷íåì åå óñëîæíÿòü.

Êîýôôèöèåíò k1 îòâå÷àåò çà ¾ïðèðîñò çäîðîâüÿ¿. Ó÷èòûâàÿ ïîäõîäû áèî-
ñîöèàëüíîé è öåííîñòíî-ñîöèàëüíîé ìîäåëåé çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, ìû äîëæíû
ó÷åñòü, ÷òî çäîðîâüå ÷åëîâåêà çàâèñèò íå òîëüêî îò åãî èíäèâèäóàëüíîãî çäî-
ðîâüÿ, íî îò ñîñòîÿíèå çäîðîâüÿ åãî ðîäèòåëÿ(åé) è ïîòîìñòâà1. Âçàèìîäåéñòâèå
èõ çäîðîâüÿ åñòü âåëè÷èíà x · x · x � ¾ïðîèçâåäåíèå òðåõ çäîðîâèé¿. Ïðèìåì.
÷òî

k1 = k0x · x · x− p(x) = k0x
3 − p(x), (5)

ãäå k0 = const � ¾ñèëà¿ âçàèìîäåéñòâèÿ ¾òðåõ çäîðîâèé¿, à âåëè÷èíà p(x) �
ýòî òî, ÷òî ìåøàåò ïîääåðæàíèþ âñåîáùåãî óíèâåðñàëüíîãî çîðîâüÿ ÷åëîâåêà-
ñåìüè. Ýòî ìîæåò áûòü îäèí èç ôàêòîðîâ ðèñêà áëîãîïîëó÷èÿ çäîðîâîãî ÷åëî-
âåêà. Ïóñòü ýòî áóäåò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü k2 ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè â
ðåãèîíå.

Òîãäà ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî

p(x) = k2 − k3x, (6)

ãäå ÷ëåí k3x õðàêòåðèçóåò ïðèíèìàåìûå ìåðû ïî ïðåîäîëåíèþ íåáëàãîïîëó÷íîé
ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè. Òî, ÷òî ìû â ýòîò ÷ëåí âêëþ÷èëè x, ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ïðèíèìàåìûå ìåðû äîëæíû ñîîòíîñèòñÿ ñ ñîñòîÿíèåì çäîðîâüÿ ëþäåé
â íåáëàãîïîëó÷íîì ðåãèîíå.

Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ (4)-(6), ïîëó÷àåì

dx

dt
= k0x

4 − k2x + k3x
2 − r =

∂

∂x

{
k0

5
x5 +

k3

3
x3 +

−k2

2
x2 + (−r)x

}
(7)

èëè
dx

dt
=

∂

∂x
V (x, u, v, w), (8)

ãäå
V (x, u, v, w) =

k0

5
x5 + ux3 + vx2 + wx, (9)

u =
k3

3
, v = −k2

2
, w = −r.

Îòìåòèì, ÷òî õîðîøåå çäîðîâüÿ ëþäåé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì x > Z0,
óõóäøåíèå íåðàâåíñòâîì x < Z0; äåéñòâèå äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî ôàê-
òîðà ðèñêà íåðàâåíñòâîì w < 0, íàëè÷èå íåáëàãîïðèÿòíîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé

1Ëþáîé ÷åëîâåê ïåðåæèâàåò áîëåçíü ñâîèõ ðîäèòåëåé è äåòåé, è ýòî ïåðåæèâàåíèå ñêàçû-
âàåòñÿ íà åãî ñîáñòâåííîì çäîðîâüå.
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ñèòóàöèè â ðåãèîíå � íåðàâåíñòâîì v < 0, ïðèíÿòèå ìåð ïî ïðåîäîëåíèþ íåáëà-
ãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè (ëå÷åíèå) � íåðàâåíñòâîì u > 0.

Ôóíêöèÿ V (x, u, v, w), çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (9), îïèñûâàåò ïðè èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ u, v, w ñàìûå ðàçëè÷íûå áèôóðêàöèè, íàçûâàåìûå â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè êàòàñòðîô êàòàñòðîôàìè òèïà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿ [2�5].

2. Ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, èõ ñìåíà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ êàòàñòðîô

Ðàâíîâåñíûå ñèñòåìû, è ýòî îòíîñèòñÿ è ýêîëîãèè ÷åëîâåêà, õàðàêòåðèçóþòñÿ
òåì, ÷òî èõ ñòðîåíèå è ñîñòàâ êîëåáëþòñÿ îêîëî êàêîé-òî ñðåäíåé òî÷êè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé êàê áû òèïè÷íîå ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ (çäîðîâüÿ) ÷åëîâåêà.

Ðàâíîâåñèå â ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà çàâèñèò îò îêðóæàþùåé ñðåäû,
à ñðåäà ëèáî èçíà÷àëüíî íåáëàãîïðèÿíàÿ, ëèáî ïîñòîÿííî ïîäâåðæåíà èçìå-
íåíèÿì. Íåáëàãîïîëó÷íàÿ ìåäèêî-ñàíèòàðíàÿ ñèòóàöèÿ, àíòðîïîãåííûå çàãðÿç-
íåíèÿ, ïðèðîäíûå àíîìàëèè è ò.ä. îêàçûâàþò âëèÿíèå íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà.
×åëîâåê ëèáî çàáîëåâàåò, ëèáî ýòîãî óäàåòñÿ èçáåæàòü, áëàãîäàðÿ ïðèíÿòûì ìå-
ðàì, è ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíèòü ñîñòîÿíèå. Â ñëó÷àå ðàçâèòèÿ áîëåçíè âïîëíå
âîçìîæåí ïåðåõîä ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ, ïðè êîòîðîì íåëüçÿ ñ÷èòàòü ÷åëîâåêà
çäîðîâûì, íî â áîëåçíåííîì ñîñòîÿíèè îí íàõîäèòñÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ, îñó-
ùåñòâëÿÿ âìåñòå ñ äðóãìè ñòîëü æå áîëüíûìè ëþäüìè, îáùåñòâåííîå ñóùå-
ñòâîâàíèå. È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê: íà Þæíîì Óðàëå èìååòñÿ äåðåâíÿ, íà-
õîäÿùàÿñÿ ñ 1957 ãîäà â çîíå ñèëüíîãî ðàäèîàêòèâíîãî çàðàæåíèÿ, â êîòîðîé
ëþäè æèâóò, ðàáîòàþò, ñîçäàþò ñåìüè, ðîæàþò è âûðàùèâàþò äåòåé, ñòðàäàÿ è
óìèðàÿ ïðè ýòîì îò ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé. Â Îìñêå ìíîãèå ëþäè æèâóò ñ 1970-õ
ãîäîâ â áåòîííûõ äîìàõ, ñîäåðæàøèõ ðàäèîàêòèâíûé ìàêååâñêèé ùåáåíü. Èç-
âåñòíû òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû èñòîðè÷åñêè äëèòåëüíîãî ïîñòîÿííîãî
ïðîæèâàíèÿ ëþäåé â ìåñòíîñòè ñ ïëîõîé âîäîé.

Ðàäèàêòèâíûé ôîí, ïëîõàÿ âîäà ò.ä. � ýòî âñå âíåøíèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå
(è óïðàâëÿþùèåå) íà ýêîëîãèþ ÷åëîâåêà.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñìåíû ðàâíîâåñèé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè
âíåøíèõ (óïðàâëÿþùèõ) ôàêòîðîâ ìàòåìàòèêàìè ñîçäàíà òåîðèÿ ýëåìåíòàð-
íûõ êàòàñòðîô. Îíà èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé V = V (x, u1, ..., un), ãäå x � ïåðåìåí-
íàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçó÷àåìóþ ñèñòåìó, à u1, ..., un � âíåøíèå óïðàâëÿþùèå
ôàêòîðû.

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåìåííîé x(t) çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì

dx

dt
=

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
(10)

Ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî òàêèå ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå íå ìåíÿ-
þòñÿ ñî ñðåìåíåì (êàêîé-òî ïåðèîä âðåìåíè), ò.å.

dx

dt
= 0.
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Íî â òàêîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (1), èìååì óðàâíåíèå âñåâîçìîæíûõ
ðàâíîâåñèé ñèñòåìû

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0. (11)

Êàæäîå ðàâíîâåñèå åñòü ðåøåíèå x äàííîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò êîíêðåò-
íîãî íàáîðà âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ, ò.å. x = x(u1, ..., un).

Åñëè ìåíÿþòñÿ âíåøíèå ôàêòîðû, ñêàæåì âìåñòî íàáîðà (u0
1, ..., u

0
n) ïåðåõî-

äèì ê íàáîðó (u1
1, ..., u

1
n), òî èìååì ñìåíó ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � âìåñòî ðàâíîâå-

ñèÿ x0 = x(u1, ..., un) ïîëó÷àåì ðàâíîâåñèå x1 = x(u1
1, ..., u

1
n).

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ñëàáî èçìåíÿòñÿ âíåøíèå ôàêòîðû, òî ñè-
ñòåìà ïî÷òè íå èçìåíèò ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíèò çíà÷åíèå
õàðàêòåðèçóþùåé åå ïðåìåííîé x0, èëè çàéìåò ðàâíîâåñèå áëèçêîå ê òîìó, ÷òî
áûëî, êîíå÷íî æå íå îòëè÷àþùååñÿ îò ïðåäûäóùåãî êà÷åñòâåííî. Îäíàêî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âîçìîæíû òàêèå ìàëûå èçìåíåíèÿ âíåøíèõ ôàêòî-
ðîâ, è îíè ïðîèñõîäÿò òîãäà, êîãäà îíè ïåðåñåêàþò ïðè ñâîåì èçìåíåíèè òàê
íàçûâàåìûå áèôóðêàöèîííûå ìíîæåñòâà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ïåðåõîäèò ê
íîâîìó ðàâíîâåñèþ, äëÿ êîòîðîãî åå õàðàêòåðñòèêà x1 ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò
ïðåäûäóùåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íîâîå ðàâíîâåñèå îáëàäàåò íîâûìè êà÷åñòâàìè.

Òàêèå ïåðåõîäû áûëè íàçâàíû êàòàñòðîôàìè, ïîñêîëüêó ïåðåõîäû ê íîâîìó
óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ ïðåäøåñòâóåò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàííåãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Íàçâàíèå áûëî ïðîäèêòîâàíî ïðèìåðàìè èç ìåõàíèêè, ôèçèêè è êîðàáëå-
ñòðîåíèÿ, ãäå òàêèå ïðîöåññû îïèñûâàëè ðåàëüíûå êàòàñòðîôû (ïåðåëîì áàëêè,
çàìåðçàíèå âîäû, ïåðåâåðòûâàíèå ñóäíà). Îòñþäà è íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè, äàííîå åé ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ðåíå Òîìîì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (11), ðàâíîâåñèå
x = x(u1, ..., un) � ýòî ëèáî òî÷êà ìèíèìóìà, ëèáî òî÷êà ìàêñèìóìà, ëèáî
òàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) = V (x, u1, ..., un).
Îáîçíà÷åíèå V(u1,...,un)(x) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìû ôóíêöèþ V = V (x, u1, ..., un)
ðàññìàòðèâàåì êàê ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé x è èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èçâåñòíûé øêîëüíèêàì.

Êàê ïðàâèëî, óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî ìèíèìóìû ôóíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Íà ðèñóíêàõ ãðàôèêà ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) îíè èçîá-
ðàæàþòñÿ ÿìêàìè (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóìû � íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ �
èçîáðàæàþòñÿ âåðøèíàìè ãîðîê).

Òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ êàòàñòðîô ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå ëîêàëüíà. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ V(u,v,w)(x) = V (x, u, v, w) êàê ôóíêöèÿ x îïðåäåëåíà ëèøü â
îêðåñòíîñòè (−ε, +ε), è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ íå îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óõîä ñèñòåìû â òàêèå íåîïèñûâàåìûå òåîðèåé ðàâíîâå-
ñèÿ îãîâàðèâàåòñÿ êàê ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ x = −∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).

3. Îïðåäåëåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèé ñèòóàöèè è ýêîëîãè÷åñêèõ
êàòàñòðîô â ýêîëîãèè ÷åëîâåêà

Êàòàñòðîôû, îïèñûâàåìûå òåîðèåé êàòàñòðîô âïîëíå îòâå÷àþò òîìó, ÷òî ìîæ-
íî áûëî áû íàçâàòü ýêîëîãè÷åñêèìè êàòàñòðîôàìè. Ïîýòîìó àäàïòèðóåì òåð-
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ìèíîëîãèþ òåîðèè êàòàñòðîô ê ýêîëîãèè ÷åëîâåêà.
Íàçîâåì ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, îòâå÷àþùåé íàáîðó âíåø-

íèõ ôàêòîðîâ (u1, ..., un) ëþáóþ èç òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè
V(u1,...,un)(x).

Ýêîñèñòåìà ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿ â ñëó÷àå ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè
ïðåáûâàåò â ðàâíîâåñèè, ò.å. âåëè÷èíà x(t) íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (óïðàâëÿ-
þùèå ôàêòîðû (u1, ..., un) çàôèêñèðîâàíû).

Ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, ñâÿçàííîé ñ V , íàçûâàåòñÿ íàáîð
ìåñòíûõ ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ, ïðåäïîëàãàÿ è âîçìîæíîñòü ðàâíîâåñèÿ x =
−∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).

Ïðèíÿòèå çíà÷åíèå x = −∞ îçíà÷àåò, ÷òî íàøà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýêîñèñòåìà ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿ ïåðåõîäèò â ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå, êîòîðîå íå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî óðàâíåíèÿ åå ýâî-
ëþöèè (1) (òåîðèÿ ëîêàëüíà!).

Ôàêòè÷åñêè ðåãèîíàëüíàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî íàáîð ìåñòíûõ ýêî-
ëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî íàáîð âîçìîæíûõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòî-
ÿíèé ýêîñèñòåìû ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿.

Òî÷êîé ýêîëîãè÷åñêîé êàòàñòðîôû íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà ïåðåãèáà ôóíê-
öèè V = V(u1,...,un)(x).

Ìîðôîëîãèåé êàòàñòðîôû èëè ìíîæåñòâîì êàòàñòðîô íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê êàòàñòðîôû.

Òî÷êè êàòàñòðîô, êîòîðûå âõîäÿò â áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî, íàõîäÿò,
èñêëþ÷àÿ x, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0,

∂2V (x, u1, ..., un)

∂x2
= 0.

Äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà âíåøíèõ ôàêòîðîâ ó ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî òî÷åê ìèíèìóìîâ. Ñêàæåì ýòî òî÷êè x1, x2, ..., xm. Â êàêîì èç
ýòèõ ðàâíîâåñèé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà? Äëÿ ýòîãî ïðèäóìàíû ðàçëè÷íûå ïðàâèëà.

Ïðàâèëîì íàçûâàåòñÿ ñïîñîá, ïî êîòîðîìó ìû âûáèðàåì ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ìè-
íèìóìû ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x) äëÿ íåêîòîðîé ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé
ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ V .

Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïðàâèëà.
Ïðàâèëî ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ ïðåäïèñûâàåò ñîñòîÿíèþ îñòàâàòüñÿ

â ìèíèìóìå ïðè çàìåíåíèè ôàêòîðîâ äî òåõ ïîð, ïîêà îí ñóøåñòâóåò (ðèñ.1,
ââåðõó).

Â ìîìåíò, êîãäà ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâåíèå ñòàðîãî ìèíèóìà è ñòàíîâèòñÿ
íåîáõîäèìûì ïåðåõîä â íîâûé, ïðîèñõîäèò ýêîëîãè÷åñêàÿ êàòàñòðîôà, ò.å. ðåç-
êîå, ñê÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìû ¾ýêîëîãèÿ ÷åëîâåêà¿.

Ïðàâèëî Ìàêñâåëëà ïðåäïèñûâàåò âçÿòü â êà÷åñòâå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû òà-
êóþ òî÷êó ìèíèìóìà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ (ðèñ.1, âíèçó).
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Ðèñ. 1. Ââåðõó ïîêàçàíî äåéñòâèå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ, à íà íèæíèõ
ðèñóíêàõ � ïðàâèëî Ìàêñâåëëà.

Ïîñêîëüêó îäíèì èç çíà÷åíèé ýòîãî ìèíèìóìà ìîæåò îêàçàòüñÿ −∞, ïðàâè-
ëîì Ìàêñâåëëà ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ òîãäà, êîãäà V èìååò êîíå÷íûå ìèíèìóìû.
ßñíî, ÷òî êàòàñòðîôû âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ.

Â ñëó÷àå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ êàòàñòðîôå, ò.å. ðåçêîé ñìåíå
ðàâíîâåñèÿ îòâå÷àåò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ôîðìû ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ðåçêàÿ ñìåíà ðàâíîâåñèÿ ïðîèñ-
õîäèò áåç êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû ôóíêöèè V = V(u1,...,un)(x). Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè êàòàñòðîô â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ìîæíî ãîâîðèòü î íåêà-
òàñòðîôè÷åñêîé ñìåíå ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîëîãèè ýòî ñêîðåå
âñåãî ñàìàÿ íàñòîÿùàÿ êàòàñòðîôà. Êàòàñòðîôû ïðîèñõîäÿò â ëþáîì ñìûñëå è
âíå çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî ïðàâèëà, åñëè, èçìåíÿñü óïðàâëÿþùèå âíåøíèå
ôàêòîðû ïåðåñåêàþò áèôóðêöèîííîå ìíîæåñòâî.

Èçó÷èì âñå ñêàçàííîå â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ V èìååò
âèä (8).

4. Ýêîëîãè÷åñêèå êàòàñòðîôû òèïà ëàñòî÷êèí õâîñò
Äëÿ êàòàñòðîôû ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿ ïîòåíöèàë

V (x, u, v) = x5 + ux3 + vx2 + wx.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
MV = {(x, u, v, w) : ∇V = 5x4 + 3ux2 + 2vx + w = 0}.

Îíî ñîñòîèò èç ìàêñèìóìîì, ìèíèìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèè V(u,v,w)(x).
Âñå îíè îòâå÷àþò ðàâíîâåñèþ â ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ýêîñèñòåìû ÷åëîâåêà.

Ìíîæåñòâî
SV = {(x, u, v, w) ∈ MV : d2V = 20x3 + 6ux + 2v = 0}

ñîñòîèò èç òî÷åê ïåðåãèáà, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ, êîãäà òî÷êà (u, v, w) ïðèíàä-
ëåæèò òàê íàçûâàåìîìó áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâó:
BV = {(u, v, w) ∈ prSV : ∃x(5x4 + 3ux2 + 2vx + w = 0 & 20x3 + 6ux + 2v = 0}.
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî BV äëÿ êàòàñòðîôû ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿.

Ðèñ. 3. Êàòàñòðîôà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿. Äèíàìèêà ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìàêñèìóìîâ è
ìèíèìóìîâ ó ôóíêöèè V(u,v,w)(x) â ñå÷åíèè u = const > 0. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç BV

ðîæäàåòñÿ èëè óìèðàåò ðàâíîâåñèå.

Ìíîæåñòâî BV � ýòî ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà SV íà ïëîñêîñòü (u, v, w). Îíî
èçîáðàæåíî íà (ðèñ.2)

Åñëè òî÷êà (u, v, w) ìåíÿåòñÿ, ò.å. ìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêîñè-
ñòåìû ÷åëîâåêà, òî ñìåíÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìû. Èçìåíåíèÿ
êà÷åñòâåííîå, ñêà÷êîîáðàçíîå, êàòàñòðîôè÷åñêàÿ åñëè òî÷êà (u, v, w) ïðè ñâî-
åì èçìåíåíèè ïåðåñêàåò áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî. Ýòî è åñòü ðåçêàÿ ñìåíà
ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.
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Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëÿþùèõ ôàêòîðîâ (ïàðàìåòðîâ) (u, v, w) ãðàôèê
ôóíêöèè V(u,v,w)(x) èçîáðàæåí íà ðèñ.3,4.

Íà ðèñ.3 çíà÷åíèå ïàðàìåòð u > 0 çàôèêñèðîâàíî, à îñòàëüíûå äâà ìîãóò
ìåíÿòüñÿ. Áèôóðêöèîííîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè vw ñâîäèòñÿ ê ïàðàáîëå.
Ðàç u > 0, òî ïðèíèìàþòñÿ ìåðû ïî ïðåîäîëåíèþ âîçìîæíîé íåáëàãîïîëó÷íîé
ìåäèêà-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè.

Ïðè ýòîì, îäíàêî, äàæå â ñëó÷àå íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêà-ñàíèòàðíîé ñè-
òóàöèè (v < 0) è ïðè äåéñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî ôàêòîðà ðèñêà
íåðàâåíñòâîì w < 0 âîçìîæíà óñòîé÷èâàÿ ðàâíîâåñíàÿ çäîðîâàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿ
ñèòóàöèÿ, ò.å. x > 0 (òî÷êà (v, w) ðàñïîëîæåíà íèæå ïàðàáîëû, ñëåâà). Â ñëó÷àå
ïåðåõîäà òî÷êè (v, w) âî âíóòðü ïàðàáîëó ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèè ðåçêî ìåíÿåò-
ñÿ, èìååì ýêîëîãè÷åñêàóþ êàòàñòðîôó, x óõîäèò ê −∞, ò.å. îïèñàíèå ãðÿäóùåãî
ñîñòîÿíèÿ ýêîñèñòåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàøåé òåîðèè.

Òàê èëè èíà÷å, íî ïîëüçó ëå÷åíèÿ ýòà ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò.



Ðèñ. 4. Êàòàñòðîôà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿. Äèíàìèêà ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìàêñèìóìîâ è
ìèíèìóìîâ ó ôóíêöèè V(u,v,w)(x) â ñå÷åíèè u = const < 0. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç BV

ðîæäàåòñÿ (óìèðàåò) îäíî èëè äâà ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé u < 0, êîãäà íå ïðèíèìàþòñÿ ìåðû ïî ïðåîäî-
ëåíèþ âîçìîæíîé íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêà-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè (ñì. 4). Ìû
âèäèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêà-ñàíèòàðíîé ñèòó-
àöèè v < 0 âîçìîæíî çäîðîâîå, ò.å. x > 0, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ýêîñèñòåìû
êàê ïðè äåéñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî ôàêòîðà ðèñêà (ãðàôèê äëÿ
V ñëåâà, ñ x > 0 â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà), òàê è ïðè åãî îòñóòñòâèè.

Íî ÷òî áîëåå èíòåðåñíî: âîçìîæíî òàêæå ðàâíîâåñíîå íåçäîðîâîå ñîñòîÿíèå
ýêîñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè, ò.å
ïðè v > 0 (ãðàôèê äëÿ V ñïðàâà, ñ x < 0 â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).

Íàêîíåö, âîçìîæíû äâà àëüòåðíàòèâíûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � íåçäîðîâîå
è çîðîâîå ïðè îòñóòñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî ôàêòîðà ðèñêà è ïðè
îòñóòñòâèè/íàëè÷èè íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè. Êàê òóò íå
âñïîìíèòü þæíî-óðàëüñêóþ äåðåâíþ.



77

5. Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà
Îïèñàíèå ýêîëîãèè ÷åëîâåêà, ïðåäëîæåííîå â äàííîé ñòàòüå, îáëàäàåò âàæíûì
äîñòîèíñòâîì � ìîäåëü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéäåííàÿ íàìè ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (9)

V (x, u, v, w) =
k0

5
x5 + ux2 + vx + w, (12)

â ñëó÷àå åå âîçìóùåíèÿ (ìàëîãî øåâåëåíèÿ) âèäà

V (x, u, v, w) → V (x, u, v, w) + δV (x, u, v, w)

ìîæåò áûòü âîçâðàùåíà ê âûðàæåíèþ âíåøíå òàêîìó æå2, êàê (12), åñëè ñîâåð-
øèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû x è ïàðàìåòðîâ u, v, w:

x → x = x(x, u, v, w),

(u, v, w) → (u, v, w) = φ(u, v, w)

è ïðèáàâèòü ê âîçìóùåííîìó ïîòåíöèàëy íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ψ(u, v, w) [4�6].
Èíà÷å ãîâîðÿ, íàøà ìîäåëü óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì ïîòåíöè-

àëüíîé ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â ôîðìå ïîæåëàíèé âíåñòè óòî÷-
íåíèÿ â âèä ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè, èëè â ôîðìå âûñêàçûâàíèé î òîì, ÷òî â
ðåàëüíîñòè ýêîëîãèÿ ÷åëîâåêà íå ìîæåò áûòü îïèñàí íåêîòîðîé âûáðàííîé ðàç
è íàâñåãäà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëîé.

Íàëè÷èå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ó ìîäåëè ãîâîðèò î òîì, ÷òî íè÷åãî êà÷å-
ñòâåííî íîâîãî â îïèñàíèè ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé è ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðîô
âîçìóùåííàÿ ìîäåëü íå äàåò.
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Ïðåäëàãàåòñÿ cïîñîá ðàñ÷�åòà ñêà÷êîâ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðè èçìåíåíèè
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè èçìåíåíèè ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè).

Ìû îùóùàåì, à ôèçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ýòî ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü íàøåãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 3. Ýòî áàçîâàÿ ðàçìåðíîñòü, è
3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ê êîòî-
ðîìó ïðèâÿçàíî ÷åëîâå÷åñêèé ñïîñîá îñîçíàíèÿ (è ñîçèäàíèÿ) Âñåëåííîé.

Òî æå ìû ìîæåì ñêàçàòü î âðåìåíè. Ìû óâåðåíû, ÷òî îíî îäíîìåðíî. Ýòî
áàçîâàÿ ðàçìåðíîñòü âðåìåíè.

Ñëåäîâàòåëüíî 4-ìåðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå � 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ � ýòî áàçîâàÿ ìîäåëü îêðóæàþùåé íàñ Ðåàëüíîñòè, ÷àñòü êîòîðîé ÿâëÿ-
åìñÿ è ìû ñàìè.

Îäíàêî âïîëíå äîïóñòèìû ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå èçìåíåíèÿ ðàçìåðíîñòè
ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èëè âðåìåíè. Ðàçìåðíîñòü � ýòî òîïîëîãè÷åñêàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà ïðîñòðàíñòâà. Ñ íåé ñâÿçàí êîíêðåòíûé íàáîð ÷èñåë Áåòòè. Äëÿ
3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâ 3-ìåðíîå Áåòòè íå ðàâíî íóëþ, à âñå m-ìåðíûå ÷èñëà
Áåòòè βm c m ≥ 4 ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Åñëè âäðóã 4-ìåðíîå ÷èñëî Áåòòè îêà-
æåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ, òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñòàëî 4-ìåðíûì.

ßñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ñïîíòàííûå (èëè èñêóññòâåííûå) èçìåíå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà èëè âðåìåíè äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñêà÷-
êàìè (ïëîòíîñòè) ýíåðãèè.

Êàê îöåíèòü ýòè ñêà÷êè ïëîòíîñòè ýíåðãèè?
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû (èíòåãðàëû ïî ìíîãîîáðà-

çèþ), ñâÿçûâàþùèå ñêàëÿðû, îáðàçîâàííûå èç ñêàëÿðíîé êðèâèçíû, ñåêöèîí-
íûõ êðèâèçí, ñâåðòîê òåíçîðà Ðè÷÷è è òåíçîðà êðèâèçíû ñ ñàìèìè ñîáîé, ñ
÷èñëàìè Áåòòè, ñ õàðàêòåðèñòèêîé Ýéëåðà-Ïóàíêàðå, ñ ÷èñëàìè Ïîíòðÿãèíà,
ñ ñèãíàòóðîé (ôîðìóëà Õèíöåíáðóõà). Òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþò ÷àùå âñåãî
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ôîðìóëàìè ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå. Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ýòèõ ôîðìó-
ëàõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïëîòíîñòè ýíåðãèè, êîòîðàÿ âõîäèò â óðàâíåíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ, ïðèíèìàåìîé ê ðàññìîòðåíèþ òåîðèè ãðàâèòàöèè. Ýòîé òåî-
ðèåé ìîæåò áûòü òðàäèöèîííàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèÿ Ýéíøòåéíà èëè, ê ïðèìåðó,
òåîðèÿ ãðàâèòàöèÿ Ýéíøòåéíà-Ãàóññà-Áîííå.

Ïèøåì îäíó ôîðìóëó ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à âòî-
ðóþ � äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñ èçìåíåííîé ðàçìåðíîñòüþ. Îáå äàþò îöåíêó óñðåä-
íåííîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè; îäíà äëÿ áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à âòîðàÿ äëÿ èç-
ìåí�åííîãî. Ðàçíèöà è åñòü èñêîìûé ñêà÷îê ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíå-
íèå òàêîé òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êàê ðàçìåð-
íîñòü.

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâåííûå ñêà÷êè ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû
â àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ îáøèðíûõ îáëàñòåé ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîýòîìó íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â òàêèõ
îáëàñòÿõ Âñåëåííîé ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò 4, è à ðàçìåðíîñòü ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà âîîáùå ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

1. Ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé M 2k

Ïóñòü < M2k, g > � 2k-ìåðíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+︸ ︷︷ ︸

p

−...−︸ ︷︷ ︸
2k−p

>.

Ïóñòü dv =
√
|det(g)|dx1 ∧ ... ∧ dx2k � 2k-ôîðìà îáúåìà è

Pk(R) =
(−1)[p/2]

22k(2π)kk!
εi1i2...i2k

j1j2...j2k
Ri1i2j1j2Ri3i4j3j4...Ri2k−1i2kj2k−1j2k

ãäå

εi1i2...i2k
j1j2...j2k

=





+1, {i1i2...i2k} ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà, {j1j2...j2k}
−1, {i1i2...i2k} íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà, {j1j2...j2k}

0, ñðåäè {i1i2...i2k} èëè ñðåäè{j1j2...j2k} åñòü îäèíàêîâûå

Òîãäà [1, 2] ∫

M2k

Pk(R)dv = χ(M2k). (1)

2. Ñêà÷êè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñëó÷àé çà-
ìêíóòîãî ìíîîîáðàçèÿ

Èç óðàâíåíèé ïîëÿ äëÿ 2k-ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, ò.å. äëÿ 2k-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

R
(2k)
ik − 1

2
g

(2k)
ik R(2k) = κε(2k)uiuk,
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à òàêæå èç ñòðóêòóðû ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû, ïîëó÷àåì,
÷òî

R(2k) ∼ κε(2k), R
(2k)
ik [R(2k)]ik ∼ κε(2k), R

(2k)
iklm[R(2k)]iklm ∼ κε(2k).

Ïîýòîìó
Pfk(R) ∼ (κε(2k))

k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå-×åðíà (1) ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ îöåíêó äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè 2k-ìåðíîé ðåàëüíîñòè:

(κ〈ε(2k)〉)kvol(M2k) ∼ χ(M2k)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçîâûì ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ M4, äëÿ êî-
òîðîãî k = 2, è îáúåì vol(M4) ∼ l4.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî Ðåàëüíîñòü òàêîâà, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè êàê ìîäåëè Ðåàëüíîñòè ¾êîëåáëåòñÿ ñïîíòàííî¿ îêîëî ðàçìåðíîñòè áà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ò.å. ñëåäóåò íàðàâíå ñ M4 ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè
M2k. Ïðè ýòîì òîïîëîãèÿ M2k ìîæåò èìåòü âèä M4×S1×...×S1. Ïðèìåì, ÷òî äî-
ïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé λ, ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ÷èñëîì l, ò.å. l/λ > 1, è ñîâåðøåííî íå âàæíî èäåò ëè ðå÷ü î ïðîñòðàíñòâåííîì
äîïîëíèòåëüíîì èçìåðåíèè èëè î âðåìåííîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k ≥ 2

vol(M2k) ∼ l4λ2k−4 = l2k(λ/l)2k−4

è ïîýòîìó
〈ε(2k)〉 ∼ 1

κl2
[χ(M2k)]1/k(l/λ)2−4/k.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê l/λ > 1, òî

〈ε(4)〉 ≤ 〈ε(6)〉 ≤ ... ≤ 〈ε(2k)〉 ≤ ...

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïåðåõîä ê áîëåå ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè
òðåáóåò ¾çàòðàò¿ ýíåðãèè, à óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè îçíà÷àò ¾ñáðîñ¿ ýíåðãèè.
Ïðè ýòîì 4-ìåðíàÿ Ðåàëüíîñòü, êîòîðóþ ìû íàçâàëè áàçîâîé, ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíåì ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåé ýíåðãèåé.

3. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ïðè ñìåíå ðàçìåðíîñòè
Êàê âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ M2k → M2p? Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â êíèãå [3].

Ðåàëüíîñòü ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ íàì êàê ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
Mn ëþáîé ðàçìåðíîñòè n â çàâèñèìîñòè îò íàøåãî ñïîñîáà ñîçèäàíèÿ Ðåàëüíî-
ñòè è åå îñîçíàíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåõîäû M2k → M2p, âëåêóùèå ñêà÷êè ðàç-
ìåðíîñòè ïðñòðàíñòâà è âðåìåíè, ïðîèñõîäÿò íå â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî íåêîòî-
ðûé åñòåñòâåííûé ïðèðîäíûé ïðîöåññ, à â ñèëó òîãî, ÷òî ëþäè âûíóæäàþò
Ðåàëüíîñòü (ïðèðîäó) ýòî ñîâåðøàòü â ñèëó ñêà÷êîîáîàçíîé ýâîëþöèè ñâîèõ
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ïðåäñòàâëåíèé î òîì êàê óñòðîåíà ýòà Ðåàëüíîñòü. Ñìåíà ïðåäñòàâëåíèé � ýòî
ñìåíà ñïîñîáà îñîçíàíèÿ Ðåàëüíîñòè, ñìåíà ñâîèõ èäåé-ôàíòàçèé î ñòðóêòóðå
Ðåàëüíîñòè [4].

Áàçîâûì ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå < R4, g(4) >. Îáîçíà÷à-
åì ñïîñîáû îñîçíàíèÿ êàê `A, `B, .... Â [3] ñïîñîáû îñîçíàíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ
êàê ãëàäêèå êîëüöà:

`A = C∞(IRm), `A = C∞(IRn), ...

Â ñëó÷àå ñïîñîáà îñîçíàíèÿ `A Ðåàëüíîñòü ïðåäñòàåò êàê (4 + m)-ìåðíàÿ
ñðåäà R4

`A ñ ìåòðèêîé g(4)(`A):

4+m∑
I,J=1

g(4)(`A)IJdzIdzJ = g
(4)
ik (x0, ..., x3, a)dxidxk + 2sildxidal + hkldakdal, (2)

z = (x, a), x ∈ IR4, a ∈ IRm.

Èìååì äëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

〈g(4)
1 (`A)|g(4)

2 (`B)〉 =

g
(4)
2 (`B)∫

g
(4)
1 (`A)

D[g(5)(`A, `B)]e
i
~S[g(5)(`A,`B)], (3)

ãäå
S[g(5)(`A, `B)] = κm

∫ √
|g(5)(`A, `B)|R(5)(`A, `B)d5x. (4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïèñàòü ýòè ôîðìóëû â áîëåå îñìûñëåííîì âèäå íåîáõîäèìî
ó÷åñòü íàëè÷èå ìîðôèçìà Φ : `B → `A ìåæäó ñòàäèÿìè `A = `C∞(IRn) è
`B = `C∞(IRm). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a = φ(b), ãäå a ∈ IRn, b ∈ IRm.

Èíà÷å ãîâîðÿ, âìåñòî (3)-(4) ïèøåì

〈g(4)
1 (`A)|g(4)

2 (`B)〉 =

g
(4)
2 (x,b)∫

g
(4)
1 (x,φ(b))

D[g(5)(b)]e
i
~S[g(5)(b)], (5)

ãäå
S[g(5)] = κm

∫ ∫ √
|g(5)(x, b)|R(5)(x, b)d5xdmb. (6)

4. Ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé M 2k ñ êðàåì

Ïóñòü M2k ïñåâäîðèìàíîâî ìíãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M2k è q : T1M
2k → M2k

ðàññëîåíèå íà ñôåðû, àññîöèèðîâàííîå ñ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM2k (ò.å.
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ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ íîðìîé 1). Ñóùåñòâóåò (2k−
1)-ôîðìà σ íà T1M

2k, äëÿ êîòîðîé
∫

q−1(x)

σ = 1 äëÿ âñåõ x ∈ M2k

è q∗Pfk(Ω) = dσ.

Âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå T , íîðìàëüíîå ê ∂M2k, çàäàåò íåñèíãóëÿðíîå ñå÷åíèå
τ : ∂M2k → T1M

2k.

Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé M2k ñ êðàåì [6]:

∫

M2k

Pf(Ω) = ind∂M2kT +

∫

∂M2k

τ ∗σ, (7)

ãäå ind∂M2k îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè T íå íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà ∂M2k, T � ïðîäîëæåíèå âåêòîðíîãî

ïîëÿ T íà âñå ìíãîîáðàçèå M2k è a1, ..., ak � êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê (íóëåé)
ïîëÿ T íà M2k [5, c.516], òî

ind∂M2kT =
k∑

j=1

indaj
T .

Åñëè ïîëå T òðàñâåðñàëüíî (â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíî) ê ∂M2k, òî

ind∂M2kT = χ(M2k).

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì:

ind∂M2kT = χ(M2k)− deg(KT )

ãäå deg(KT ) � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ KT : ∂M2k → S2k−1 [5, c.502], KT (x) ðàâíî
òî÷êå íà S2k−1, îòìå÷åííîé êîíöîì âåêòîðà v = v0T + v1u1 + ... + v2k−1u2k−1,
{u1, ..., u2k−1} � áàçèñ â Tx(∂M2k), x ∈ ∂M2k,

∑
j vj = 1 [7].

Åñëè Q2k � 2k-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â M2k c ãðàíèöåé ∂Q2k, òî ôîð-
ìóëó (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∫

Q2k

Pf(Ω) = ind∂Q2kT +

∫

∂Q2k

τ ∗σ, (8)

ãäå âñå ôîðìû, ïîëÿ, îïðåäåëÿþòñÿ êàê âûøå ñ çàìåíîé áóêâà M íà áóêâó Q.
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Ðèñ. 1. a) Ìíîãîîáðàçèå Mn, â êîòîðîì êëåòêà Qn
0 ñ ãðàíèöåé (êðàåì) ∂Qn

0 ñòàíîâèòñÿ
âíóòðåííåé ÷àñòüþ êëåòêè Qn+1 áîëüøåé ðàçìåðíîñòüþ; b) ñãëàæåííûé âàðèàíò ëåâîãî

ðèñóíêà ; ñ) âèä ¾ñáîêó¿ íà ïðîöåäóðó óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ â ¾ìåñòå¿ Qn
0 .

5. Ñêà÷êè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Îáùèé
ñëó÷àé

Ïóñòü ó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Mn ðàçìåðíîñòè n îáëàñòü Qn ñ ãðàíèöåé (êðà-
åì) ∂Qn ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííåé ÷àñòü áîëåå ìåðíîé îáëàñòè Qn+1 (ñì. ðèñ.1).

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà íåòðèâèàëüíà äëÿ ÷åòíîìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, òî ñ÷èòàåì, ÷òî n = 2k, è âêëþ÷àåì îáëàñòü Qn+1, êàê ÷àñòü,
â (n + 2)-ìåðíóþ îáëàñòü Qn+2.

Òåïåðü äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ñêà÷êè ýíåðãèè íàì íóæíà âûïèñàòü ôîðìó-
ëû Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ ìíîîáðàçèÿ ñ êðàåì (8) � îäíà äëÿ ïàðû (Qn, ∂Qn),
à äðóãàÿ äëÿ ïàðû (Qn+2, ∂Qn+2).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê ñêà÷êîâ ýíåðãèè íà ïóòè,
óêàçàííîì â äàííîé çàìåòêå, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé,
ïîñêîëüêó ñëîæíî âûðàçèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ÷ëåíû, âõîäÿùèå â ôîðìóëû òèïà
×åðíà-Ãàóññà-Áîííå, ÷åðåç ïëîòíîñòü ýíåðãèè, âõîäÿùóþ â óðàâíåíèÿ ïîëÿ.

6. Ðàñ÷åò èçìåíåíèÿ ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà

Ôèçè÷åñêîå ïðñòðàíñòâî ìîäåëèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå, ò.å. êàê ïàðà < V n, g >, ãäå V n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à g � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ãëÿäÿ íà Ðåàëüíîñòü êàê íà Íå÷òî, íàõîäÿùååñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå, ÷òî ýòî Íå÷òî ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t. Òàêîâ êëàññè÷åñêèé,
äîìèíêîâèàíñêèé âçãëÿä íà Ðåàëüíîñòü.

Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü dim = n ñ áàçîâûì çíà-
÷åíèåì dim = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 ìåíÿåòñÿ
è âìåñòî çíà÷åíèÿ n ïðèíèìàåò çíà÷åíèå m. Êàêàÿ äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ?

ßñíî, ÷òî ðàñ÷åò ñêà÷êà ýíåðãèè ìîæíî ïðîèâåñòè ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â
ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî ïèøóòñÿ ôîðìóëû Ãàóññà-
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Áîííå-×åðíà äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé < V n, g(n) > è < V m, g(m) > è èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ ïîëÿ.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ
äîñòóïà. Ïðåäñòàâëåí êëàññîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èåðàðõèè ðîëåé,
ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëèñòîâîãî ïðèíöèïà ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîëíîìî÷èé â ðîëåâîé ïîëèòèêå áåçîïàñíîñòè. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ äàííîé ïîëèòèêè íà ïðîèçâîëüíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
ðîëåé.

Ïðîáëåìà ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà ê äàííûì ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì
ñèñòåì áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè. Àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ èññëå-
äîâàíèé è ïðîãðàììíî-òåõíè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê â îáëàñòè èíôîðìàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòè ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ÷åòûðå îñíîâíûõ ïîäõîäà â ïîñòðîåíèè ïîëè-
òèêè ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà [1]: äèñêðåöèîííûå, ìàíäàòíûå, òåìàòè÷åñêèå è
ðîëåâûå ìîäåëè.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè. Ýòî îáóñëîâ-
ëåíî òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òåõíîëîãèÿ ðàáî-
÷èõ ãðóïï ïîëüçîâàòåëåé â ñèñòåìàõ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà, ÿâëÿþùàÿñÿ óïðî-
ùåííûì âàðèàíòîì ðîëåâîé ïîëèòèêè, òîãäà êàê ôîðìàëüíàÿ ðîëåâàÿ ìîäåëü
èçó÷åíà íå äîñòàòî÷íî ïîëíî.

1. Ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè
Ðàññìîòðèì áàçîâóþ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà [1, 2], õàðàêòåðè-
çóþùóþñÿ íåèçìåííûìè óñòàíîâêàìè ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè. Âûäåëèì îñíîâ-
íûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ.

Îñíîâíûå ìíîæåñòâà:

1. U � ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû.

2. R � ìíîæåñòâî ðîëåé, âîçìîæíûõ â ñèñòåìå.

3. P � ìíîæåñòâî ïîëíîìî÷èé (ïðàâ) íà äåéñòâèÿ â ñèñòåìå.
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Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
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Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû ïîä
óïðàâëåíèåì ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè:

1. RP : R → 2P � ìíîæåñòâî ïîëíîìî÷èé äëÿ ðîëè, ïðè ýòîì ∀ p ∈ P ∃ r ∈
R : p ∈ RP (r).

2. UR : U → 2R � ìíîæåñòâî ðîëåé, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü àâòîðèçèðîâàí
ïîëüçîâàòåëü. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðîëåé, íà
êîòîðûå íå àâòîðèçèðîâàí íè îäèí ïîëüçîâàòåëü.

Îïðåäåëåíèå 1. Èåðàðõèåé ðîëåé áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
íåñòðîãîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ðîëåé R. Ïðè ýòîì, åñëè r2 ≤ r1, òî
r1 íàõîäèòñÿ â èåðàðõèè ðîëåé ¾âûøå¿, ÷åì r2

1.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, èåðàðõèþ ðîëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà G = (R, E). Ìíîæåñòâî âåðøèí R � ýòî ìíîæåñòâî ðîëåé.
Äóãà (r1, r2) ∈ E, åñëè â èåðàðõèè ðîëåé r2 ≤ r1

2.
Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðîëåâîìó ðàçãðàíè÷åíèþ äîñòóïà, ïðè-

íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èåðàðõèÿ ðîëåé èìååò âèä îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà [1, 2], â
äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî äåðåâîì ðîëåé è îáîçíà÷àòü T = (R,E).

Ïðè èåðàðõè÷åñêîì îòíîøåíèè ðîëåé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ RP , çàäàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ïîëíîìî÷èé äëÿ ðîëåé,
à èìåííî, âîçìîæíî ëè íàçíà÷åíèå îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ïîëíîìî÷èé äâóì
ðîëÿì, íàõîäÿùèìñÿ â èåðàðõè÷åñêîì ïîä÷èíåíèè. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
õàíèçì íàñëåäîâàíèÿ ¾ñíèçó � ââåðõ¿: íàçíà÷åíèå ïîëíîìî÷èé íà÷èíàåòñÿ ñ
ëèñòîâûõ âåðøèí � ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ äîñòóïà . Äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ âîçìîæíû òðè ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ RP [1]:

1. Ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèé ëèñòîâîé ïîäõîä. Âñå ìíîæåñòâî ïîëíî-
ìî÷èé ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà:

P =
k⋃

i=1

Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (1)

Çäåñü k � êîëè÷åñòâî ëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé. Ïóñòü RL (RL ⊂ R) �
ìíîæåñòâî ëèñòîâûõ âåðøèí. Êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå äåðåâà ðîëåé ri îòîá-
ðàæåíèå RP ñîïîñòàâëÿåò îäíî èç ïîäìíîæåñòâ Pi:

∀ri ∈ RL : RP (ri) = Pi. (2)
1Íåîáõîäèìî òàêæå âûïîëíåíèå åùå îäíîãî óñëîâèÿ: ∀u ∈ U : (r, r′ ∈ R)∧(r ∈ UR(u))∧(r′ ≤

r) ⇒ (r′ ∈ UR(u)). Òî åñòü, âìåñòå ñ çàäàííîé ðîëüþ ïîëüçîâàòåëü äîëæåí áûòü àâòîðèçèðî-
âàí è íà âñå ðîëè, êîòîðûå ëåæàò â èåðàðõèè íèæå.

2Åñëè ñëåäîâàòü ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé ãðàôè÷åñêîãî ÿçûêà ìîäåëèðîâàíèÿ UML (Uni�ed
Modeling Language), ïîçâîëÿþùåãî ïðåäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ïðî-
åêòû â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, òî äóãó íàäî îðèåíòèðîâàòü îò ìëàäøåé ðîëè r′ � ê ñòàðøåé r.
×òîáû ñîõðàíèòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðàôîâ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãè íàïðàâëåíû îò ñòàð-
øèõ ðîëåé � ê ìëàäøèì. Î÷åâèäíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòíîøåíèå ïîðÿäêà, çàäàþùåå èåðàðõèþ
ðîëåé, è ñîîòâåòñòâóþùèé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè.
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Ïîëíîìî÷èÿ îñòàëüíûõ (íåëèñòîâûõ) âåðøèí äåðåâà ðîëåé îïðåäåëÿþòñÿ êàê
îáúåäèíåíèå ïîëíîìî÷èé íåïîñðåäñòâåííî ïîä÷èíåííûõ èì ðîëåé:

∀r /∈ RL : RP (r) =
⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′), (3)

ãäå Ch(r) � ïîëíûé íàáîð ñûíîâåé âåðøèíû r.
2. Íåòàêñîíîìè÷åñêèé ëèñòîâîé ïîäõîä. Ïîëíîìî÷èÿ íåïîñðåäñòâåí-

íî ïîëó÷àþò òàêæå òîëüêî ëèñòîâûå ðîëè, à ïîëíîìî÷èÿ îñòàëüíûõ ðîëåé ïî-
ëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîëíîìî÷èé ñûíîâåé. Îäíàêî, äîïóñêàåòñÿ íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ïîëíîìî÷èé ëèñòîâûõ ðîëåé:

P =
k⋃

i=1

Pi, ∃i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj 6= ∅. (4)

3. Èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé ëèñòîâîé ïîäõîä. Â íàáîð ïîëíîìî÷èé
ñòàðøèõ ðîëåé íåïîñðåäñòâåííî âêëþ÷àþòñÿ (äîáàâëÿþòñÿ) òîëüêî òå ïîëíî-
ìî÷èÿ, êîòîðûå íå âîøëè â íàáîðû ïîëíîìî÷èé ïîä÷èíåííûõ ðîëåé.

Çà ñ÷åò èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ â èòîãîâîì íàáîðå
ïîëíîìî÷èé ïðèñóòñòâóþò âñå ïîëíîìî÷èÿ ïîä÷èíåííûõ ðîëåé.

2. Ðàçáèåíèå ðîëåé íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
Ïóñòü èåðàðõèÿ ðîëåé çàäàíà â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà T = (R, E).
Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ëèñòîâûõ âåðøèí RL äåðåâà ðîëåé T íà k
ïîäìíîæåñòâ:

RL =
k⋃

i=1

R
(i)
L , ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : R

(i)
L ∩R

(j)
L = ∅. (5)

Äàííîå ðàçáèåíèå çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè RLv íà ìíîæåñòâå ëèñòî-
âûõ âåðøèí.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ äîñòóïà . Ïóñòü äâå
ðîëè, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèí, èìåþò
îäèíàêîâûå ïðàâà:

∀r1, r2 ∈ RL : (r1
RLv r2) ⇒ (RP (r1) = RP (r2)). (6)

Êàê è äëÿ òðàäèöèîííîãî ëèñòîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé, âîçìîæíû òðè
àëãîðèòìà ïîñòîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ RP íà âñåì ìíîæåñòâå ðîëåé R.

1. Ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèé êëàññîâûé ïîäõîä. Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî
P íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ïî ÷èñëó êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëè-
ñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé:

P =
k⋃

i=1

Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (7)
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Ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ, îïðåäåëÿþùååñÿ îòîáðàæåíèåì RP : R → 2P , çàäàäèì
äëÿ ëèñòîâûõ âåðøèí â ñëåäóþùåì âèäå:

∀r ∈ R
(i)
L : RP (r) = Pi. (8)

Äëÿ íåëèñòîâûõ âåðøèí ìíîæåñòâî ïðàâ áóäåì îïðåäåëÿòü êàê îáúåäèíåíèå
ïðàâ âñåõ âåðøèí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè äàííîé âåðøèíû:

∀r /∈ RL : RP (r) =
⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′). (9)

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, ÷åðåç Ch(r) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ ñûíîâåé âåðøè-
íû r.

2. Íåòàêñîíîìè÷åñêèé êëàññîâûé ïîäõîä. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ, ðàïðåäåëåíèå ïðàâ èçíà÷àëüíî ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ìåæäó ëèñòîâûìè
âåðøèíàìè, íî ìíîæåñòâà ïðàâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ
âåðøèí ìîãóò ïåðåñêàòüñÿ.

3. Èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé êëàññîâûé ïîäõîä. Ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ
ïðîèçâîäèòñÿ ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèí è ïåðåäàåòñÿ
ïî èåðàðõè÷åñêèì ïðèíöèïàì. Íî, êðîìå òîãî, íåëèñòîâûå âåðøèíû, óíàñëåäî-
âàâøèå îäèíàêîâûå íàáîðû ïðàâ, ìîãóò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü äîïîëíèòåëü-
íûå ïðàâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç òðåõ ëèñòîâûõ ïîäõîäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíî-
ìî÷èé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññîâîãî ïîäõîäà ïðè
óñëîâèè: |R(i)

L | = 1, ãäå {R(i)
L }k

i=1 � íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ëèñòîâûõ
âåðøèí, äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ëèñòîâàÿ âåðøèíà îáðàçóåò îòäåëüíûé êëàññ
ðàçáèåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå ëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé âìåñòå ñ ïðàâè-
ëàìè ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ RP ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå âñåãî ìíîæåñòâà ðîëåé.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ñ÷èòàòü äâå ðîëè ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè îíè íàäå-
ëåíû îäèíàêîâûìè ïðàâàìè:

∀r1, r2 ∈ R : (RP (r1) = RP (r2)) ⇒ (r1
RPv r2). (10)

Îïðåäåëåíèå 3. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè RPv çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
ðîëåé R. Ïîëó÷åííûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ðîëåé áóäåì íàçûâàòü RP -êëàñ-
ñàìè .
Îïðåäåëåíèå 4. Êàæäîìó óçëó r äåðåâà ðîëåé ïðèïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé
äàííîé ðîëè íàáîð ïîëíîìî÷èé RP (r). Ðåçóëüòèðóþùåå ïîìå÷åííîå äåðåâî ðî-
ëåé íàçîâåì RP -äåðåâîì .

Èòàê, â RP -äåðåâå â îäèí RP -êëàññ ïîïàäàþò âåðøèíû, ïîìå÷åííûå îäíèì
è òåì æå íàáîðîì ïîëíîìî÷èé.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî RP -êëàññîâ ÷åðåç K, à ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ëèñòîâûõ âåðøèí ÷åðåç k. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãîãî òàêñîíîìè÷åñêîãî
êëàññîâîãî ïîäõîäà K > k. Ïðè äâóõ äðóãèõ ïîäõîäàõ âîçìîæíî ïîëó÷èòü K <
k â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåñêîëüêî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèí
íàäåëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå íàáîðîì ïîëíîìî÷èé.
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3. Îïòèìàëüíûå RP -äåðåâüÿ
Îïðåäåëåíèå 5. RP -äåðåâî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì , åñëè íà íåì ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî îäèí RP -êëàññ: K = 1.

Íàïðèìåð, âûðîæäåííûì ÿâëÿåòñÿ RP -äåðåâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îðè-
åíòèðîâàííóþ öåïü, â ñëó÷àå ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîãî êëàññîâîãî ïîäõîäà.

Îïðåäåëåíèå 6. RP -äåðåâî íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì , åñëè êîëè÷åñòâî çà-
äàííûõ íà íåì RP -êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí: K = |R|.

Çàìåòèì, ÷òî íåîïòèìàëüíîñòü ìîæåò áûòü ïðèñóùà íå òîëüêî RP -
äåðåâüÿì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå êëàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé. Îíà
ìîæåò ïîÿâèòüñÿ è ïðè ëèñòîâîì ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ RP .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè RP -äåðåâà íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû â íà÷àëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ëèñòîâûõ âåðøèí êàæäûé ëèñò ñîñòàâëÿë
îòäåëüíûé êëàññ (èñïîëüçîâàëîñü ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîìî÷èé). Äàëåå
ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïðè ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîì ëèñòîâîì ïîäõîäå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðàâ, RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó-
ñòåïåíü èñõîäà (÷èñëî èñõîäÿùèõ äóã) êàæäîé íåëèñòîâîé âåðøèíû íå ìåíüøå
äâóõ:

∀r /∈ RL : d−(r) > 2. (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òîãäà

∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒ (RP (r1) 6= RP (r2)). (12)

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ∃r1 /∈ RL : d−(r1) < 2, ñëåäîâàòåëüíî d−(r1) = 1. Òîãäà
âåðøèíà r1 èìååò ðîâíî îäíîãî ñûíà, îáîçíà÷èì åãî r2. Ñîãëàñíî ïðàâèëàì
ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîãî ëèñòîâîãî ïîäõîäà: RP (r1) = RP (r2) � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (11). Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå âåð-
øèíû r1, r2 ∈ R. Íàäî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (12). Çàìåòèì, ÷òî
òðåáîâàíèå (11) âëå÷åò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒ (RL(r1) 6= RL(r2)), (13)

ãäå RL(ri) � ïîòîìêè âåðøèíû ri, ÿâëÿþùèåñÿ ëèñòîâûìè âåðøèíàìè â ñëó÷àå,
êîãäà ri /∈ RL, ëèáî ñàìà âåðøèíà ri, åñëè îíà ëèñòîâàÿ. Äàííîå óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç àöèêëè÷íîñòè ïðèíÿòîé èåðàðõèè ðîëåé (T �
äåðåâî). Ñîãëàñíî ââåäåííîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé, ïðè ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîì
ëèñòîâîì ïîäõîäå:

∀r ∈ R : RP (r) =
⋃

r′∈RL(r)

RP (r′) (14)

è
∀r′, r′′ ∈ RL : (r′ 6= r′′) ⇒ (RP (r′) ∩RP (r′′) = ∅). (15)
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Èç (13) è (15) ñëåäóåò:

∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒

 ⋃

r′∈RL(r1)

RP (r′) 6=
⋃

r′∈RL(r2)

RP (r′)


 . (16)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (14), ïîëó÷àåì óñëîâèå (12). ¥

Òåîðåìà 2. Ïðè íåòàêñîíîìè÷åñêîì ëèñòîâîì ïîäõîäå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâ,
RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëóñòåïåíü
èñõîäà êàæäîé íåëèñòîâîé âåðøèíû íå ìåíüøå äâóõ (âûïîëíåíî óñëîâèå (11))
è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïðàâ P íà ïîäìíîæåñòâà Pi ïðîèçâåäåíî òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî

∀j ∈ {1, . . . , k} : Pj *
k⋃

i=1,i6=j

Pi. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèå (15) çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì (17).
Ïóñòü I1, I2 ⊆ {1, . . . , k} : (I1 6= I2), òîãäà ∃j : (j ∈ I1) ∧ (j /∈ I2). Ñîãëàñíî (17):
Pj 6⊆

⋃
i∈I2

Pi, ñëåäîâàòåëüíî
⋃

i∈I1
Pi *

⋃
i∈I2

Pi. Â ðåçóëüòàòå:

∀I1, I2 ⊆ {1, . . . , k} : (I1 6= I2) ⇒
(⋃

i∈I1

Pi 6=
⋃
i∈I2

Pi

)
. (18)

Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (13) è òî, ÷òî ∀ri ∈ RL : RP (ri) = Pi,
ïîëó÷àåì (16) è, êàê ñëåäñòâèå, (12). ¥

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èåðàðõè÷åñêîì îõâàòíîì ëèñòîâîì ïîäõîäå îïòèìàëüíûì
ìîæåò áûòü RP -äåðåâî ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, îðèåíòèðîâàííàÿ
öåïü) çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íåëèñòîâûå âåðøèíû íå òîëüêî íàñëåäóþò ïðàâà, íî è
ïîëó÷àþò èõ íåïîñðåäñòâåííî.

4. Ðàñøèðåíèå è îïòèìèçàöèÿ RP -äåðåâüåâ
Â äàëüíåéøåì, âûáðàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ RP áóäåì óêà-
çûâàòü â íàçâàíèè RP -äåðåâà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü T � RP -äåðåâî. RP -õàðàêòåðèñòèêîé T íàçûâàåòñÿ
ñïåöèôèêàöèÿ, óêàçûâàþùàÿ êàêîé èìåííî ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ïðè ïîñòðîå-
íèè îòîáðàæåíèÿ RP :

1. Äåðåâî T íàçûâàåòñÿ òàêñîíîìè÷åñêèì (èëè íåòàêñîíîìè÷åñêèì, èëè
îõâàòíûì), åñëè ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïðàâ áûë èñïîëüçîâàí ñòðîãî òàêñî-
íîìè÷åñêèé (èëè íåòàêñîíîìè÷åñêèé, èëè èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé) ïîä-
õîä.

2. Åñëè âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî ëèñòîâîå (êëàññîâîå)
ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîìî÷èé, òî T � ëèñòîâîå (êëàññîâîå) äåðåâî.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ðàñøèðåíèå RP -äåðåâà T � ýòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ RP -
äåðåâà T ′ òàêîãî, ÷òî

1. T ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì T ′.

2. ∀r ∈ RT : RPT (r) = RPT ′(r) � ìíîæåñòâî RP -êëàññîâ T ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà RP -êëàññîâ T ′.

Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî òàêñîíîìè-
÷åñêîãî (â îáùåì ñëó÷àå êëàññîâîãî) RP -äåðåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî. Ïîñòðîèì èñêîìîå RP -
äåðåâî T ′. Âñå âåðøèíû, äóãè è ïîëíîìî÷èÿ äåðåâà T ïåðåíåñåì â äåðåâî T ′.
Òåì ñàìûì óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 8 áóäóò âûïîëíåíû.

Ïóñòü êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå ri ñîïîñòàâëåí íàáîð ïîëíîìî÷èé Pi =
{pi1, . . . , pimi

}. Åñëè |Pi| = mi > 1, òî â äåðåâå T ′ ê ýòîé âåðøèíå ïðèñî-
åäèíèì mi ëèñòîâûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò íàäåëåíà ïðàâîì pij

(j ∈ {1, . . . , mi}).
Äâèãàÿñü ïî äåðåâó T ′ îò ëèñòüåâ ê êîðíþ, êàæäóþ íåëèñòîâóþ âåðøèíó r

ïîïîëíèì ñûíîâüÿìè-ëèñòüÿìè ïî ÷èñëó ïîëíîìî÷èé èç íàáîðà RP (r) äåðåâà
T , êîòîðûå íå áûëè óíàñëåäîâàíû (êàæäîé íîâîé âåðøèíå ïðèïèøåì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðàâî).

Â ðåçóëüòàòå, â äåðåâå T ′ êàæäàÿ íåëèñòîâàÿ âåðøèíà íå ïîëó÷àåò íè îäíîãî
ïîëíîìî÷èÿ íåïîñðåäñòâåííî, à ëèøü íàñëåäóåò èõ îò ñûíîâåé:

∀r /∈ RL : RP (r) =
⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′). (19)

Êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå äåðåâà T ′ ïðèïèñàíî îäíî åäèíñòâåííîå ïîëíîìî÷èå.
Îáúåäèíÿÿ ëèñòîâûå âåðøèíû ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì RP (r) = {pi} â îäèí
êëàññ ðàçáèåíèÿ ëèñòîâûõ âåðøèí R

(i)
L , ïîëó÷àåì:

∀r ∈ R
(i)
L : RP (r) = {pi} = Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (20)

Èòàê, îòîáðàæåíèå RP óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ñòðîãî òàêñîíîìè÷å-
ñêîãî êëàññîâîãî ïîäõîäà, ñëåäîâàòåëüíî, T ′ � òàêñîíîìè÷åñêîå RP -äåðåâî (ñì.
ðèñ. 1). ¥

Ðàñøèðÿÿ RP -äåðåâî, ìû, òåì ñàìûì, ñòðîèì íîâóþ ðîëåâóþ ïîëèòèêó, íà-
ñëåäóþùóþ âñå ðîëè è èõ èåðàðõèþ èç èñõîäíîé ìîäåëè.

Â ñèëó òåîðåìû 3, îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ êëàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîë-
íîìî÷èé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ íåòàêñîíîìè÷åñêèõ èëè îõâàòíûõ
RP -äåðåâüåâ äî ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèõ êëàññîâûõ, òî åñòü âîçìîæíà ñìåíà
ïðîèçâîëüíîé RP -õàðàêòåðèñòèêè äåðåâà íà òàêñîíîìè÷åñêóþ. Íî, ê ñîæàëå-
íèþ, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, êàê ïðàâèëî, óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðîëåé
(è RP -êëàññîâ) â ñèñòåìå.

Â ïðîòèâîâåñ ðàñøèðåíèþ RP -äåðåâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â íåêîòîðîì
ñìûñëå îáðàòíóþ îïåðàöèþ. Åñëè â RP -äåðåâå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí RP -êëàññ,
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{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}

{4}{4}

{5}{3}{2}{2}{2} {1}{1}

Ðèñ. 1. Îõâàòíîå êëàññîâîå RP -äåðåâî T (ñëåâà) ðàñøèðåíî äî òàêñîíîìè÷åñêîãî êëàññîâîãî
RP -äåðåâà T ′ (ñïðàâà)

ñîäåðæàùèé íåñêîëüêî ðîëåé, òî äåðåâî íå îïòèìàëüíî, à ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò
î íàëè÷èè â ïîëèòèêå áåçîïàñíîñòè ¾äóáëèðóþùèõ¿ ðîëåé. Åñòåñòâåííî ïîïû-
òàòüñÿ ïðåîáðàçîâàòü èåðàðõèþ ðîëåé òàê, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå RP -äåðåâî
ñòàëî îïòèìàëüíûì è ïðè ýòîì íå èçìåíèëîñü ìíîæåñòâî RP -êëàññîâ ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 9. Äâà RP -äåðåâà T è T ′ ýêâèâàëåíòíû , åñëè ìíîæåñòâà èõ
RP -êëàññîâ ñîâïàäàþò (ñîâïàäàþò ðàçëè÷íûå íàáîðû ïîëíîìî÷èé, âñòðå÷àþ-
ùèåñÿ â ñòðóêòóðå).

Íàïðèìåð, åñëè â RP -äåðåâå T íà ðèñóíêå 1 óäàëèòü ëåâîå ðåáðî, òî ïî-
ëó÷èì RP -äåðåâî, çàäàþùåå óæå äðóãóþ èåðàðõèþ ðîëåé, íî ýêâèâàëåíòíîå
èñõîäíîìó.

Îïðåäåëåíèå 10. Îïòèìèçàöèÿ RP -äåðåâà T � ýòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ RP -
äåðåâà T ′ òàêîãî, ÷òî

1. T ′ ýêâèâàëåíòíî T .

2. T ′ � îïòèìàëüíîå RP -äåðåâî.

Çàìåòèì, ÷òî RP -äåðåâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè, áóäåò ëè-
ñòîâûì â ñèëó îïòèìàëüíîñòè.

Ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû. Ëþáîå ëè RP -äåðåâî ïîääà-
åòñÿ îïòèìèçàöèè? Êàê ïðè ýòîì âåäåò ñåáÿ RP -õàðàêòåðèñòèêà äåðåâà?

Åñëè RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ëèñòîâûì è âåðøèíû â ïðåäåëàõ îäíîãî RP -
êëàññà íå ñâÿçàíû äóãàìè (èíà÷å äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ïîïàðíîå ñòÿãèâàíèå
òàêèõ âåðøèí, êàê ýòà îïåðàöèÿ ïîíèìàåòñÿ â òåîðèè ãðàôîâ [3]), òî äîáèòüñÿ
îïòèìàëüíîñòè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî çà ñ÷åò ïåðåñòðîéêè äðåâîâèäíîé ñòðóê-
òóðû è èçìåíåíèÿ RP -õàðàêòåðèñòèêè íà îõâàòíóþ. Ýòîò ïîäõîä íå ñòîëü èí-
òåðåñåí, òàê êàê, èñõîäÿ èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü
ýêâèâàëåíòíîå îïòèìàëüíîå òàêñîíîìè÷åñêîå RP -äåðåâî.
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5. Ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì îðè-
åíòèðîâàííîì ãðàôå

Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîé îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ñ òîé æå RP -õàðàêòåðèñòè-
êîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì çà ñ÷åò îòêàçà îò äðåâîâèäíîñòè è ïîñòðîåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, çàäàþùåãî èåðàðõèþ ðîëåé.

Òåîðåìà 4. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô çàäàåò èåðàðõèþ ðîëåé (ÿâëÿåòñÿ îðãðà-
ôîì ðîëåé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì îòñóòñòâóþò îðèåíòèðîâàí-
íûå öèêëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâèå îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à èìåííî ñâîéñòâ òðàí-
çèòèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè. ¥

Çàìåòèì, ÷òî â îðãðàôå áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íàéäåòñÿ êàê ìèíèìóì
îäèí ñòîê (âåðøèíà ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà: d−(ti) = 0), è êàê ìèíèìóì
îäèí èñòî÷íèê (âåðøèíà ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà: d+(s) = 0). Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ñ îäíèì èñòî÷íèêîì.

Ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ ïî ïðîèçâîëüíìó îðãðàôó ðîëåé, òàêæå êàê è ïî äåðå-
âó ðîëåé, ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå
îòîáðàæåíèÿ RP íà÷èíàåòñÿ ëèáî ñî ñòîêîâ (ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå) ëèáî ñ
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, íà êîòîðûå ðàçáèòû ñòîêè (êëàññîâîå ðàñïðåäåëåíèå).

Îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîñòè, ðàñøèðÿåìîñòè, ýêâèâàëåíòíîñòè è îïòèìèçà-
öèè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé RP -îðãðàôà (ïîìå÷åííîãî îð-
ãðàôà ðîëåé).

Òåîðåìà 5. Ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàíî äî RP -
îðãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â RP -äåðåâå äîñòàòî÷íî ñêëåèòü âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýêâèâàëåíòíûì ðîëÿì, åñëè îíè íå ñîåäèíåíû äóãàìè, ëèáî ïîïàðíî ñòÿ-
íóòü, åñëè òàêèå äóãè èìåþòñÿ (îïåðàöèè ñêëåéêè è ñòÿãèâàíèÿ âåðøèí ïî-
íèìàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè òåîðèè ãðàôîâ [3]). Â ðåçóëüòàòå,
ìíîæåñòâî RP -êëàññîâ îñòàíåòñÿ ïðåæíèì, íî îðãðàô áóäåò îïòèìàëüíûì (ñì.
ðèñ. 2). ¥

Ñëåäñòâèå 5.1. Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî îïòèìàëüíîãî
RP -îðãðàôà G íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ðÿä ñâîéñòâ ýòîé ñòðóêòóðû:

1. G èìååò îäèí èñòî÷íèê s.

2. ×èñëî ñòîêîâ ti â G ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ ðàçáèåíèÿ R
(i)
L ëèñòîâûõ

âåðøèí èñõîäíîãî RP -äåðåâà T .

3. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî T ÿâëÿëîñü îïòèìàëüíûì, òî G = T .

4. G � ëèñòîâîé RP -îðãðàô.
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{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}

{4}{4}

{5}{3}{2}{2}{2} {1}{1}

{1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{4}

{5}{3}{2}{1}

Ðèñ. 2. Òàêñîíîìè÷åñêîå êëàññîâîå RP -äåðåâî T (ñëåâà) îïòèìèçèðîâàíî äî ëèñòîâîãî
òàêñîíîìè÷åñêîãî RP -îðãðàôà G (ñïðàâà)

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî òàêñîíîìè÷åñêîå, òî ïîñòðîåííûé
ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðàô òàê-
æå òàêñîíîìè÷åñêèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàíèå äâóõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêâèâàëåíòíûì
ðîëÿì, ïî äóãå èõ ñîåäèíÿþùåé íå èçìåíÿåò RP -õàðàêòåðèñòèêó. Ïðè ñêëåéêå
âåðøèí èç îäíîãî RP -êëàññà, ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð ñûíîâåé áóäåò ðàñïðåäå-
ëåí ïî òåì æå RP -êëàññàì, ÷òî è â èñõîäíîì RP -äåðåâå � òåì ñàìûì ñîõðàíèòñÿ
òàêñîíîìè÷íîñòü ñòðóêòóðû. ¥
Ñëåäñòâèå 5.3. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî íåòàêñîíîìè÷åñêîå, òî ïîñòðîåí-
íûé ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðàô
òàêæå íåòàêñîíîìè÷åñêèé.
Ñëåäñòâèå 5.4. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî îõâàòíîå, òî ïîñòðîåííûé ïî ïðåä-
ëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðàô ìîæåò îêà-
çàòüñÿ îõâàòíûì, íåòàêñîíîìè÷åñêèì èëè òàêñîíîìè÷åñêèì.

Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âîçìîæíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè:

1. Èñõîäÿ èç ñîäåðæàòåëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ïîñòðîèòü RP -äåðåâî T1

(ëèñòîâîå èëè êëàññîâîå).

2. Pàñøèðèòü T1 äî òàêñîíîìè÷åñêîãî (â îáùåì ñëó÷àå êëàññîâîãî) RP -
äåðåâà T2 (ñì. òåîðåìó 3).

3. Ïðåîáðàçîâàòü T2 â ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé òàêñîíîìè÷åñêèé RP -
îðãðàô T3 (ñì. òåîðåìó 5).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ðîëåâóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé ìîæíî
ðàñøèðèòü äî ïîëèòèêè, â êîòîðîé èåðàðõèÿ ðîëåé çàäàíà îðãðàôîì áåç îðè-
åíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ðîëè ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîãî òàêñîíîìè-
÷åñêèì ëèñòîâûì ïîäõîäîì è RP -ñòðóêòóðà îïòèìàëüíà.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðåäëîæåííûé â òåîðåìå 5 àëãîðèòì îáðàòèì: ïî ïðîèçâîëü-
íîìó RP -îðãðàôó ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå (íî íå îáÿçàòåëüíî îïòè-
ìàëüíîå) RP -äåðåâî.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî RP -îðãðàôà ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå åìó
RP -äåðåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí RP -îðãðàô G. Áóäåì ñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åìó
RP -ñòðóêòóðó T . Íà ïåðâîì øàãå êàæäîìó ñòîêó ti îðãðàôà G ñîïîñòàâëÿåì
d+(ti) ëèñòüåâ â T (¾îðèãèíàë¿ è (d+(ti)−1) ¾äóáëåé¿). Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåò-
ñÿ ðàñùåïëåíèåì âåðøèíû (åñëè ïîëóñòåïåíü çàõîäà ðàâíà åäèíèöå, òî èìååòñÿ
òîëüêî ¾îðèãèíàë¿).

Äàëåå, äâèãàÿñü ïî îðãðàôó G îò íèæíèõ ÿðóñîâ ê èñòî÷íèêó, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàñùåïëÿåì âñå âåðøèíû. ¾Îðèãèíàë¿ è ¾äóáëè¿ íàäåëÿåì òåìè æå
ïðàâàìè, ÷òî áûëè ó âåðøèíû èõ îáðàçóþùåé. Ê ¾îðèãèíàëó¿ ïðèñîåäèíÿåì
óæå ñóùåñòâóþùèå âåðøèíû ñòðóêòóðû T èç òåõ, ÷òî íå èìåþò âõîäÿùèõ äóã,
âîññòàíàâëèâàÿ ñûíîâåé ðàñùåïëÿåìîé âåðøèíû îðãðàôà G (òàêèå âåðøèíû â
T âñåãäà íàéäóòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ). Ê êàæäîìó ¾äóáëþ¿ äîáàâëÿåì âåðøèíû
è äóãè òàê, ÷òîáû ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé ¾äóáëåì¿, ïðåäñòàâëÿë ñîáîé êîïèþ
ïîääåðåâà, ïîðîæäåííîãî ¾îðèãèíàëîì¿.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì èåðàðõèÿ T ÿâëÿåòñÿ RP -äåðåâîì
è çàäàåò òå æå RP -êëàññû, ÷òî è èñõîäíûé RP -îðãðàô G, òî åñòü åìó ýêâèâà-
ëåíòíà (ñì. ðèñ. 3). ¥

{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}{2}{1} {5}{4}{3}{2}{1} {4}{2}

{1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{4}

{5}{3}{2}{1}

Ðèñ. 3. RP -îðãðàô G (ñëåâà) è ýêâèâàëåíòíîå åìó RP -äåðåâî T (ñïðàâà)

Ñëåäñòâèå 6.1. Êîëè÷åñòâî âåðøèí RP -äåðåâà T , ýêâèâàëåíòíîãî RP -
îðãðàôó G è ïîñòðîåííîãî ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â òåîðåìå, ðàâíî

∑
r∈RG

(
1 + (d+(r)− 1)|RT (r)|

)
, (21)

ãäå RG � ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà G, RT (r) � ìíîæåñòâî âåðøèí ïîääåðå-
âà, ïîðîæäåííîãî òîé âåðøèíîé äåðåâà T , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå r
îðãðàôà G.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6 äàåò âîçìîæíîñòü ñâåñòè èññëåäîâàíèå ðîëåâîé ïî-
ëèòèêè áåçîïàñíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì RP -îðãðàôå ê èñçó÷åíèþ ýêâèâàëåíòíî-
ãî RP -äåðåâà.
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Òàêèì, îáðàçîì, òåîðåìû 5 è 6 ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èåðàðõèè ðîëåé â çàâèñìîñòè îò òîãî, êàêîé ïðèçíàê áîëåå
çíà÷èì: äðåâîâèäíîñòü èëè îïòèìàëüíîñòü.
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Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè äèñêðåöèîí-
íîé áåçîïàñíîñòè HRU, ðàçäåëåíèå äîñòóïà â êîòîðîé îñíîâûâàåòñÿ íà
ìàòðèöå äîñòóïîâ. Îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ñèñòåì, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì áåçîïàñíîñòè.

Ââåäåíèå
Ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì â ñôåðå çàùèòû èíôîðìàöèè êîìïüþòåðíûõ ñè-
ñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè. Ïîä íåé ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü íîðì è
ïðàâèë, ðåãëàìåíòèðóþùèõ ïðîöåññ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, âûïîëíåíèå êîòî-
ðûõ îáåñïå÷èâàåò ñîñòîÿíèå çàùèùåííîñòè èíôîðìàöèè â çàäàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå óãðîç. Ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè íàçûâàþò ìîäåëüþ
áåçîïàñíîñòè.

Ñðåäè ïðîãðàììíî-òåõíè÷åñêèõ ìåòîäîâ çàùèòû èíôîðìàöèè âûäåëÿþò â
ïåðâóþ î÷åðåäü ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà. Ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà íåïîñðåäñòâåí-
íî îáåñïå÷èâàåò êîíôèäåíöèàëüíîñòü èíôîðìàöèè, à òàêæå ñíèæàåò âåðîÿò-
íîñòü ðåàëèçàöèè óãðîç öåëîñòíîñòè è ïðàâîìåðíîé äîñòóïíîñòè.

Ïîä ðàçãðàíè÷åíèåì äîñòóïà ê èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ ïîíè-
ìàþò ðàçäåëåíèå èíôîðìàöèè, öèðêóëèðóþùåé â ñèñòåìå, íà ÷àñòè, ýëåìåíòû,
êîìïîíåíòû, îáúåêòû è ò. ä., è îðãàíèçàöèþ òàêîé ñèñòåìû ðàáîòû ñ èíôîðìà-
öèåé, ïðè êîòîðîé ïîëüçîâàòåëè èìåþò äîñòóï òîëüêî è òîëüêî ê òîé ÷àñòè (ê
òåì êîìïîíåíòàì) èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ èì íåîáõîäèìà äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîèõ
ôóíêöèîíàëüíûõ îáÿçàííîñòåé èëè íåîáõîäèìà èñõîäÿ èç èíûõ ñîîáðàæåíèé [3].

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàííåííîé è èñòîðè÷åñêè ïåðâîé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåöèîííàÿ
ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè. Äèñêðåöèîííàÿ ïîëèòèêà îïèñûâàåò îòíîøåíèÿ ìåæäó
ñóáúåêòàìè è îáúåêòàìè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû íà îñíîâå ïðàâ, êîòîðûå ñóáú-
åêòû èìåþò íàä îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì ïîä ñóáúåêòàìè ïîíèìàþòñÿ àêòèâíûå
ñóùíîñòè ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò èçìåíÿòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÷åðåç ïîðîæäå-
íèå ïðîöåññîâ íàä îáúåêòàìè, â òîì ÷èñëå, ïîðîæäàòü íîâûå îáúåêòû. Îáúåêòû
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Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô. Ì. Äîñòîåâñêîãî.
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� ïàññèâíûå ñóùíîñòè ñèñòåìû. Â äèñêðåöèîííûõ ìîäåëÿõ èññëåäóåþòñÿ ñîñòî-
ÿíèÿ ñèñòåìû íà âûÿâëåíèå âîçìîæíîñòè óãðîç èíôîðìàöèè [2].

1. Ìîäåëü HRU
Ìîäåëü Õàðèñîíà-Ðóççî-Óëüìàíà (HRU) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèñ-
êðåöèîííîé ìîäåëè áåçîïàñíîñòè. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè êîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ñëåäóþùèõ ñóùíîñòåé:

� ìíîæåñòâî îáúåêòîâ (O) � ïàññèâíûå ñóùíîñòè ñèñòåìû;
� ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ (S) � àêòèâíûå ñóùíîñòè;
� ïðàâà äîñòóïà (R) � äåéñòâèÿ, êîòîðûå ñóáúåêò ìîæåò ïðîèçâîäèòü íàä

îáúåêòîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà äîñòóïà � ýòî òàáëèöà, â ñòðîêàõ êîòîðîé ðàñïî-
ëîæåíû ñóáúåêòû ñèñòåìû, à â ñòîëáöàõ � îáúåêòû. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ìàòðèöû
äîñòóïà ñïåöèôèöèðóåò ïðàâà äîñòóïà ñóáúåêòîâ ê îáúåêòàì.

Âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ìàòðèöû äîñòóïà îïðåäåëÿåòñÿ øåñòüþ ïðèìèòèâ-
íûìè îïåðàòîðàìè:

−Enter r into A[s, o] � âíåñòè ïðàâî r â ÿ÷åéêó A[s, o];
−Delete r from A[s, o] � óäàëèòü ïðàâî r èç ÿ÷åéêè A[s, o];
−Create subject s � ñîçäàòü ñóáúåêò s (ò. å. íîâóþ ñòðîêó ìàòðèöû A);
−Create object o � ñîçäàòü îáúåêò o (ò. å. íîâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A);
−Destroy subject s � óíè÷òîæèòü ñóáúåêò s;
−Destroy object o � óíè÷òîæèòü îáúåêò o.
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðèìèòèâíîãî îïåðàòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä

ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ Q = (S, O,A) â íîâîå ñîñòîÿíèå Q′ = (S ′, O′, A′).
Èç ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ ñòîðÿòñÿ êîìàíäû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ÷àñòåé:
� óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ êîìàíäà;
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ.
Òàêèì îáðàçîì êîìàíäà èìååò âèä:
Command c(x1, x2, ..., xk)
if r1 in A[xs1 , xo1 ] and
r2 in A[xs2 , xo2 ] and
.
.
.
rm in A[xsm , xom ]
then op1, op2, ..., opn

Êàæäîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Qi ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé
êîìàíäû c, ïðèìåíèìîé, ñîãëàñíî åå óñëîâèÿì, ê ïðåäûäóùåìó ñîñòîÿíèþ Qi−1,
è îïðåäåëÿåò îòíîøåíèÿ äîñòóïà, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ìåæäó ñóùíîñòÿìè ñè-
ñòåìû.

Áåçîïàñíîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè íà íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Q0, à òàêæå îñîáåííîñòÿìè ñèñòåìû êîìàíä
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áåçîïàñíîé îòíîñèòåëüíî ïðàâà r, åñëè äëÿ
çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Q0 = (S0, O0, A0) íå ñóùåñòâóåò ïðèìåíèìîé ê
Q0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïðàâî r áóäåò çàíåñåíî
â ÿ÷åéêó ìàòðèöû A[s, o], â êîòîðîé îíî îòñóòñòâîâàëî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè
Q0.

Îäíàêî çàäà÷à ïðîâåðêè äàííîãî êðèòåðèÿ íà èñòèííîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ñèñòåìû àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà [1].

2. Ïðèìèòèâíûé áàçèñ ìîäåëè HRU
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ìàòðèö äîñòóïà ÷åðåç M . Êîìàíäû HRU
áóäóò ÿâëÿòüñÿ îòîáðàæåíèÿìè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Âûäåëèì áàçèñ ñèñòåìû
êîìàíä HRU, äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå áàçèñíîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Áàçèñíûé íàáîð îïåðàòîðîâ � ýòî òàêîé íàáîð îïåðàòîðîâ,
÷òî ëþáóþ êîìàíäó HRU ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàòîðîâ èç äàííîãî íàáîðà.

Òåîðåìà 1. Ïðèìèòèâíûå îïåðàòîðû ìîäåëè HRU îáðàçóþò áàçèñíûé íàáîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ïîëíîòó ñèñòåìû ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ.
Òàê êàê ðàáîòà êîìàíä HRU íàïðàâëåíà èñêëþ÷èòåëüíî íà èçìåíåíèå ìàò-

ðèöû äîñòóïà, ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ
ìîæíî ïîñòðîèòü ëþáóþ ìàòðèöó äîñòóïà, òî åñòü ïîñòðîèòü ëþáóþ êîìàíäó.

Ðàññìîòèì ìàòðèöû A è A′ ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó âñåõ ìàòðèö äîñòóïà
M . Ïðåîáðàçóåì A â A′ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ
ýòîãî:

1. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Destroy object ê ìàòðèöå A äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷å-
ñòâî îáúåêòîâ â ìàòðèöå A íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ.

For i = m to 0
Destroy object oi,
ãäå m � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â ìàòðèöå A.
2. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Destroy subject ê ìàòðèöå A äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè-

÷åñòâî ñóáúåêòîâ â ìàòðèöå A íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ.
For i = n to 0
Destroy subject si,
ãäå n � êîëè÷åñòâî ñóáúåêòîâ â ìàòðèöå A.
3. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Create subject ê ìàòðèöå A äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷å-

ñòâî ñóáúåêòîâ â ìàòðèöå A íå ñòàíåò ðàâíûì êîëè÷åñòâó ñóáúåêòîâ â ìàòðèöå
A′.

For i = 0 to n′

Create subject si,
ãäå n′ � êîëè÷åñòâî ñóáúåêòîâ â ìàòðèöå A′.
4. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Create object ê ìàòðèöå A äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷åñòâî

îáúåêòîâ â ìàòðèöå A íå ñòàíåò ðàâíûì êîëè÷åñòâó îáúåêòîâ â ìàòðèöå A′.
For i = 0 to m′
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Create object oi,
ãäå m′ � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â ìàòðèöå A′.
5. Äëÿ êàæäîãî ïðàâà r ⊆ R ïðèìåíèì îïåðàòîð Enter r into A[s, o] åñëè

ïðàâî r ñîäåðæèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå A′[s′, o′].
For i = 0 to R
For j = 0 to m
For k = 0 to n
If ri in A′[j, k]
Enter ri into A[j, k],

ãäå R � êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïðàâ, m � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, n �
êîëè÷åñòâî ñóáúåêòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ, ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íàÿ ìàòðèöà A ⊆ M , ìîæåò áûòü ïåðîáðàçîâàíà â ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ
ìàòðèöó A′ ⊆ M , ÷òî äîêàçûâàåò ïîëíîòó ñèñòåìû. ¥

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû èñ-
ïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïÿòü èç øåñòè ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 1.1. Îïåðàòîð delete r ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îïåðàòîðîâ enter r, create object o, create subject s, destroy object o,
destroy subject s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû B è B′ ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó âñåõ
ìàòðèö äîñòóïà M òàêèå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòðîê è êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â ýòèõ
ìàòðèöàõ ðàâíû. Â êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêå ìàòðèöû B′ îòñóòñòâóåò ïðàâî rj, êîòî-
ðîå ïðèñóòñòâóåò â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå ìàòðèöû B. Âñå îñòàëüíûå ÿ÷åéêè
ìàòðèö B è B′ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû. Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó B â B′ ñïîñîáîì,
àíàëîãè÷íûì îïèñàííîìó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Äàííûé ñïîñîá ïîçâî-
ëÿåò ïðåîáðàçîâàòü äðóã â äðóãà ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå ìàòðèöû, íî íå èñ-
ïîëüçóåò îïåðàòîð delete r. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óäàëåíèÿ ïðàâà èç ìàòðèöû B
ìîæíî îáîéòèñü áåç îïåðàòîðà delete r. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð delete r
ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ
enter r, create object o, create subject s, destroy object o, destroy subject s. ¥

Ââåäåì ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìèíèìàëüíûé áàçèñíûé íàáîð � ýòî òàêîé íàáîð îïåðàòîðîâ,
÷òî íè îäèí îïåðàòîð äàííîãî íàáîðà íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â êà÷åñòâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ èç äàííîãî íàáîðà.

Òåîðåìà 2. Íàáîð ïðèìèòèâíûõ îïåðàòîðîâ enter r, create object o,
create subject s, destroy object o, destroy subject s ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, íàáîð îïåðàòîðîâ íå áóäåò ìèíèìàëü-
íì, åñëè êàêîé-ëèáî îïåðàòîð èç íàáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàáîðà äðó-
ãèõ îïåðàòîðîâ ïðèíàäëåæàùèõ äàííìó íàáîðó. Äîïóñòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûé íàáîð íå ìèíèìàëåí. Òîãäà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé
ìàòðèöû A ⊆ M â ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ ìàòðèöó A′ ⊆ M ìîæíî áóäåò
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îáîéòèñü áåç êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â äîêàçàòåëñòâå òåî-
ðåìû 1, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö íåîáõîäèìû âñå îïåðàòîðû ðàññàìòðèâàå-
ìîãî íàáîðà. Ñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìèíèìàëü-
íûì. ¥

3. Ïîñòðîåíèå áàçèñà, îòëè÷íîãî îò ïðèìèòèâíîãî
Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó: ïðåäñòàâèì êàêîé-ëèáî èç
îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â áàçèñíûé íàáîð â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ
èç äðóãîãî íàáîðà.

Ïóñòü S - ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ ñèñòåìû, O - ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, R - ìíîæå-
ñòâî ïðàâ äîñòóïà. A - ìàòðèöà äîñòóïà. Ïðåäñòàâèì êàæäóþ ÿ÷åéêó ìàòðèöû
A â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîìó áèòó áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü êàêîå-ëèáî ïðàâî èç äîñòóïíîãî íàáîðà ïðàâ R. Êîëè÷åñòâî áèò
áóäåò çàâèñèòü îò êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ïðàâ, òî åñòü åñëè |R| = l, òîãäà äëÿ
êîäèðîâàíèÿ âñåõ ïðàâ ïîíàäîáèòñÿ l áèò. Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå êàêîãî-ëèáî
áèòà îçíà÷àåò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâà â äàííîé ÿ÷åéêå.

Ïðåäñòàâèì îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ ïðàâà â ÿ÷åéêó âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áóäåì ïðèìåíÿòü ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè ê ìàòðèöå äîñòó-
ïà ïîýëåìåíòíî, òî åñòü äëÿ èçìåíåíèÿ ïðàâà äîñòóïà ñóáúåêòà s íà îáúåêò o
íåîáõîäèìî èçìåíèòü ÿ÷åéêó A[s, o].

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ ïðàâà rk ∈ R ñóáúåêòó s íà îáúåêò o.
Äëÿ ÿ÷åéêè ìàòðèöû A[s, o] íåîáõîäèìî áóäåò âûïîëíèòü ëîãè÷åñóêþ îïåðàöèþ
¾OR¿ ñ òàêèì äâîè÷íûì ÷èñëîì, â êîòîðîì áèò ñ íîìåðîì k ðàâåí 1, à âñå
îñòàëüíûå áèòû ðàâíû 0.

Ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ¾OR¿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ëîãè÷åñêèå îïåðà-
öèè ¾AND¿ è ¾NOT¿: OR(a, b) = NOT (AND(NOT (a), NOT (b))). Ñëåäîâàòåëü-
íî, îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ ïðàâà â ÿ÷åéêó A[s, o] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ
ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¾AND¿ è ¾NOT¿.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé áàçèñ, îòëè÷íûé îò ïðèìèòèâíîãî,
îí áóäåò ñîñòîÿòü èç îïåðàòîðîâ create object o, create subject s, destroy object o,
destroy subject s, AND(a, b) è NOT (a).

4. Ìîíîîïåðàöèîííûå ñèñòåìû
Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò àëãîðèò-
ìà, ïðîâåðÿþùåãî ÿâëÿåòñÿ ëè åå èñõîäíîå ñîñòîÿíèå áåçîïàñíûì. Äëÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ìîíîîïåðàöèîííîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ìîíîîïåðàöèîííîé, åñëè êàæäàÿ êîìàí-
äà äàííîé ñèñòåìû âûïîëíÿåò îäèí ïðèìèòèâíûé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé: ÿâëÿåòñÿ ëè èñõîäíîå ñî-
ñòîÿíèå ìîíîîïåðàöèîííîé ñèñòåìû áåçîïàñíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâó r ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â [1].
Ðàñøèðèì êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå ìîíîîïåðàöèîííîé ñèñòåìû, ñ ó÷åòîì áà-

çèñíîãî íàáîðà îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìîíîîïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà â áàçèñå B � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà,
êàæäàÿ êîìàíäà êîòîðîé ñîäåðæèò ðîâíî îäèí îïåðàòîð èç áàçèñà B.

Ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 3 òàêæå ìîæíî ñäåëàòü áîëåå îáùåé.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé: ÿâëÿåòñÿ ëè èñõîäíîå ñî-
ñòîÿíèå ìîíîîïåðàöèîííîé ñèñòåìû â áàçèñå B áåçîïàñíûì ïî îòíîøåíèþ ê
ïðàâó r ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êî-
ìàíä ìîíîîïåðàöèîííîé ñèñòåìû â áàçèñå, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, îãðà-
íè÷åíî è ñàìè êîìàíäû èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòìîì
ïðîâåðêè áåçîïàñíîñòè áóäåò ÿâëÿòüñÿ àëãîðèòì ïåðåáîðà âñåõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé êîìàíä è ïðîâåðêè èõ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ íà îòñóòñòâèå óòå÷êè ïðàâà
r.

Íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü êîìàíäû, ñîäåðæàùèå îïåðàòîðû delete...
è destroy..., òàê êàê íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íàëè÷èå ïðàâà ïîñëå âûïîëíåíèÿ
êîìàíäû, à íå åãî îòñóòñòâèå. Òàêæå íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùèå áîëåå îäíîãî îïåðàòîðà create..., òàê êàê âñå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ïðîâåðÿþò èëè âíîñÿò ïðàâà â íîâûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû, ìîãóò áûòü çàìåíîé ïàðàìåòðîâ â êîìàíäàõ, ïðåäñòàâëåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè, äåéñòâóþùèìè ñ ñóùåñòâóþùèìè ñóáúåêòàìè è îáúåêòàìè.
Îäíà êîìàíäà ñîçäàíèÿ ñóáúåêòà íåîáõîäèìà, åñëè â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñè-
ñòåìû ñóáúåêòû îòñóòñòâóþò. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òîëüêî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä, êîòîðûå ñîäåðæàò îïåðàòîðû enter r è îäèí îïå-
ðàòîð create subject. ×èñëî ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ enter r ìîæíî âû÷è÷ëèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n = |R|(|S0|+ 1)(|O0|+ 1).
Âñå êîìàíäû, ñîäåðæàùèå îäèí è òîò æå îïåðàòîð, íî ðàçíûå óñëîâèÿ, îáú-

åäèíÿþòñÿ â îäíó êîìàíäó ñ ñîñòàâíûì óñëîâèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìàíä, êîòîðûå íåîáõîäèìî

ïðîâåðèòü ðàâíÿåòñÿ n!, ïðè ýòîì äëèíà êàæäîé êîìàíäû ðàâíà n. ¥

Íåïðåäñêàçóåìîñòü ñëîæíûõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ íåäîñòàò-
êîâ ìîäåëè HRU. Íàëîæåíèå óñëîâèÿ ìîíîîïåðàöèîííîñòè çíà÷èòåëüíî ñóæàåò
êëàññ áåçîïàñíûõ ñèñòåì. Ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ áàçèñà ìîíîîïåðàöèîííîé ñè-
ñòåìû, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîòü ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ñèñòåì, êî-
òîðûå òàêæå áóäóò ÿâëÿòüñÿ áåçîïàñíûìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ
ëè êîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìà áåçîïàñíîé, äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì
îíà áóäåò ìîíîîïåðàöèîííà.
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Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïîèñêà íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé çàùèòû
èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èãðà äâóõ ñòî-
ðîí, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà çàùèòû êîìïüþòåðíîé èíôîðìà-
öèè, à ñ äðóãîé � àòàêè àçàðòíûõ õàêåðîâ. Ïðèìåíåíèå èãðîâûõ ìåòîäîâ
äàåò ïðåèìóùåñòâà àäìèíèñòðàòîðó áåçîïàñíîñòè ïåðåä ñóáúåêòèâíûìè
ñëó÷àéíûìè ðåøåíèÿìè è îáåñïå÷èâàåò îïòèìèçàöèþ ñòðàòåãèé çàùèòû
êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè. Ó÷åò ïñèõîëîãèè àçàðòíîãî õàêåðà ïîçâîëÿåò
íàïðàâëÿòü åãî àêòèâíîñòü â ëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ó÷èòûâàÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èíôîðìàöèîííûõ ñè-
ñòåì, èíòåãðèðîâàííûõ â ãëîáàëüíûå èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå ñåòè,
ïðèõîäèòñÿ îïàñàòüñÿ óäàëåííûõ àòàê õàêåðîâ. Îäíîé èç ñóùåñòâåííûõ îñî-
áåííîñòåé îáåñïå÷åíèÿ çàùèòû èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ íåäîñòà-
òî÷íîñòü èíôîðìàöèè î âîçìîæíûõ àòàêàõ, âðåìåíè èõ ïðîâåäåíèÿ è èõ ïî-
ñëåäñòâèÿõ. Ïîýòîìó çàäà÷è îáåñïå÷åíèÿ çàùèòû èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ
ñëåäóåò îòíîñèòü ê ¾çàäà÷àì î âûáîðå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè¿.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïîèñêà íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé çàùèòû èí-
ôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èãðà äâóõ ñòîðîí, îäíîé
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà çàùèòû êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè, à ñ äðóãîé
� âîçìîæíûå àòàêè àçàðòíûõ õàêåðîâ. Ïðè ñîñòàâëåíèè ìàòðèöû èãðû ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî õàêåð óâëå÷åí æåëàíèåì íàíåñòè êàê ìîæíî áîëüøèé óùåðá àòàêó-
åìîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå. Öåëü àäìèíèñòðàòîðà áåçîïàñíîñòè â ìàòðè÷íîé
èãðå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîçâîëèòü õàêåðó ïðè÷èíèòü íàèìåíüøèé óùåðá.

Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåòèêî-èãðîâîãî ïîäõîäà â òåîðèè çàùèòû èíôîð-
ìàöèîííûõ ðåñóðñîâ íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé [1-3], íî ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû ìàëî-
äîñòóïíû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë óòî÷íèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è è õîä åå ðåøåíèÿ.
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Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èãðû ìîæíî îöåíèòü ýôôåêòèâ-
íîñòü ñòðàòåãèé àäìèíèñòðàòîðà áåçîïàñíîñòè ïî çàùèòå èíôîðìàöèîííûõ ðå-
ñóðñîâ è âûáðàòü èç íèõ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå.

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è
Áóäåì ïîíèìàòü ñòðàòåãèè õàêåðà êàê ñòðîêè xi (i = 1, 2, ..., n) íåêîòîðîé ìàò-
ðèöû, à ñòðàòåãèè àäìèíèñòðàòîðà èíôîðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ � êàê åå ñòîëá-
öû yj (j = 1, 2, ..., m). Ê ñòðàòåãèÿì õàêåðà ìîæíî îòíåñòè ðàçëè÷íûå âèäû
êîìïüþòåðíûõ àòàê. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü óäàëåííîå èëè ëîêàëüíîå ïðî-
íèêíîâåíèå â êîìïüþòåð, óäàëåííîå èëè ëîêàëüíîå áëîêèðîâàíèå êîìïüþòåðà,
ïðèìåíåíèå ñåòåâûõ ñêàíåðîâ äëÿ ñáîðà èíôîðìàöèè î êîìïüþòåðàõ ñåòè è
ïðîãðàììàõ ïîòåíöèàëüíî óÿçâèìûõ ê àòàêàì, èñïîëüçîâàíèå ñêàíåðîâ óÿçâè-
ìûõ ìåñò ïðîãðàìì â ïîèñêàõ êîìïüþòåðîâ, óÿçâèìûõ ê òîìó èëè èíîìó êîí-
êðåòíîìó âèäó àòàêè, ïðèìåíåíèå âñêðûâàòåëåé ïàðîëåé, ïðèìåíåíèå ñåòåâûõ
àíàëèçàòîðîâ (ñíèôôåðîâ) è äð.

Ê ñòðàòåãèÿì àäìèíèñòðàòîðà ìîæíî îòíåñòè ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èñïîëü-
çîâàíèÿ ìåòîäîâ è ñðåäñòâ çàùèòû èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ïðèìåíåíèå è ðåãó-
ëÿðíîå îáíîâëåíèå àíòèâèðóñíûõ ïðîãðàìì, øèôðîâàíèå, èñïîëüçîâàíèå ìåæ-
ñåòåâûõ ýêðàíîâ è ñðåäñòâ îáíàðóæåíèÿ àòàê, îïåðàòèâíàÿ óñòàíîâêà îò ïðîèç-
âîäèòåëåé èñïðàâëåíèé äëÿ ïðîãðàìì (÷òîáû ëèêâèäèðîâàòü íåáëàãîïðèÿòíûå
ïîñëåäñòâèÿ îøèáîê â íèõ), ïðèìåíåíèå âñêðûâàòåëåé ïàðîëåé è ñêàíåðîâ óÿç-
âèìûõ ìåñò è äð.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íà êîìïüþòåðå èãðû A íàäî òàêæå çíàòü ðåçóëüòàòû èãðû
aij ïðè êàæäîé ïàðå ñòðàòåãèé xi è yj (íàïðèìåð, aij � ïðè÷èíåííûé ìàòåðè-
àëüíûé óùåðá) è âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè àòàê õàêåðîâ p(xi) ïðè âûáðàííîé
ñòðàòåãèè xi. Ïîñòðîèâ èãðîâóþ ìàòðèöó (ñì. òàáë. 1) è ïðîàíàëèçèðîâàâ åå,
ìîæíî çàðàíåå îöåíèòü çàòðàòû êàæäîãî ðåøåíèÿ ïî çàùèòå êîìïüþòåðíîé
èíôîðìàöèè è ðåêîìåíäîâàòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå âàðèàíòû äëÿ âñåãî äèà-
ïàçîíà àòàê.

Òàáëèöà 1.
y1 y2 ... ym

x1 p(x1) a11 a12 ... a1m

x2 p(x2) a21 a22 ... a2m

... ... ... ... ... ...
xn p(xn) an1 an2 ... anm

Åñëè ïîñòðîåíà èãðîâàÿ ìàòðèöà (aij), â êîòîðîé ðåçóëüòàòàìè èãðû ÿâëÿþò-
ñÿ ìàòåðèàëüíûå ïîòåðè îò àòàê, òî íàèëó÷øåé â óñëîâèÿõ èìåþùåéñÿ èíôîð-
ìàöèè îá àòàêàõ áóäåò ñòðàòåãèÿ ñèñòåìû çàùèòû êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè
yj, ïðè êîòîðîé áóäóò ìèíèìàëüíû ñðåäíèå ïîòåðè, ò. å. áóäåò ìèíèìàëüíà ñóì-
ìà [1�3]:

n∑
i=1

aij · p(xi).
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Âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè àòàê p(xi) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ðåçóëüòàòàì
ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Åñëè âåðîÿòíîñòè àòàê íåèçâåñòíû, òî ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âñå îíè ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. p(xi) = 1/n.

Àçàðòíûé õàêåð óâëå÷¼í æåëàíèåì íàíåñòè êàê ìîæíî áîëüøèé óùåðá àòà-
êóåìîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå. Â ñèëó ñâîåé ïñèõîëîãèè îí ïðåóâåëè÷èâàåò
ñâîè âûèãðûøè è ïðåóìåíüøàåò ñâîè íåóäà÷è â ïðåäûäóùèõ ïîïûòêàõ àòàê
íà ñèñòåìó, âîñïðèíèìàÿ èãðó A êàê ìàòðè÷íóþ èãðó f(A) ñ ìàòðèöåé (f(aij)),
ãäå f � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè. Â ñëó÷àå àçàðòíîãî íàðóøèòåëÿ
ýòà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ íåïðåðûâíîé âûïóêëîé (âíèç) âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé
f : R → R [3, ñ. 222]. Íà ðèñ. 1 ïðèâîäèòñÿ âèä ôóíêöèè ïîëåçíîñòè àçàðòíîãî
õàêåðà. Òàêîé ôóíêöèåé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(a) = ea − 1.

Ðèñ. 1. Âèä ôóíêöèè ïîëåçíîñòè àçàðòíîãî èãðîêà [3, c. 222]

Îáîçíà÷èì ÷åðåç val(A) çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé èãðû A ñ ìàòðèöåé (aij). Â
ñëó÷àå àçàðòíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ [3]:

1) èç val(A) = 0 ñëåäóåò val(f(A)) ≥ 0, ò. å. íàðóøèòåëü ìîæåò âèäåòü ïîáåäó
òàì, ãäå å¼ íåò;

2) èç val(A) > 0 ñëåäóåò val(f(A)) ≥ val(A), ò. å. àçàðòíûé íàðóøèòåëü
ïðåóâåëè÷èâàåò ðàçìåð óñïåõà;

3) ïðè ëþáîì îïûòå l ïðåäûäóùèõ âòîðæåíèé ñóùåñòâóåò òàêàÿ èãðà A0,
÷òî val(A0) < 0 (ðåàëüíûé ïðîèãðûø, íåóäà÷íàÿ àòàêà) è val(A0 + lE) > f(l),
ãäå E � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, ò. å. àçàðòíûé íàðóøèòåëü âñåãäà áóäåò
ïîâòîðÿòü íåêîòîðûå ïðîèãðûøíûå àòàêè (èãðó A0).

Ó÷åò ïñèõîëîãèè àçàðòíîãî õàêåðà è ìîäåëèðîâàíèå åãî ïîâåäåíèÿ ïîçâîëÿ-
åò ñòðîèòü ëîâóøêè ëèáî äëÿ åãî èäåíòèôèêàöèè, ëèáî äëÿ íàïðàâëåíèÿ åãî
àêòèâíîñòè â ëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Îöåíêà ìàòåðèàëüíûõ ïîòåðü
Ïîñòðîåíèå èãðîâûõ ìàòðèö è âûáîð íàèáîëåå ïðèåìëåìûõ ðåøåíèé ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè èãðîâûõ ìîäåëåé òðåáóåò îöåíêè ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñèñòåì çàùèòû êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè â öåëîì ïðè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòàõ ðåøåíèé. Îïèøåì îäèí èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aij

ìàòðèöû èãðû A.
Åäèíè÷íûå ïîòåðè P 1

ij ïðè âçëîìå j-îé ðàáî÷åé ñòàíöèè â ñëó÷àå îäíîêðàò-
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íîé ðåàëèçàöèè óãðîçû xi, ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P 1
ij = Rjki,

ãäå Rj � ñòîèìîñòü ðåñóðñà ¾ðàáî÷àÿ ñòàíöèÿ ïîëüçîâàòåëÿ¿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèÿ j-îé êîìáèíàöèè ìåòîäîâ è ñðåäñòâ çàùèòû; ki � ïðîöåíò ïîòåðü â ñëó÷àå
ðåàëèçàöèè óãðîçû xi íà äàííîì ðåñóðñå. Ñòîèìîñòü ðåñóðñà Rj îáû÷íî âêëþ-
÷àåò ñòîèìîñòü ñîïðîâîæäåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ, ïðÿìûå çàòðàòû íà ïîêóïêó è
îáíîâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îáîðóäîâàíèÿ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ðàñ-
õîäû íà ïîääåðæàíèå èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû, àäìèíèñòðàòèâíûå ðàñõîäû,
çàòðàòû íà îáó÷åíèå ïîëüçîâàòåëåé è óáûòêè îò âûíóæäåííûõ ïðîñòîåâ.

Ãîäîâàÿ îöåíêà èíöèäåíòà Ni, ò. å. ÷èñëî, îòðàæàþùåå ÷àñòîòó ïðîÿâëåíèÿ
óãðîçû xi â ãîä, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà òàê:

Ni = sνi,

ãäå s � ÷èñëî ïîäâåðæåííûõ àòàêå ðàáî÷èõ ñòàíöèé è νi � ÷àñòîòà ðåàëèçàöèè
óãðîçû xi â ãîä (ìîæåò áûòü íàéäåíà íà îñíîâå ñîáñòâåííîãî îïûòà èëè óñðåä-
íåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè).

Ãîäîâûå ïîòåðè Pij j-îé ðàáî÷åé ñòàíöèè â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè óãðîçû xi

ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pij = P 1
ijNi.

Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ aij ìàòðèöû èãðû A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãîäîâûå
ïîòåðè Pij äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ êîìáèíàöèé xi (i = 1, 2, ..., n) è yj (j = 1, 2, ..., m).

Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå èãðîâûõ ìåòîäîâ äàåò ïðåèìóùåñòâà àäìèíèñòðà-
òîðó áåçîïàñíîñòè ïåðåä ñóáúåêòèâíûìè ñëó÷àéíûìè ðåøåíèÿìè è îáåñïå÷èâà-
åò îïòèìèçàöèþ ñòðàòåãèé çàùèòû êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè. Îðãàíèçàöèÿ
ïðîèãðûøíûõ àòàê è ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ìàòðè÷íîé èãðû A0 ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ ïñèõîëîãèè àçàðòíîãî íàðóøèòåëÿ.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ìîäåëèðîâàíèÿ ðîëåâîé ïîëèòèêè áåç-
îïàñíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ åå îïèñàíèåì â ñòàíäàðòå Áàíêà Ðîññèè äëÿ
îðãàíèçàöèé áàíêîâñêîé ñèñòåìû Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ââåäåíèå
Àíàëèç ðàçëè÷íûõ îðãàíèçàöèîííî - óïðàâëåí÷åñêèõ è îðãàíèçàöèîííî - òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ñõåì ïîêàçûâàåò, ÷òî, â ðåàëüíîé æèçíè ñîòðóäíèêè ïðåäïðèÿòèé,
ó÷ðåæäåíèé âûïîëíÿþò îïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëüíûå îáÿçàííîñòè íå îò ñâî-
åãî ëè÷íîãî èìåíè, à â ðàìêàõ íåêîòîðîé äîëæíîñòè. Äîëæíîñòü, êîòîðóþ ìîæ-
íî òðàêòîâàòü êàê îïðåäåëåííóþ ðîëü, ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðóþ àáñòðàêòíóþ,
òî÷íåå îáîáùåííóþ ñóùíîñòü, âûðàæàþùóþ îïðåäåëåííûé òèï ôóíêöèé è òèï
ïîëîæåíèÿ ðàáîòíèêà (ïîä÷èíåííîñòü, ïðàâà è ïîëíîìî÷èÿ). Òàêèì îáðàçîì,
â ðåàëüíîé æèçíè â áîëüøèíñòâå îðãàíèçàöèîííî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ñõåì ïðàâà
è ïîëíîìî÷èÿ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ êîíêðåòíîìó ñîòðóäíèêó íå ëè÷íî (íåïîñðåä-
ñòâåííî), à ÷åðåç íàçíà÷åíèå åãî íà îïðåäåëåííóþ äîëæíîñòü (ðîëü), ñ êîòîðîé
îí è ïîëó÷àåò íåêîòîðûé òèïîâîé íàáîð ïðàâ è ïîëíîìî÷èé. Ðîëåâîå ðàçãðà-
íè÷åíèå äîñòóïà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîëèòèêè äèñêðåöèîííîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ
äîñòóïà, ïðè ýòîì ïðàâà äîñòóïà ñóáúåêòîâ ñèñòåìû (ò.å. ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðè-
ÿòèÿ, çàíèìàþùèõ îïðåäåëåííóþ äîëæíîñòü) íà îáúåêòû ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè
èõ ïðèìåíåíèÿ, îáðàçóÿ ðîëè.

ßðêèì ïðèìåðîì îïèñàííûõ ïðåäïðèÿòèé ÿâëÿþòñÿ êîììåð÷åñêèå áàíêè.
Ó÷èòûâàÿ çàêîíîäàòåëüñòâî â îáëàñòè áàíêîâñêîé äåÿòåëüíîñòè (ñò. 26 ¾Áàí-
êîâñêàÿ òàéíà¿ çàêîíà ¾Î áàíêàõ è áàíêîâñêîé äåÿòåëüíîñòè¿ è çàêîí ¾Î
ïåðñîíàëüíûõ äàííûõ¿), ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè
êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì â îðãàíèçàöèÿõ áàíêîâñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àê-
òóàëüíîé. Öåíòðàëüíûé Áàíê Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (Áàíê Ðîññèè) âûïóñòèë
ñåðèþ äîêóìåíòîâ, ïîñâÿùåííûõ îáåñïå÷åíèþ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè
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îðãàíèçàöèé áàíêîâñêîé ñèñòåìû. Îäíèì èç òàêèõ äîêóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðò Áàíêà Ðîññèè ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-2008 ¾Îáåñïå÷åíèå èíôîðìàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòè îðãàíèçàöèé áàíêîâñêîé ñèñòåìû Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿. Àâòîðû
äàííîãî ñòàíäàðòà ïðåäëàãàþò ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèòèêè èíôîðìàöèîííîé áåç-
îïàñíîñòè îïðåäåëèòü è ðàçãðàíè÷èòü ðîëè ñîòðóäíèêîâ áàíêà.

1. Îïèñàíèå ïîëèòèêè èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè â
ñòàíäàðòå ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-2008

Ñîãëàñíî ïóíêòó ñòàíäàðòà 7.2.1 ¾Ðîëü � ýòî çàðàíåå îïðåäåëåííàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ïðàâèë, óñòàíàâëèâàþùèõ äîïóñòèìîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñóáúåêòîì,
íàïðèìåð, ñîòðóäíèêîì îðãàíèçàöèè, è îáúåêòîì, íàïðèìåð, ïðîãðàììíî - àïïà-
ðàòíûì ñðåäñòâîì. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ öåëåé îðãàíèçàöèè è çàäà÷
ïî óïðàâëåíèþ àêòèâàìè äîëæíû áûòü âûäåëåíû è îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðîëè ïåðñîíàëà îðãàíèçàöèè¿. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé àâòîìàòèçèðîâàí-
íîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå ïðåäîñòàâëåíèå äîñòóïà äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ðîëåâîé ìîäåëüþ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà.

Ñîãëàñíî ïóíêòó ñòàíäàðòà 7.2.3 ¾Íå ðåêîìåíäóåòñÿ, ÷òîáû îäíà ïåðñîíàëü-
íàÿ ðîëü öåëèêîì îòðàæàëà öåëü, íàïðèìåð, âêëþ÷àëà âñå ïðàâèëà, òðåáóåìûå
äëÿ ðåàëèçàöèè áèçíåñ-ïðîöåññà. Ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë, ñîñòàâëÿþùèõ ðîëè, íå
äîëæíà áûòü êðèòè÷íîé äëÿ îðãàíèçàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäñòâèé óñïåøíî-
ãî íàïàäåíèÿ íà åå èñïîëíèòåëÿ. Íå ñëåäóåò ñîâìåùàòü â îäíîì ëèöå (â ëþáîé
êîìáèíàöèè) ðîëè ðàçðàáîòêè, ñîïðîâîæäåíèÿ, èñïîëíåíèÿ, àäìèíèñòðèðîâà-
íèÿ èëè êîíòðîëÿ, íàïðèìåð, èñïîëíèòåëÿ è àäìèíèñòðàòîðà, àäìèíèñòðàòîðà
è êîíòðîëåðà èëè äðóãèõ êîìáèíàöèé¿. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëÿþòñÿ ðîëè èñ-
ïîëíèòåëåé, êîíòðîëåðîâ, àäìèíèñòðàòîðîâ è ñîïðîâîæäåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
â êàêîé-ëèáî êîìáèíàöèè ïðèñóòñòâîâàòü â ëþáîì ïðîöåññå â êàæäîé àâòîìà-
òèçèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå.

Ñîãëàñíî ïóíêòó ñòàíäàðòà 7.2.4 ¾Ðîëü äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà ðåñóðñà-
ìè, íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ åå èñïîëíåíèÿ¿. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþ-
áàÿ ðîëü íå äîëæíà ñîäåðæàòü èçáûòî÷íûõ ïðàâ äîñòóïà â àâòîìàòèçèðîâàí-
íîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå, òî åñòü íå äîëæíà îáëàäàòü äîñòóïîì ê îáúåêòàì,
êîòîðûå íå èñïîëüçóþòñÿ ïðè èñïîëíåíèè äàííîé ðîëè. Íàïðèìåð, ñîòðóäíèê
áàíêà, îôîðìëÿþùèé â àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìå çàÿâêè íà âûäà÷ó êðåäèòà
êëèåíòó áàíêà íå äîëæåí èìåòü äîñòóï ê èíôîðìàöèè î ïðèíÿòèè âêëàäîâ îò
íàñåëåíèÿ, íî ïðè ýòîì äîëæåí îáëàäàòü ïðàâàìè äîñòóïà íà ïðîñìîòð è ðåäàê-
òèðîâàíèå àíêåòíûõ äàííûõ êëèåíòîâ, ïîäàâøèõ çàÿâêó íà ïîëó÷åíèå êðåäèòà.

Ïðèâåäåííûå âûøå òðåáîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ îáùèõ òðåáîâàíèé ïî îáåñ-
ïå÷åíèþ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè ïðè íàçíà÷åíèè è ðàñïðåäåëåíèè ðî-
ëåé è îáåñïå÷åíèè äîâåðèÿ ê ïåðñîíàëó. Íà îñíîâàíèè ýòèõ òðåáîâàíèé ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìàëüíóþ ìîäåëü ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè, â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-2008.
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2. Ôîðìàëèçàöèÿ ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè
Áàçîâàÿ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå
ìíîæåñòâà: U � ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé, R -� ìíîæåñòâî ðîëåé, P � ìíîæå-
ñòâî ïðàâ íà ðàáîòó â ñèñòåìå. Âàæíóþ ðîëü èãðàåò îòîáðàæåíèå

PA : R −→ 2P , (1)
îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî ïðàâ äîñòóïà äëÿ çàäàííîé ðîëè, ïðè ýòîì äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ P ∃ r ∈ R òàêàÿ, ÷òî p ∈ PA(r).

Äëÿ ââåäåíèÿ â ìîäåëü êîíòðîëèðóþùèõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî
ðîëåé R, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü èñïîëíèòåëüñêèìè, äîïîëíèòü
ìíîæåñòâîì àäìèíèñòðàòèâíûõ ðîëåé ACR è ìíîæåñòâîì êîíòðîëèðóþùèõ ðî-
ëåé CR. Ïðè ýòîì

R ∩ ACR = ®, ACR ∩ CR = ®, R ∩ CR = ® (2)
Òàêæå ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ìíîæåñòâà: ACP � ìíîæåñòâî ïðàâ äëÿ àäìè-
íèñòðàòèâíûõ ðîëåé, CP � ìíîæåñòâî ïðàâ äëÿ êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé. Ìíî-
æåñòâà P , CP è ACP òàêæå íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ. ACR îñóùåñòâëÿþò
àäìèíèñòðèðîâàíèå êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé.

Äëÿ êàæäîãî ïðàâà p ∈ P äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî êîíòðîëè-
ðóþùèõ ïðàâ, îáëàäàíèå êîòîðûìè íåîáõîäèìî äëÿ êîíòðîëÿ íàä p. Ââåäåì
ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå

ControlRight : P −→ 2CP (3)
ïðè ýòîì ∀p ∈ P ConrolRight(p) 6= ®.

Òàêæå äëÿ ëþáîé ðîëè äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íàáîð, êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé,
îñóùåñòâëÿþùèõ êîíòðîëü íàä íåé. Ââåäåì îòîáðàæåíèå

ControlRole : R −→ 2CR (4)
ïðè ýòîì

PA(r) = pi1, pi2, ..., pin ⇒ PA(ControlRole(r)) =
⋃

ControlRight(pij). (5)

Îïðåäåëåíèå 1. Â ñèñòåìå âûïîëíÿþòñÿ ôóíêöèè êîíòðîëÿ, åñëè â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè äëÿ ëþáîãî p ∈ P ∃ cpi1, cpi2, ..., cpin ⊆ CP òàêîå, ÷òî cpi1, cpi2,
..., cpin ⊆ ControlRight(p), à äëÿ ëþáîé r ∈ R ∃ crk1, crk2, ..., crkl ⊆ CR òàêîå,
÷òî crk1, crk2, ..., crkl ⊆ ControlRole(r).

Àíàëîãè÷íî, ââåäåì îòîáðàæåíèå
AdminRight : CP −→ 2ACP , (6)

ïðè ýòîì ∀p ∈ P AdminRight(p) 6= ®.
Ââåäåì îòîáðàæåíèå

AdminRole : CR −→ 2ACR, (7)
ïðè ýòîì

PA(cr) = cpi1, cpi2, ..., cpin ⇒ PA(AdminRole(ar)) = ap1, ap2, ..., apm. (8)
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Îïðåäåëåíèå 2. Â ñèñòåìå âûïîëíÿþòñÿ ôóíêöèè àäìèíèñòðèðîâàíèÿ, åñëè
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ ëþáîãî cp ∈ CP ∃ api1, api2, ..., apin ⊆ ACP òàêîå,
÷òî api1, api2, ..., apin ⊆ AdminRight(cp), à äëÿ ëþáîé cr ∈ CR ∃ ark1, ark2, ...,
arkl ⊆ ACR òàêîå, ÷òî ark1, ark2, ..., arkl ⊆ AdminRole(cr).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûäåëèòü â ñèñòåìå ðîëè ðàçðàáîòêè è ñîïðî-
âîæäåíèÿ.

3. Ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ñòàíäàðòó ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-
2008

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèÿì ñòàíäàðòà
ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-2008.

Òåîðåìà 1. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ñòàíäàðòà
ÑÒÎ ÁÐ ÈÁÁÑ-1.0-2008.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ââå-
äåííûå îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿì ñòàíäàðòà, è, íàîáîðîò, äëÿ
êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ñòàíäàðòà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå. Êàê
áûëî ïîêàçàíî â ïóíêòå 2, â ñòàíäàðòå ðîëåâîé ïîëèòèêå áåçîïàñíîñòè ïîñâÿ-
ùåíî òðè ïóíêòà.
Ñîãëàñíî ïóíêòó 7.2.1 ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ïî ðîëå-
âîìó ïðèíöèïó, ÷òî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ.
Ñîãëàñíî ïóíêòó 7.2.3 äîëæíû ñóùåñòâîâàòü èñïîëíèòåëüñêèå, àäìèíèñòðàòèâ-
íûå, êîíòðîëèðóþùèå ðîëè, à òàêæå ðîëè ñîïðîâîæäåíèÿ, êîòîðûå íå äîëæíû
ñîâìåùàòüñÿ â îäíîì ëèöå. Ýòî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2).
Ñîãëàñíî ïóíêòó 7.2.4 ëþáàÿ ðîëü äîëæíà îáëàäàòü íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷-
íûìè ïðàâàìè íà ñâîå èñïîëíåíèå, ÷òî çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3), (4), (6),
(7), ñîãëàñíî êîòîðûì äëÿ ëþáîé ðîëè ñóùåñòâóåò êîíòðîëèðóþùàÿ è àäìè-
íèñòðàòèâíàÿ ðîëü, îáëàäàþùàÿ äîñòàòî÷íûìè ïðàâàìè äëÿ èñïîëíåíèÿ ñâîèõ
ôóíêöèé. Â òî æå âðåìÿ àäìèíèñòðàòèâíàÿ è êîíòðîëèðóþùàÿ ðîëè íå îáëà-
äàþò ïðàâàìè íà èñïîëíåíèå äðóãèõ ôóíêöèé, ÷òî îáîçíà÷åíî ñîîòíîøåíèåì
(2). ¥

4. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîñòðîèì ìîäåëü ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè íà îñíîâàíèè ââå-
äåííûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü çàäàíà èåðàðõèÿ èñïîëíèòåëüñêèõ ðîëåé, à òàêæå
èåðàðõèÿ àäìèíèñòðàòèâíûõ è êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé.

Óïðàâëÿþùèé DIR ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ðîëüþ â èåðàðõèè, ìèíèìàëü-
íîé ðîëüþ ÿâëÿåòñÿ ñëóæàùèé E. Â êàæäîì íàïðàâëåíèè äåÿòåëüíîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ðîëü èñïîëíèòåëüíîãî äèðåêòîðà TM , ìèíèìàëüíîé ðî-
ëüþ íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèîíèñò O (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Èåðàðõèÿ èñïîëíèòåëüñêèõ ðîëåé

Êàæäûé èç êîíòðîëåðîâ íàïðàâëåíèÿ C1, C2 îáåñïå÷èâàþò ôóíêöèè êîí-
òðîëÿ çà èñïîëíèòåëÿìè íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíèêîâ îòäåëîâ, ïðè ýòîì ôóíêöèè
êîíòðîëÿ äëÿ C1 è C2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. C1 íå ìîæåò êîíòðîëèðîâàòü íà-
ïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòè 2 (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Èåðàðõèÿ êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé

Ñòàðøèé àäìèíèñòðàòîð A âûïîëíÿåò àäìèíèñòðàòèâíûå ôóíêöèè äëÿ SC
è C, àäìèíèñòðàòîðû A1 è A2 âûïîëíÿþò àäìèíèñòðàòèâíûå ôóíêöèè ïî íà-
ïðàâëåíèÿì äåÿòåëüíîñòè (ðèñ. 3).

Íèæå ïðèâåäåíû òàáëèöû, â êîòîðûõ îïèñàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíòîðî-
ëèðóþùèìè ðîëÿìè è ìíîæåñòâàìè ñîïîñòàâëåííûõ èì èñïîëíèòåëüñêèõ ðîëåé,
à òàêæå ìåæäó àäìèíèñòðàòîðñêèìè ïðàâàìè è ìíîæåñòâàìè ñîïîñòàâëåííûõ
èì êîíòðîëèðóþùèõ ðîëåé.
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Ðèñ. 3. Èåðàðõèÿ àäìèíèñòðàòèâíûõ ðîëåé

Êîíòðîëèðóþùàÿ ðîëü Ìíîæåñòâî ðîëåé
C1 [S1, TM1)
C2 [S2, TM2)
C [TM1, TM1]
C [TM2, TM2]

Àäìèíèñòðàòèâíàÿ ðîëü Ìíîæåñòâî ðîëåé
A1 [C1, C)
A2 [C2, C)
A [C,C]

Ëèòåðàòóðà

1. Ãðóøî À.À., Òèìîíèíà Å.Å. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû çàùèòû èíôîðìàöèè /
À.À. Ãðóøî, Å.Å. Òèìîíèíà. � Ì: Èçäàòåëüñòâî Àãåíñòâà ßõòñìåí, 1996.

2. Çåãæäà Ä.Ï., Èâàøêî À.Ì. Îñíîâû áåçîïàñíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì /
Ä.Ï. Çåãæäà, À.Ì. Èâàøêî. � Ì.: Ãîðÿ÷àÿ ëèíèÿ � Òåëåêîì, 2000.

3. Ùåðáàêîâ À.Þ. Ââåäåíèå â òåîðèþ è ïðàêòèêó êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè /
À.Þ. Ùåðáàêîâ. � Ì.: Èçäàòåëü Ìîëãà÷åâà Ñ.Â., 2001.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû âûáîðà ëåãàëüíîãî ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðåïîäîâàíèÿ îñíîíûõ äèñöèïëí è îáåñïå÷åíèÿ ðàáîòû
ïîäðàçäåëåíèé ôàêóëüòåòà êîìïüþòíûõ íàóê Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà.

Ââåäåíèå
Ïðîáëåìà âûáîðà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ îäíà èç ñëîæíåéøèõ ïðîáëåì, îñî-
áåííî àêòóàëüíîé ñòàíîâèòüñÿ â ðàìêàõ ïðåïîäàâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ äèñöè-
ïëèí. Îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå ïðåäëàãàåìûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ ðàçëè÷-
íûìè ïðîèçâîäèòåëÿìè ñòàâèò ðàçðàáîò÷èêà ó÷åáíîãî êóðñà â óñëîâèÿ ìíîæå-
ñòâåííîãî âûáîðà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ðàáîòó ñòðóêòóðíûõ ïîäðàçäåëå-
íèé, ëàáîðàòîðèé, äåêàíàòà è êàôåäð.

Êàêèå èíñòðóìåíòû èçó÷àòü â ïåðâóþ î÷åðåäü? Êàêèìè êðèòåðèÿìè ïðè
ýòîì ðóêîâîäñâîâàòüñÿ?

Ðàñììîòðèì ïðîáëåìó âûáîðà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (ÏÎ) íà ïðèìåðå
ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê (ÔÊÍ) Îìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà. Âûáîð óñòàíàâëèâàåìîãî ÏÎ ïðîèçâîäèòüñÿ åæåãîäíî ïðè ïîäãîòîâêå êîì-
ïüþòåðíûõ êëàññîâ ê íîâîìó ó÷åáíîìó ãîäó. Ïðè÷èí ðàäèêàëüíî ïîâëèÿâøèõ
íà àêòóàëèçàöèþ ýòîé ïðîáëåìû íåñêîëüêî.

Âî-ïåðâûõ, îñîáîå âíèìàíèå ê ñâîáîäíîìó è îòêðûòîìó ïðîãðàììíîìó îáåñ-
ïå÷åíèþ, ïðîÿâëÿåìîå ñî ñòîðîíû ãîñóäàðñòâåííûõ îðãàíîâ. Ñòðåìëåíèå èñ-
ïîëüçîâàòü åãî â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå ñðåäíåé øêîëû, ïîïûòêè ñîçäàíèÿ
íàöèîíàëüíîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû, � âñå ýòî äåëàåò íåîáõîäèìûì èçó÷åíèå
ýòîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ íà ôàêóëüòåòå. Ñòóäåíòû äîëæíû âëàåòü íå
òîëüêî ïðîïðèåòàðíûìè ïðîäóêòàìè, íî è ëó÷øèì ñâîáîáíûì è îòêðûòûì ÏÎ.

Copyright c© 2009 Ä.Í. Ëàâðîâ.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
E-mail: lavrov@omsu.ru
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Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî îòêðûòîå ÏÎ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîñòàâëåíèåì ïðî-
ïðèåòàðíîìó ÏÎ, êàê ýòî ÷àñòî ÿâíî èëè íåÿâíî ïðåïîäíîñèòñÿ â ñðåäñòâàõ
ìàññîâîé èíôîðìàöèè. Ïðîïðèåòàðíîå ÏÎ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðîòèâîïîñòàâëåíè-
åì ñâîáîäíîìó ÏÎ â îïðåäåëåíèè Ð.Ñòîëëìåíà [1]. Áåñïàëàòíîå ÏÎ ìîæåò áûòü
ïðîïðèåòàðíûì, îòêðûòîå ÏÎ òàêæå ìîæåò áûòü ïðîïðèåòàðíûì. Ïðîòèâîïî-
ñòàâëåíèåì áåñïëàòíîìó ÏÎ ÿâëÿåòñÿ êîììåð÷åñêîå. Îïåðàöèîííûå ñèñòåìû
Microsoft ÿâëÿþòñÿ çàêðûòûìè, êîììåð÷åñêèìè ïðîäóêòàìè, à Internet Explorer
çàêðûòûì áåñïëàòíûì ïðîäóêòîì. È òî, è òî ÿâëÿþòñÿ ïðîïðèåòàðíûì ÏÎ.
Îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Solaris ÿâëÿåòñÿ ïðîïðèåòàðíûì ïðîäóêòîì, èñõîäûé
êîä êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îòêðûò â ïðîåêòå Open Solaris

Âòîðàÿ ïðè÷èíà � ýòî óñèëåíèå áîðüáû ïðàâîîõðàíèòåëüíûõ îðãàíîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì íåëèöåíçèîííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ýòî ñòèìóëèðóåò ê
ïðèâåäåíèþ èñïîëüçîâàíèÿ ÏÎ â âóçå â ñîîòâåñâòèå ñ çàêîíîäàòåëüñòâîì. Â
÷àñòíîñòè ýòî ïðèâåëî ê îôîðìëåíèþ MSDNAA-ïîäïèñêå íà ïðîãðàììíîå îáåñ-
ïå÷åíèå ôèðìû Microsoft íà ÔÊÍ. Ýòà ÷àñòè÷íî ðåøèëî ïðîáëåìó, íî òîëü-
êî ÷àñòè÷íî, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå ïðîäóêòîâ Microsoft ïî äàííîé ïîäïèñêå
îãðàíèåíî èñêëþ÷èòåëüíî ó÷åáíûì ïðîöåññîì. Äà è ñâîáîäà îãðàíè÷åíà íåêîì-
ìåð÷åñêèì èñïîëüçîâàíèåì. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòû äîëæíû äå-
èíñòàëëèðîâàòü ïðîãðàììíûå ïðäóêòû Microsoft, ïîëó÷åííå ïî ïîäïèñêå, è â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè èõ äàëüíåéøåãî èñïëüçîâàíèÿ ïðèîáðåòàòü êîììåð÷åñêèå
ëèöåíçèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôàêóëüòåòà íåò ñìûñëà îáó÷àòü ïðîãðàììíûì ïðî-
äóêòàì, çà èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ ïîòîì ïðèäåòñÿ ïëàòèòü ôèðìàì, â êîòîðûå
óñòðîÿòñÿ âûïóñêíèêè.

Òðåòüÿ ïðè÷èíà � ýòî ñâîáîäà èññëåäîâàíèÿ, ìîäèôèêàöèè è ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ êîäà, ïðèíÿòàÿ â íàó÷íîé ñðåäå. Ýòó ñâîáîäó ìîæåò îáåñïå÷èòü òîëüêî
ñâîáîäíîå ÏÎ, è íåêòîðûå ïðîåêòû ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êîäîì. Ëèöåíçèîííîå
ñîãëàøåíèå Micosoft, ïðåäëàãàåìîå â ðàìêàõ MSDNAA, ïðåäîñòàâëÿåò äàííûå
ñâîáîäû äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííî.

Èòàê ïåðåä íàìè âñòàëà çàäà÷à ëåãàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ â
ðàìêàõ ôàêóëüòåòà. Âíèìàíèå ïðèâëåêëî ñâîáîäíîå è îòêðûòîå ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå. Íî êàêèìè êðèòåðèÿìè ïîëüçîâàòüñÿ ïðè âûáîðå ýòîãî ÏÎ, à â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ëó÷øå èñïîëüçîâàòü êîììåð÷åñêèé èëè ïðîïðèåòàð-
íûé ïðîäóêò?

1. Ïðîáëåìà âûáîðà ïðîãðàììíîãî îáñïå÷åíèÿ
Âñå ìû çàëîæíèêè ñâîèõ ïðèâû÷åê, çíàíèé è òðåáîâàíèé ê ñåáå è äðóãèì. ×à-
ñòî ýòî âûçûâàåò ïðîáëåìû âî âçàèìîîòíîøåíèè ìåæäó ëþäüìè, êîãäà îäèí
ñïåöèàëèñò ïûòàåòñÿ âîëüíî èëè íåâîëüíî íàâÿçàòü äðóãîìó ñâîå ìèðîâîñïðè-
ÿòèå. Ìíîãèå Linux-îèäû è Unix-îèäû òîæå çàëîæíèêè ñâîèõ ïðèâû÷åê. Ñðåäè
ñòîðîííèêîâ Windows òîæå íåìàëî ëþäåé, êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü ÿðûìè ïî-
êëîííèêàìè ýòîé ñèñòåìû. Ýòî õîðîøî, èìåííî òàêèå ýíòóçèàñòû, ñïîñîáíû
ïîääåðæèâàòü, ðàçâèâàòü è ïîïóëÿðèçèðîâàòü ëþáèìóþ îïåðàöèîííóþ ñèñòåó.
Íî, ÷àñòî èõ ëþáîâü ïåðåðàñòàåò â êóëüò. À êóëüò îïðåäåëåííîãî äèñòðèáóòèâà,
áóäü òî Linux èëè MS Windows � ýòî ïðèâîäèò ê ïðåäâçÿòîìó îòíîøåíèþ è
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íåîáúåêòèâíûì îöåíêàì ðàáîòû â àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìå.
Èñòèííàÿ ñâîáîäà çàêëþ÷àåòñÿ ÍÅ â òîì, ÷òîáû âûáðàòü îäíó îïðåàöèîí-

íóþ ñèñòåìó (ÎÑ) íàâåê: ñâîáîäíóþ èëè ïðîïðèåòàðíóþ, ñ îòêðûòûì èñõîäíûì
êîäîì èëè çàêðûòóþ, áåñïëàòíóþ èëè ïëàòíóþ. Èñòèííàÿ ñâîáîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ìû äîëæíû óìåòü âûáðàòü ïîäõîäÿùóþ ÎÑ, èñõîäÿ èç ðåøàåìûõ
íàìè çàäà÷ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûì êðèòåðèåì.

Êàêîâ æå êðèòåðèé? Ó êàæäîãî îí ñâîé. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ:
� ß çíàþ ýòó ÎÑ õîðîøî, ñëåäîâàòåëüíî, áóäó ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó

ñ ïîìîùüþ èìåþùèõñÿ çíàíèé î íåé.
� Ýòà ÎÑ ðàáîòàåò ñ ëþáûì òèïîì îáîðóäîâàíèÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåò

ñòðîèòüñÿ íà íåé.
� Ýòà ñèñòåìà îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øèé óðîâåíü áåçîïàñíîñòè, âåäü ýòî êðè-

òè÷íî â íàøåé ñèñòåìå.
� Ýòà ÎÑ óíèâåðñàëüíà, è åñëè ÷òî, íà åå îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå

ðåøåíèå, êîãäà òåêóùàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.
� ß ïðèíèìàþ òîëüêî ðåøåíèÿ íà îñíîâå áåñïëàòíûõ èëè îòêðûòûõ ðåøå-

íèé.
� ß âûáèðàþ íàèáîëåå ýôôåêòèâíóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

ñèñòåìó äëÿ äàííîé çàäà÷è.
� ß âûáèðàþ íàèáîëåå ýêîíîìè÷åñêè ýôôåêòèâíóþ ñèñòåìó ïî âíåäðåíèþ

è ýêñïëóàòàöèè.
Ìîæíî ïðîäîëæàòü, óòî÷íÿÿ êðèòåðèè. Èç âñåãî âûäåëèòü ãëàâíîå: êîìïî-

çèòíûé êðèòåðèé, âêëþ÷àþùèé òðè êîìïîíåíòû:
� Âðåìÿ âíåäðåíèÿ.
� Ñòîèìîñòü âíåäðåíèÿ è ýêñïëóàòàöèè.
� Ýôôåêòèâíîñòü (îáû÷íî, áûñòðîäåéñòâèå è íàäåæíîñòü) ðàáîòû ñèñòåìû

â ðàìêàõ ðåøàåìûõ çàäà÷.
Èñõîäÿ èç çàäà÷, ìîãóò áûòü äîáàâëåíû è äîïîëíèòåëüíûå êðèòåðèè òàêèå,

êàê áåçîïàñíîñòü, óäîáñòâî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé è ò.ï. Íî óêàçàííûå òðè êðè-
òåðèÿ áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü â ëþáîì ïðîåêòå.

Íàïðèìåð, äëÿ ñîçäàíèÿ ñåòåâîé èíôðàñòðóêòóðû ñêîðåå âñåãî âîñïîëüçó-
åìñÿ îáîðóäîâàíèåì è îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé Cisco, ïîòîìó ÷òî èìåííî îíà
çàòî÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ ñåòåâûõ çàäà÷. Å¼ ýôôåêòèâíîñòü äîêàçàíà ìíîãèìè ïðî-
åêòíûìè ðåøåíèÿìè. Ïðàâäà ñòîèìîñòü åå âíåäðåíèÿ ìîæåò îñòàíîâèòü, åñëè
ìàñøòàá çàäà÷è íå ñëèøêîì âåëèê, òîãäà å¼ ýêîíîìè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü íå
áóäåò îïðàâäàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåëüçÿ âûáðàòü îäíó ÎÑ äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷. Êàæäàÿ
ÎÑ èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. ×òîáû ïîëó÷èòü ñâîáîäó âûáîðà ìû
äîëæíû â öåëîì ïðåäñòàâëÿòü äîñòîèíñòâà, íåäîñòàòêè êàæäîé ñèñòåìû èëè
õîòÿ áû ïðåäñòàâèòåëåé ñåìåéñòâà. Òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è ê ñèñòå-
ìàì óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ (ÑÓÁÄ), ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äðóãèì
ïðîãðàììíûì ïðîäóêòàì.

Ó Microsoft è Sun Microsystems ðàçíûå áèçíåñ ìîäåëè. Íå íóæíî äóìàòü, ÷òî
êàêèå-òî ôèðìû, èñõîäÿ èç ñâîåé äîáðîé âîëè è àëüòðóèñòè÷åñêèõ ïîáóæäåíèé,
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äåëàþò èñïîëüçîâàíèå ñâîåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ñâîáîäíûì è áåñïëàò-
íûì (Sun, IBM). Åñëè îíè îò ýòîãî íå áóäóò â ïåðñïåêòèâå ïîëó÷àòü ïðèáûëü
(êàê ïðàâèëî, îò ïðîäàæè ïîääåðæêè), òî îíè ïðîñòî ðàçîðÿòüñÿ è íåêîìó áóäåò
ïîääåðæèâàòü ýòî îòêðûòîå è áåñïëàòíîå ÏÎ. Âðåìÿ ýíòóçèàñòîâ èç óíèâåðñè-
òåòñêèõ ãîðîäêîâ, ñîçäàþùèõ òàêîå ÏÎ äëÿ ñâîèõ íàó÷íûõ íóæä çàêîí÷èëîñü.
Íåò, êîíå÷íî, òàêèå ëþäè îñòàëèñü, íî èõ ìàëî è îíè íå â ñîñòîÿíèè â îäèíî÷êó
âåñòè áîðüáó çà ñâîáîäó è îòêðûòîñòü ÏÎ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáó÷åíèÿ íóæíî âûáèðàòü íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå óíè-
âåðñàëüíûå ÎÑ, ëèäåðîâ â ñâîåì íàïðàâëåíèè, ñ ó÷åòîì çàëîæåííîãî â íèõ
ïîòåíöèàëà ðàçâèòèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íóæíî èçáåæàòü ïîâòîðåíèé è ñëèø-
êîì ñèëüíûõ ïåðåñå÷åíèé â êóðñàõ ïî àäìèíèñòðèðîâàíèþ è ïðîãðàììèðîâà-
íèþ, îñîáåííî ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ. Êàêîâû öåëè âóçà? Ñîçäàòü êîíêóðåíò-
íûé ïðîäóêò íà ðûíêå òðóäà. Âûïóñêíèê äîëæåí îáëàäàòü òàêèìè çíàíèÿìè,
êîòîðûå ïîçâîëèëè áû åìó áûñòðî ïðèíÿòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííûõ ïåðåä íèì çàäà÷. Îí äîëæåí îáëàäàòü ñïîñîáíîñòüþ ê èçó÷åíèþ
íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ òåõíîëîãèé.

Ïîäâåäåì èòîãè, ðàñïðîòðàíèâ âûâîäû ñ ÎÑ íà ÿçûêè, ñðåäû ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è ÑÓÁÄ:

1. Ó÷èòü íóæíî ðàçíûì ÎÑ.

2. Ýòèõ ÎÑ íå äîëæíî áûòü ìíîãî (íå áîëåå òðåõ). Ïðåäëàãàåìûé ñïèñîê
íà íàñòîÿùèé ìîìåíò, ñ êîòîðûì ìîæíî ñïîðèòü: MS Windows Server
2003/2008, OpenSolaris 2008.11/ 2009.05, CiscoIOS v.12. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
àäìèíèñòðèðîâàíèÿ âàæíî èçó÷àòü èìåííî ñåðâåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé è
èìåòü ïðèìåð ñïåöèàëèçèðîâàííîé ÎÑ, íàïðèìåð CiscoIOS.

3. Ýòî äîëæíû áûòü íàèáîëåå èíòåðåñíûå è ïåðñïåêòèâíûå â äàëüíåéøåì
ñâîåì ðàçâèòèè ÎÑ. Âñå òðè óêàçàííûå ñèñòåìû îáëàäàþò ýòèìè ñâîé-
ñòâàìè.

4. Ó÷èòü íóæíî êàê àäìèíèñòðèðîâàíèþ ýòèõ ÎÑ òàê è ïðîãðàììèðîâàíèþ
ïîä íèõ, åñëè ýòî âîçìîæíî (Cisco IOS çàêðûòàÿ ïðîïðèåòàðíàÿ ñèñòåìà,
ïîä íå¼ ïðîãðàììèðîâàòü çàòðóäíèòåëüíî). Ïðè÷åì êàê ñêðèïòîâûì (ïà-
êåòíûì) ÿçûêàì òàê è áàçîâîìó ÿçûêó, íà êîòîðîì íàïèñàíî ÿäðî ñèñòåìû
è äðàéâåðû. Ýòî, êàê ïðàâèëî, ÿçûê Ñ.

5. Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ íåîáõîäèìî èçó÷àòü íà
ìåæïëàòôîðìåííîì óíèâåðñàëüíîì ÿçûêå. Âûáîð ÿçûêà ïîä çàäà÷ó âà-
æåí, íî íàøà çàäà÷à � îáó÷åíèå, à ïîòîìó âàæíà èìåííî óíèâåðñàëüíîñòü
è ìíîãîïëàòôîðìåííîñòü. Õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ýòîãî Java. Ñ# è ïëàò-
ôîðìó .NET � ïðèäåòñÿ îòáðîñèòü â âèäó èõ ÿâíîé íàïðàâëåííîñòè íà ÎÑ
MS Windows. Ñóùåñòâóþùèå ðåàëèçàöèè .NET òèïà Mono íà Linux áóäóò
ïîñòîÿííî îòñòàâàòü â ðàçâèòèè îò ãåíåðàëüíîé ëèíèè Microsoft.
Åñòü, êîíå÷íî, ìàññà èíòåðåñíûõ ÿçûêîâ ýòî è JRuby, è lo, è ìíîãî äðó-
ãèõ çàìå÷àòåëüíûõ ÿçûêîâ. Íî ïîêà ïî ñòàòèñòèêå Java ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
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ïîïóëÿðíûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ [2], áîëüøàÿ ÷àñòü êîðïîðàòèâ-
íûõ ïðèëîæåíèé ïèøåòñÿ íà Java, ïåðåóáåäèòü îòêàçàòüñÿ îò Java áóäåò
òðóäíî.
SQL êàê ÿçûê âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàçàìè äàííûõ íåîáõîäèìî èçó÷àòü òàì,
ãäå èäåò ðå÷ü î ÑÓÁÄ.
Îáÿçàòåëüíî âêëþ÷èòü â ïðîãðàììó êóðñà (èëè îòäåëüíûì êóðñîì) èçó-
÷åíèå òåõíîëîãèé ðàçðàáîòêè è øàáëîíîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ îò GRASP è
GoF [3] è äàëåå c ïåðåêëþ÷åíèåì íà øàáëîíû ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ êîð-
ïîðàòèâíûõ ïðèëîæåíèé, [4]. Êîíå÷íî, îáÿçàòåëåí ê èçó÷åíèþ ðåôàêòî-
ðèíã [5] è ìåòîäèêà òåñòèðîâàíèÿ ñ JUnit èëè CUnit â çàâèñèìñòè îò èçó-
÷àåìîãî ÿçûêà.

6. Èç óíèâåðñàëüíûõ ñêðèïòîâûõ ÿçûêîâ ñòîëèëî èçó÷àòü: 1) PHP, êàê íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ÿçûê äëÿ web-ïðîãðàììèðîâàíèÿ; 2) Python �
ïî-ìíåíèþ ìíîãèõ ýêñïåðòîâ, îäèí èç ìîùíåéøèõ èíòåðïðèòèðóåìûõ ÿçû-
êîâ, èìåþùèé øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Êðîìå òîãî, îáà èìåþò õîðîøóþ
ñâÿçêó ñ áàçàìè äàííûõ.

7. Ó÷èòü íóæíî è ðàçíûì ÑÓÁÄ è èõ òàêæå íå äîëæíî áûòü ìíîãî: 1) Oracle,
êàê ëèäåð îòðàñëè; 2) MySQL, êàê íàèáîëåå èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
web-êîíòåíòà, óíèâåðñàëüíàÿ è áåñïëàòíàÿ. Íó ìîæåò èç êîììåð÷åñêèõ
MS SQL, íî íå áîëüøå. À âîîáùå äîëæåí áûòü åùå è àêàäåìè÷åñêèé êóðñ
ïî áàçàì äàííûõ, íåïðèâÿçàííûé ê êîíêðåòíûì ÑÓÁÄ.

8. Èíñòðóìåíòû ðàçðàáîò÷èêà çàâèñÿò îò ÎÑ. Íî, ê ñ÷àñòüþ íå âñåãäà.
NetBeans � ìíîãîïëàòôîðìåííàÿ IDE ñ ïîääåðæêîé: Java, C, C++, PHP,
Ruby è JRuby. Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ Eclipse, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ îáó-
÷åíèÿ Netbeans ïðåäïî÷òèòåëüíåå, òàê êàê èñïîëüçóåò èäåàëîãèþ ¾âñå â
îäíîì ôëàêîíå¿ è ðàñïîëàãàåòñÿ â íåñêîëüêèõ êîìïëåêòàöèÿõ â çàâèñè-
ìîñòè îò âàøèõ ïîòðåáíîñòåé è âîçìîæíîñòåé.

9. Âñå ïðåäûäóùèå ïðåäìåòû äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû â îñíîâíóþ ïðîãðàì-
ìó îáó÷åíèÿ. Âñå èííîâàöèè ñëåäóåò ïðåïîäàâàòü â ñïåöêóðñàõ. Íå âñå
èííîâàöèè ïðèæèâàþòñÿ, ïîýòîìó íåò ñìûñëà èõ âíåäðÿòü â îñíîâíóþ
ïðîãðàììó.

10. Ñàìîå òðóäíîå ïîäîáðàòü çàìåíó ìàòåìàòè÷åñêèì ïàêåòàì MatLab è
Maple. Ê ñîæàëåíèþ èç áåñïëàòíûõ è ñâîáîäíûõ ïðîäóêòîâ ïîëíûõ àíà-
ëîãîâ ñî âñåé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ íàéòè íåâîçìîæíî. Íàèáîëåå ñèëüíàÿ
çàìåíà äëÿ MatLab ïîæàëóé Octave, à äëÿ Maple � Maxima

11. Èçäàòåëüñêèå ñèñòåìû. Âûáîð î÷åâèäíî ïàäàåò íà ñâîáîäíûé TEX. Open
O�ce äîëæåí óñòàíîâëåí íà âñåõ êîìïüþòåðàõ ôàêóëüòåò, íî îñâîèòü åãî
ìîæíî è ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ýòè âûâîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ íà ôà-
êóëüòåòå. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èçó÷åíèå ðÿäà äèñöèïëèí ñïåöèàëüíîñòåé ¾Êîì-
ïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü¿ è ¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, êîìïëåêñû, ñèñòåìû è
ñåòè¿ âåäåòñÿ â ñîîòâåñâèè ñ ýòîé ïðîãðàììîé: ïðåïîäàâàííèå Java-òåõíîëîãèé
âíåñåíî â îñíîâíóþ ïðîãðàììó îáó÷åíèÿ, àäìèíèñòðèðîâàíèå Cisco îáîðóäî-
âàíèÿ èçó÷àåòñÿ óæå òå÷åíèè ïÿòè ëåò, íà ôàêóëüòåòå ïðåïîäàþòñÿ ó÷åáíûå
êóðñû Oracle. Ïðèìåðîì óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèÿ Java-òåõíîëîãèè â ïðåäìå-
òàõ ñïåöèàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ êóðñ ¾Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû¿ [6].

2. Àêàäåìè÷åñêèå ïðîãðàììû
Ïîñëå âûáîðà ÏÎ ñëåäóåò âûáîð àêàäåìè÷åñêîé ïðîãðàììû ïðîèçâîäèòåëÿ ÏÎ.
Ñàìûå èçâåñòíûå àêàäåìè÷åñêèå ïðîãðàììû:

� Cisco Network Academy
� Microsoft IT Academy è Microsoft Development Network Academic Alliance

(MSDNAA)
� Sun Java Academy è Sun Campus Ambassador
� Oracle Academy
� IBM Academic Initiative
� Red Hat Academy
� Öåíòð êîìïåòåíöèè Mandriva Linux
� Kaspersky Lab Academy

Ó÷àñòèå â àêàäåìè÷åñêîé ïðîãðàììå, èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ: ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
áåñïëàòíîå îáó÷åíèå äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, ëüãîòíîå (äëÿ êîììåð÷åñêîãî ÏÎ) è
/ èëè áåñïëàòíîå ïðåäîñòàâëåíèå ïðîäóêòîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åáíîì ïðî-
öåññå è èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå, ïîääåðæêà ñåìèíàðàìè, ëüãîòíàÿ ïðîäàæà
îáîðóäîâàíèÿ, ïðåäîñòàâëåíèå âàêàíñèé äëÿ âûïóñêíèêîâ è ò.ä.

Îòìåòèì, ÷òî íà ôàêóëüòåòå óæå ðàáîòàþò àêàäåìè÷åñêèå ïðîãðàììû Cisco,
Microsoft, Sun, Oracle, Mandriva. Â òðåõ ïðîãðàììàõ èñïîëüçóåòñÿ ïðîïðèåòàð-
íîå, êîììåð÷åñêîå ïðîãðàììíîå ÏÎ: Cisco, Microsoft è Oracle. Â äâóõ � îòêûòîå
ñ ðàçëè÷íûìè ïîëóñâîáîäíûìè è ñâîáîäíûìè ëèöåíçèÿìè: Sun è Mandriva.

Âûáîð àêàäåìè÷åñêîé ïðîãðàììû â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ñëîæåí êàê è âûáîð
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ è ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå ìåòîäà àíàëèçà
èåðàðõèé [7].

3. Òðóäíîñòè
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå òðóäíîñòè ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòüñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå íà íîâîå ÏÎ

• Èçäàòåëüñêèå ñèñòåìû.
� Òðåáîâàíèÿ íàó÷íûõ èçäàòåëüñòâ ïðèñûëàòü ñòàòüè â ôîðìàòå Word.
� Íå âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà íà TEXâ ñèñòåìå äîêóìåíòîîáîðîòà âóçà.
� Íàëè÷èå çàãîòîâîê è øàáëîíîâ äîêóìåíòîâ â ôîðìàòå Word-à.
� Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî Open O�ce ÷èòàåò âñå ôîðìàòû Microsoft O�ce

ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ â ôîðìàòèðîâàíèè íå íàáëþäàåòÿ. Îñîáåííî
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ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê òî-
ìó, ÷òî ïðèõîäèòüñÿ ïåðåðàáàòûâàòü ðàçàðàáîòàííûå ðàíåå ìåòîäè-
÷åñêèå óêàçàíèÿ è ëàáîðàòîðûå ðàáîòû.

• Îïåðàöèîííûå ñèñòåìû, ïðèêëàäíîå è èíñòðóìåíòàëüíîå ÏÎ. Ñåðüåçíûõ
òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò, âñå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
MSDNAA-ïîäïèñêè è ñèñòåì âèðòóàëèçàöèè, íàïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ
VirtualBox. Ñóùåñòâóþò ïðîáëåìû ïñèõîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà ó ïðåïî-
äàâàòåëåé.

� Íåîáõîäèìîñòü ïåðåðàáàòûâàòü ìàòåðèàëû êóðñîâ ñ ó÷åòîì ñïåöèôè-
êè íîâîãî ÏÎ.

� Ñòðàõ ïåðåä íåçíàêîìûìè òåõíèêîé è ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì.
� Ñëîæèâøèåñÿ ïñèõîëîãè÷åñêèå óñòàíîâêè: îøèáêè â ðàáîòå õîðîøî

çíàêîìîãî ïðîãàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ðàñöåíèâàþòñÿ ìåíåå êðèòè÷íî
Îáó÷åíèå è ïåðåîáó÷åíèå ìîæåò óñòðàíèòü ïåðåèñëåííûå ïðîáëåìû. Âàæ-
íî, ÷òîáû ñòîèìîñòü îáó÷åíèÿ è ïåðåîáó÷åíèÿ íå ïðåâûøàëè çàòðàò íà
ýêñïëóàòàöèþ êîììåð÷åñêîãî ÏÎ.

Çàêëþ÷åíèå
Âûáîð ÏÎ äëÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Ñ îäíîé ñòîðîíû íåîáõîäè-
ìî îáåñïå÷èòü ðàçíîîáðàçèå ÏÎ ñ äðóãîé ñòîðîíû åãî íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì
ìíîãî, òàê êàê ìíîæåñòâåííûé âûáîð ñíèæàåò ãëóáèíó ïîëó÷àåìûõ çíàíèé.
Íóæíà íåêîòîðàÿ ðàçóìíàÿ äîñòàòî÷íîñòü è êàê êàæåòñÿ àâòîðó äàííîé ñòàòüè
ýòîò áàëëàíñ äîñòèãíóò â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ÔÊÍ.

Ïî âîçìîæíîñòè íóæíî âûáèðàòü ñâîáîäíîå ÏÎ èëè õîòÿáû ÏÎ ñ îòêðû-
òûì èñõîäíûì êîäîì. Ïðè îòñóòñòâèè íåîáõîäèìîãî ñâîáîäíîãî èëè îòêðûòîãî
ÏÎ â ðàìêàõ ðåøàåìûõ ó÷åáíûõ çàäà÷, âûáîð ïàäàåò íà êîììåð÷åñêîå ÏÎ.
Ïðîèçâîäèòåëè, ëèäåðû ñâîåé îòðàñëè ïðåäëàãàþò àêàäåìè÷åñêèå ïðîãðàììû,
ó÷àñòèå â êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü ðàñõîäû ïî ïðèîáðåòåíèþ ÏÎ è
îáó÷åíèþ è ïåðåîáó÷åíèþ ïðåïîäàâàòåëåé.

Ïîñòîÿííî áûòü â êóðñå íîâûõ ðàçðàáîòîê, òåõíîëîãèé, èíñòðóìåíòîâ è îáî-
ðóäîâàíèÿ ìîæíî òîëüêî ïðè òåñíîì âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðîèçâîäèòåëÿìè, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîâìåñòíûì ó÷àñòåì â àêàäåìè÷åñêèõ ïðîãðàììàõ.
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