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We propose an algorithm for solving the graph isomorphism problem. The

problem is not known to be NP -
omplete or to be solvable in polinimial time

for every pair of input graphs [1, p. 194℄. Main heuristi
 used by the algorithm

is inverse matri
es of graphs' adja
en
y matri
es whi
h modified to positive

defined matri
es. These modified adja
en
y matri
es 
an be viewed as adja-


en
y matri
es of graphs with weighted loops. The two initial input graphs

are isomorphi
 if and only if the two obtained graphs with weighted loops are

isomorphi
. The graphs' automorphism groups are 
onsequently simplified and

finally be
ome trivial during iterations of the algorithm by perturbations of

graphs (perturbations of their modified adja
en
y matri
es). So we 
an solve

the isomorphism problem both for perturbed graphs with weighted loops and

so for the initial input graphs. Some results relating to 
omputational effi
ien
y

are 
onsidered. It is shown that our algorithm 
an solve the isomorphism

problem for the 
lass of graphs for whi
h the problem is solvable at polinimial

time by the most universal algorithm designed for the graph isomorphism

problem [2, p. 310�324℄.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ ïðèíàäëåæèò ê çàäà÷àì, îòíîñèòåëüíî

êîòîðûõ íåò ÿñíîñòè: ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè èëè íåò

[1, 
. 194℄. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�à

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðà�îâ. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ, ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþ

âåðøèí, ãðà�îâ ñ îãðàíè÷åííîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èõ ìàòðèö

ñìåæíîñòè è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñòðîåíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è [2, ñ. 310�324℄, [3, ñ. 172�184℄, [4, ñ. 42�49℄.

Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì äëÿ ïðî-

âåðêè èçîìîð�èçìà íåâçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. Àëãîðèòì ðàáî-
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òàåò ñ ìîäè�èöèðîâàííûìè äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèöàìè ñìåæ-

íîñòè ãðà�îâ è îñíîâàí íà ðåøåíèè ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé, çàäàþùèõ îáðàòíûå ìàòðèöû. Àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì

â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ â õîäå

ðàáîòû àëãîðèòìà íå ïðîèñõîäèò ïåðåáîðà âàðèàíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòî-

ðûì äåðåâîì ïîèñêà, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìîäè�èêàöèÿõ ïðîöåäóðû ba
ktra
king,

ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è [5, ñ. 110�119℄, [6, 
. 31�42℄, [7, ñ.

433�445℄. Ïîñòðîåíèå èçîìîð�èçìà ïðîèñõîäèò áåç íåêîíòðîëèðóåìîãî âåòâëå-

íèÿ íà âñåõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà: íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîâåðÿåòñÿ íå áîëåå

n âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âåðøèíàìè. Â

ñëó÷àå åñëè ãðà�û èçîìîð�íû, òî óñòàíàâëèâàåìîå ñîîòâåòñòâèå � èçîìîð�èçì.

Èçîìîð�íû ãðà�û èëè íåò óñòàíàâëèâàåòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå çà n ïîëíûõ èòå-

ðàöèé àëãîðèòìà, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â ãðà�å. Â ñëó÷àå èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ

ïðåäúÿâëÿåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ èçîìîð�èçìîâ.

Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà íåâçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ

�îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Âèäîèçìåíÿþòñÿ ìàòðèöû äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü A

0

� ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à G

A

hV

A

; E

A

i. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòðèöåé

A

0

ñòðîèì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D

A

0

:

0

B

B

B

�

d

A

11

0 : : : 0

0 d

A

22

: : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : d

A

nn

1

C

C

C

A

;

ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè:

d

A

ii

=

n

X

j=1

a

0

ij

+ d = d

i

+ d;

ãäå d � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí â ãðà�å G

A

, à d

i

� ñòåïåíü âåðøèíû i.

Àíàëîãè÷íî ïî ìàòðèöå B

0

ñòðîèòñÿ ìàòðèöà D

B

0

.
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Ìàòðèöû, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A = A

0

+D

A

0

; B = B

0

+D

B

0

: (1)

�àññìîòðèì åùå îäíó ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà íåâçâåøåí-

íûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 3. Äàíû äâà íåâçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�à

G

A

hV

A

; E

A

i è G

B

hV

B

; E

B

i. jV

A

j = jV

B

j; jE

A

j = jE

B

j. A; B � ìàòðèöû âèäà (1)

äëÿ ãðà�îâ G

A

; G

B

.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè P òàêóþ, ÷òî A = PBP

�1

, èëè ïî-

êàçàòü, ÷òî åå íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòàíîâêà �3 çàäà÷è ïðîâåðêè íåâçâåøåííûõ íåîðèåíòèðî-

âàííûõ ãðà�îâ ýêâèâàëåíòíà ïîñòàíîâêå çàäà÷è �2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòà-

íîâêå �1 òàêæå.

Ëåììà 1. Åñëè G

A

�

=

G

B

, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P , òàêàÿ

÷òî A = PBP

�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. G

A

�

=

G

B

, çíà÷èò ñóùåñòâóþò òàêàÿ áèåêöèÿ ' : V

A

! V

B

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P = P

'

, çàäàþùèå èçîìîð�èçì

ãðà�îâ. Åñëè ' � èçîìîð�èçì, òî ' ñîõðàíÿåò ñòåïåíü âåðøèí. Òî åñòü åñëè

'(i) = j, òî d

A

i

= d

B

j

, ãäå d

A

i

� ñòåïåíü âåðøèíû i â ãðà�å G

A

, à d

B

j

� ñòåïåíü

âåðøèíû j â ãðà�å G

B

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû

A

0

ðàâíà

n

P

j=1

a

ij

= d

A

i

, à ñóììà ýëåìåíòîâ j-îé ñòðîêè ìàòðèöû B

0

ðàâíà

n

P

j=1

b

ij

=

d

B

j

, è åñëè d

A

i

= d

B

'(i)

= d

B

j

, òî è d

A

ii

= d

B

jj

, òàê êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí

d â èçîìîð�íûõ ãðà�àõ G

A

è G

B

îäíà è òà æå.

Ïåðåñòàíîâêà ðÿäîâ ìàòðèöû B âëå÷åò ïåðåñòàíîâêó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ B èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ è ýêâèâàëåíòíà òîé æå ïåðåñòàíîâêå ðÿäîâ

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D

B

0

, ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B. À òàê

êàê 8 i 2 V

A

; 8 j 2 V

B

, èç '(i) = j ñëåäóåò, ÷òî d

A

ii

= d

B

'(i)'(i)

= d

B

jj

, òî òîãäà,

åñëè P � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçîìîð�èçìó ' ïåðåñòàíîâêà, D

A

0

= PD

B

0

P

�1

. Ñëå-

äîâàòåëüíî, PBP

�1

= P (B

0

+D

B

0

)P

�1

= PB

0

P

�1

+ PD

B

0

P

�1

= A

0

+D

A

0

= A,

òî åñòü A = PBP

�1

.

Ëåììà 2. Åñëè G

A

6

�

=

G

B

, òî íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P

òàêîé, ÷òî A = PBP

�1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîñòàíîâêè çàäà÷è � 2, åñëè G

A

6

�

=

G

B

, òî íå

ñóùåñòâóåò òàêîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P

0

, ÷òî A

0

= P

0

B

0

P

0

�1

. Äîïóñòèì, ÷òî

ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P , òàêàÿ ÷òî A = PBP

�1

.

Ïî ïîñòðîåíèþ A = A

0

+D

A

0

; B = B

0

+D

B

0

, è

A = A

0

+D

A

0

= PBP

�1

= P (B

0

+D

B

0

)P

�1

= PB

0

P

�1

+ PD

B

0

P

�1

;

òî åñòü

A

0

+D

A

0

= PB

0

P

�1

+ PD

B

0

P

�1

: (2)
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Ïåðåñòàíîâêà ðÿäîâ ìàòðèöû B âëå÷åò ïåðåñòàíîâêó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ B èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ è ýêâèâàëåíòíà ïåðåñòàíîâêå ðÿäîâ äèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöû D

B

0

, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

ìàòðèöû B. Ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B ïåðåõîäÿò â äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A, òàê êàê A = PBP

�1

. Òî åñòü D

A

0

= PD

B

0

P

�1

,

è èç (2) ñëåäóåò A

0

= PB

0

P

�1

. Íî ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ ëåììû òàêîé ïåðå-

ñòàíîâêè íå ñóùåñòâóåò. Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî äîïóùåíèå

î ñóùåñòâîâàíèè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P òàêîé, ÷òî A = PBP

�1

íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è �3 ïîñòàíîâêàì �1 è

�2 çàäà÷è ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà íåâçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ

äîêàçàíà. Ïîñòàíîâêó çàäà÷è �3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâåäåíèå çàäà÷è

ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ G

A

è G

B

ê çàäà÷å ïðîâåðêè

èçîìîð�èçìà íåîðèåíòèðîâàííûõ ìóëüòèãðà�îâ G

0

A

è G

0

B

ñ ìàòðèöàìè ñìåæ-

íîñòè (1), òî åñòü èõ êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ïåòëþ ñ îïðåäåëåííûì âåñîì. Âñå

îñòàëüíûå ðåáðà ïîñòðîåííîãî ìóëüòèãðà�à, êðîìå óêàçàííûõ ïåòåëü, ñîâïà-

äàþùèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàìè ãðà�îâ G

A

è G

B

� íå âçâåøåííûå è íå

êðàòíûå.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

Ax = e

j

; By = e

k

; (3)

ãäå e

j

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) � j-é îðò â ïðîñòðàíñòâå R

n

, à ìàòðèöû A è B � ìàò-

ðèöû, ïîñòðîåííûå ïî ìàòðèöàì ñìåæíîñòè ãðà�îâ G

A

è G

B

òàê, êàê ïîêàçàíî

âûøå. Ìàòðèöû A è B � ñèììåòðè÷åñêèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Êàæäàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç (3) èìååò ðåøåíèå, è ðåøåíèå åäèí-

ñòâåííî, òàê êàê ìàòðèöû A è B � ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì è

èõ îïðåäåëèòåëè íå ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì êàê x

j

ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

Ax = e

j

, êàê y

k

� ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé By = e

k

.

�åøàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), â êà÷åñòâå ðåøåíèé ìû ïîëó÷àåì ñòîëáöû

îáðàòíûõ ìàòðèö ê ìàòðèöàì A è B, òàê êàê äëÿ i-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà x

j

ñïðàâåäëèâî

x

ji

=

A

ij

jAj

;

ãäå A

ij

� àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà a

ij

ìàòðèöû A.

A = PBP

�1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A

�1

= PB

�1

P

�1

:

A = PBP

�1

, AP = PB , P = A

�1

PB , PB

�1

= A

�1

P

, PB

�1

P

�1

= A

�1

:

Ïóñòü ' � èçîìîð�èçì ãðà�îâG

A

èG

B

, P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ', òî åñòü ìàòðèöà, çàäàþùàÿ ïåðåñòàíîâêó, îïðåäåëÿåìóþ ïîäñòàíîâêîé

�

1 : : : j : : : n

'(1) : : : '(j) : : : '(n)

�

;
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x

j

� ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = e

j

, y

j

� ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

By = e

j

. Òàê êàê x

j

� j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A

�1

, à y

j

� j-é ñòîëáåö ìàòðèöû

B

�1

, òî

0

B

B

B

B

B

�

x

11

: : : x

1j

: : : x

1n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

j1

: : : x

jj

: : : x

jn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

n1

: : : x

nj

: : : x

nn

1

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

�

y

'(1)'(1)

: : : y

'(1)'(j)

: : : y

'(1)'(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'(j)'(1)

: : : y

'(j)'(j)

: : : y

'(j)'(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'(n)'(1)

: : : y

'(n)'(j)

: : : y

'(n)'(n)

1

C

C

C

C

C

A

:

(4)

Çíà÷èò, ïðè èçìåíåíèè â ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3) k îò 1 äî n ïðè

�èêñèðîâàííîì j, âåêòîð x

j

áóäåò ñîâïàäàòü ñ íåêîòîðûì âåêòîðîì y

k

ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò â òîì ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíòû j-îé ñòðîêè è

j-î ñòîëáöà ìàòðèöû A ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò 


ýëåìåíòàìè k-îé ñòðîêè è k-î ñòîëáöà ìàòðèöû B.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðåñòàíîâêà, çàäàþùàÿ èñêîìûé èçîìîð�èçì ', ìîæåò

áûòü îäíîçíà÷íî ïîëó÷åíà ïîêîìïîíåíòíûì ñðàâíåíèåì íåêîòîðûõ âåêòîðîâ

x

j

è y

k

, ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ãðà�û èçîìîð�íû è èõ ãðóïïû àâòî-

ìîð�èçìîâ òðèâèàëüíû, è ïåðåñòàíîâêà, çàäàþùàÿ èçîìîð�èçì, ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà ïîêîìïîíåíòíûì ñðàâíåíèåì ñòîëáöîâ.Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî:

1. Íàéòè ðåøåíèå x

j

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = e

j

äëÿ íåêîòîðîãî

ïðîèçâîëüíîãî j = 1; n.

2. �åøèâ n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé By = e

k

; k = 1; n, íàéòè k

j

: 9P �

ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè: Px

j

= y

k

j

; j = 1; n.

3. Ïîêîìïîíåíòíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì x

j

è y

k

j

è îïðåäå-

ëèòü ïåðåñòàíîâêó P , çàäàþùóþ èçîìîð�èçì ãðà�îâ G

A

è G

B

.

Îäíàêî, åñëè ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ãðà�à G

A

íå òðèâèàëüíà, òî íåîáõîäè-

ìî èç ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîêîìïîíåíòíûì

ñðàâíåíèåì íåêîòîðûõ äâóõ âåêòîðîâ x

j

è y

k

, âûäåëèòü îäíó, çàäàþùóþ èçî-

ìîð�èçì.

Êðîìå òîãî, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîìèìî ïåðåñòàíîâîê, çàäàþùèõ èçî-

ìîð�èçì, âåêòîðû-ðåøåíèÿ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ äðóã èç äðóãà è ñ ïîìîùüþ ïå-

ðåñòàíîâîê, èçîìîð�èçìà ãðà�îâ íå çàäàþùèõ, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ íèæå íà

ïðèìåðå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Åñëè ïåðåñòàíîâêó, çàäàþùóþ èçîìîð�èçì, íåëüçÿ îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü

ïîêîìïîíåíòíûì ñðàâíåíèåì âåêòîðîâ x

j

è y

k

, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà

òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, òî òîãäà ñóùåñòâóþò è âåêòîðû x

l

; l 6= j,

îòëè÷àþùèõñÿ îò x

j

òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìàòðèöû A è B, òàêèå ÷òî ñóùåñòâóåò P � ìàòðèöà ïå-

ðåñòàíîâêè: A = PBP

�1

. Ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P � íå åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ

ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûå èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû A

�1

îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè P è P

0

òàêèå, ÷òî A = PBP

�1

è A =

P

0

BP

0

�1

, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áèåêöèè � ' è '

0

, òî

A = PBP

�1

, A

�1

= PB

�1

P

�1

;

A = P

0

BP

0�1

, A

�1

= P

0

B

�1

P

0

�1

;

à çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷àåì:

0

B

B

B

B

B

�

x

11

: : : x

j1

: : : x

n1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1j

: : : x

jj

: : : x

nj

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

1n

: : : x

jn

: : : x

nn

1

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

�

y

'(1)'(1)

: : : y

'(1)'(j)

: : : y

'(1)'(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'(j)'(1)

: : : y

'(j)'(j)

: : : y

'(j)'(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'(n)'(1)

: : : y

'(n)'(j)

: : : y

'(n)'(n)

1

C

C

C

C

C

A

;

(5)

è

0

B

B

B

B

B

�

x

11

: : : x

1j

: : : x

1n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

j1

: : : x

jj

: : : x

jn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

n1

: : : x

nj

: : : x

nn

1

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

�

y

'

0

(1)'

0

(1)

: : : y

'

0

(1)'

0

(j)

: : : y

'

0

(1)'

0

(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'

0

(j)'

0

(1)

: : : y

'

0

(j)'

0

(j)

: : : y

'

0

(j)'

0

(n)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y

'

0

(n)'

0

(1)

: : : y

'

0

(n)'

0

(j)

: : : y

'

0

(n)'

0

(n)

1

C

C

C

C

C

A

:

(6)

P

0

6= P , ' 6� '

0

, ñëåäîâàòåëüíî, 9j : '(j) 6= '

0

(j), è çíà÷èò èç ðàâåíñòâà

(5) ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáåö x

j

ðàâåí ñòîëáöó y

'(j)

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè

êîìïîíåíò, à èç ðàâåíñòâà (6), ÷òî x

j

ðàâåí è íåêîòîðîìó äðóãîìó ('(j) 6= '

0

(j))

ñòîëáöó y

'

0

(j)

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò.

Ïðè ïåðåñòàíîâêå ðÿäîâ B

�1

, çàäàâàåìîé P , ñòîëáåö y

'

0

(j)

ïåðåõîäèò â ñòîë-

áåö ñ íîìåðîì k; k 6= j, òî åñòü y

'

0

(j)

= x

k

. Ïîëó÷àåì:

a) x

j

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò ðàâåí ñòîëáöó y

'(j)

;

á) y

'(j)

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò ðàâåí ñòîëáöó y

'

0

(j)

;

â) y

'

0

(j)

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò ðàâåí ñòîëáöó x

k

.

Çíà÷èò, ñòîëáåö x

j

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò ðàâåí ñòîëáöó x

k

.

Îáðàòíî, åñëè â ìàòðèöå A

�1

íåò ñòîëáöîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà

òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, òî åñëè (5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ', êî-

òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè P , òî (6) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

ïðè '

0

6= ', à çíà÷èò è íå ñóùåñòâóåò P

0

6= P : A = P

0

BP

0�1

.

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â óñëîâèè ëåììû 3 â êà÷åñòâå ìàòðèöû B

ïîëîæèòü ìàòðèöó A, òî îòñóòñòâèå ñòîëáöîâ, ðàâíûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-

íîâêè êîìïîíåíò, âëå÷åò òðèâèàëüíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ �(G

A

).
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: R(A)

dn

= fx

j

g

n

j=1

; R(B)

dn

= fy

k

g

n

k=1

. Ìíî-

æåñòâî R(A) (R(B)) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì, åñëè 8j 8P �l : x

j

= Px

l

(8k 8P�i : y

k

= Py

i

), ãäå P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (1) ðàâåíñòâî x

j

= Px

l

âëå÷åò ðàâåíñòâî x

jj

= x

ll

.

Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòì ðàáîòàåò íå ñ èñõîäíûìè ìàòðèöàìè A è B

(1), íî ñ ìàòðèöàìè óæå âîçìóùåííûìè â õîäå ïðåäûäóùèõ èòåðàöèé. Áóäåì

ïðîèçâîäèòü âîçìóùåíèÿ ìàòðèö, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå ãðà�àì (1), ïðè

ïîìîùè ìàòðèö E

j


 åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì � ýëåìåíòîì íà äèà-

ãîíàëè â j-îé ñòðîêå, ðàâíûì åäèíèöå:

E

j

=

0

B

B

B

B

B

�

0 : : : 0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 : : : 0

1

C

C

C

C

C

A

� 1

.

.

.

� j

.

.

.

� n

Ïîëîæèì A

0

= A; B

0

= B: Íàõîäÿ ñîîòâåòñòâèå j-îé âåðøèíû ãðà�à G

A

íåêîòîðîé âåðøèíå ãðà�à G

B

, ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó âîçìóùåííóþ ìàòðèöó

A

j

è n� j + 1 ìàòðèö B

j

k

, ïîëó÷àåìûõ âîçìóùåíèåì ìàòðèöû B

j�1

:

A

j

= A

j�1

+ "E

j

; B

j

k

= B

j�1

+ "E

j

:

Òî åñòü íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè â ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3) âìåñòî A

ïîäñòàâëÿåì ìàòðèöó A

j

, à âìåñòî ìàòðèöû B � ïîî÷åðåäíî n � j + 1 ìàòðèö

B

j

k

, ïîëàãàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè îò 1-îé äî (j�1)-îé ãðà�à G

A

è âåðøèíàìè j

1

; : : : ; j

k�1

ãðà�à G

B

óæå óñòàíîâëåíî.

Óâåëè÷èâàÿ íà "

j

j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû A

j�1

, èñïîëüçîâàâøåé-

ñÿ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, è ïîëó÷àÿ ìàòðèöó A

j

, ìû ïîî÷åðåäíî âîçìóùàåì

âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B

j�1

, îòâå÷àþùèå â ãðà�å G

B

âåðøèíàì,

êîòîðûå ïîêà íå ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíàì ãðà�à G

A

. Âûäåëÿÿ òà-

êèì îáðàçîì ñðåäè íèõ îäíó, êîòîðàÿ áóäåò ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíå

j, �îðìèðóåì ìàòðèöó B

j

.

Ïóñòü j $ k

j

� îáîçíà÷àåò óñòàíàâëèâàåìîå â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà ñîîò-

âåòñòâèå. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðî-

âåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ ñëåäóþùàÿ.

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ

ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ.

Ñõåìà 1

Øàã 0. A

0

:= A, B

0

:= B; j := 1.

Øàã 1.1. Åñëè j � n, òî ïåðåéòè íà øàã 1.1, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 6.

Øàã 1.2. Âûáîð "

j

.

Øàã 1.3. A

j

:= A

j�1

+ "

j

E

j

.

Øàã 2. �åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

j

x = e

j

. x

j

� ïîëó÷åííîå

ðåøåíèå. k := 1.
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Øàã 3.1. Åñëè k � n, òî ïåðåéòè íà øàã 3.2, èíà÷å � ïåðåéòè íà Øàã 4.

Øàã 3.2. B

j

k

:= B

j�1

+ "

j

E

k

.

Øàã 3.3. �åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé B

j

k

y = e

k

. y

k

� ïîëó÷åííîå

ðåøåíèå.

Øàã 3.4. k := k + 1. Ïåðåéòè íà øàã 3.1.

Øàã 4. Ñðàâíåíèå íîðì âåêòîðîâ x

j

è y

k

, ãäå k òàêèå, ÷òî 8i < j �i : i$ k.

Åñëè 8k kx

j

k 6= ky

k

k, òî ãðà�û G

A

è G

B

íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìà

çàâåðøèòü.

Åñëè 9k 9P : x

j

= Py

k

, è 8i 9l : x

ji

= y

kl

, è x

jj

= y

kk

, òî k

j

:= k.

Øàã 5. B

j

:= B

j�1

+ "

j

E

k

j

. j := j + 1. Ïåðåéòè íà øàã 1.1.

Øàã 6. �àáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü. Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå j $ k

j

�

íàéäåííûé èçîìîð�èçì ãðà�îâ G

A

è G

B

.

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíî âîçìóùàåì ìàòðèöû, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèå ãðà�û G

A

è G

B

� ìàòðèöû ãðà�îâ ñ ïåòëÿìè G

0

A

è G

0

B

, äî òåõ ïîð ïîêà

ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ãðà�îâ G

0

A

è G

0

B

íå ñòàíóò òðèâèàëüíûìè. Ïîñëå òîãî,

êàê ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ãðà�îâ G

0

A

è G

0

B

ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíû, âîçìîæíî

îäíîçíà÷íîå óñòàíîâëåíèå èçîìîð�èçìà ãðà�îâ.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì:

fA

j

g

n

j=1

è fB

j

g

n

j=1

.

Ëåììà 4. P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè òàêàÿ, ÷òî A = PBP

�1

, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî

A

j

= PB

j

P

�1

;

åñëè k

j

= '(j), ãäå ' � áèåêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ' � ñîîòâåòñòâóþùàÿ P áèåêöèÿ. Òîãäà

k

j

= '(j), E

j

= PE

k

j

P

�1

;

à òàê êàê A = PBP

�1

, òî

A

j

= PB

j

P

�1

, E

j

= PE

k

j

P

�1

è A

j�1

= PB

j�1

P

�1

: (8)

Çíà÷èò, ïðè j = 1 âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà A

j

= PB

j

P

�1

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

A = PBP

�1

. Èç (8) æå ñëåäóåò, ÷òî îíî èìååò ìåñòî è äëÿ j = 2; n.

Ïî ëåììå 4 G

A

�

=

G

B

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 9P : 8j = 1; n

A

j

= PB

j

P

�1

, ïðè âûáîðå k

j

= '(j) íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè, è, â ÷àñòíîñòè,

A

n

= PB

n

P

�1

. Òî åñòü åñëè G

A

�

=

G

B

, òî â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè âîçìó-

ùåíèè èñõîäíûõ ìàòðèö A

0

è B

0

, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå ãðà�àì G

A

è

G

B

, íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå:

åñëè A

j

= A

j�1

+ "

j

E

j

, òî

A

j

= PB

j

P

�1

, B

j

= B

j�1

+ "

j

E

'(j)

:



38 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ, �.Ò. Ôàéçóëëèí. Êëàññ ãðà�îâ...

Ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî èçìå-

íåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ïîñëå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A ïðèáàâëåíèåì ê íåé

ìàòðèöû "

j

E

j

è âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû B ïðèáàâëåíèåì ê íåé ìàòðèöû "

j

E

k

:

jA

0

j = jAj+ "

j

A

jj

; jB

0

j = jBj+ "

j

B

kk

;

è

8p 6= j : A

0

pp

= A

pp

+ "

j

A

pp;jj

; (9)

8q 6= k : B

0

qq

= B

qq

+ "

j

B

qq;kk

; (10)

ãäå A

pp;jj

; B

qq;kk

� îáîçíà÷àþò ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìûå èç ìèíîðîâ

A

pp

; B

qq

ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì èç íèõ ðÿäîâ ñ íîìåðàìè j è k ñîîòâåòñòâåííî.

Âñå óêàçàííûå ìèíîðû � îïðåäåëèòåëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïîäìàòðèö

ìàòðèö A è B, òî åñòü îíè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, çà n èòåðàöèé

àëãîðèòìà ïðè íàäëåæàùåì ïîäáîðå "

j

ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ìàòðèöû A

n

è B

n

òàêèå, ÷òî A

n

= PB

n

P

�1

, è ìíîæåñòâà R(A

n

) è R(B

n

) � ïðîñòûå. Òîãäà ìàòðèöà

P , ñ ó÷åòîì ëåììû 4, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îäíîçíà÷íî ïðîâåðêîé íà ðàâåíñòâî

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâ R(A

n

) è R(B

n

).

È òàê êàê äëÿ P â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ A

j

= PB

j

P

�1

, òî çà n

èòåðàöèé àëãîðèòìà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå j $ k

j

, ÿâëÿþùååñÿ

áèåêöèåé, çàäàþùåé èçîìîð�èçì ãðà�îâ G

A

è G

B

.

Ïðè ýòîì äëÿ ïðîâåðêè íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè ñîõðàíåíèÿ âîçìîæíîñòè

ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû (B

j

)

�1

èç ìàòðèöû (A

j

)

�1

ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïåðåñòà-

íîâêè åå ðÿäîâ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè

êîìïîíåíò âåêòîðîâ x

j

è y

k

ïðè íåêîòîðîì k. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 5.

Ëåììà 5. Ïóñòü äëÿ âñåõ çíà÷åíèé j è k îïðåäåëåíû ìàòðèöû A

0

è B

0

:

A

0

= A + "

0

E

j

; B

0

= B + "

0

E

k

; "

0

> 0;

x

j

; y

k

� ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

0

x = e

j

; B

0

y = e

k

, òàêèå ÷òî

x

j

= Py

k

è x

jj

= y

kk

:

Òîãäà 8j 9"

0

> 0 :

A

�1

= PB

�1

P

�1

,

9!k : x

j

= Py

k

è x

jj

= y

kk

; è 8j

0

6= j 9k

0

: x

j

0

= Py

k

0

è x

j

0

j

0

= y

k

0

k

0

:

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x

0

i

è y

0

l

� ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = e

i

; i = 1; n;

By = e

l

; l = 1; n;

ñ íåâîçìóùåííûìè ìàòðèöàìè A è B. x

0

i

= Py

0

l

.
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x

0

i

=

�

A

1i

jAj

; : : : ;

A

ni

jAj

�

; y

0

l

=

�

B

1i

jBj

; : : : ;

B

ni

jBj

�

:

Ïðè ïðîèçâîäèìûõ íàìè âîçìóùåíèÿõ

A

0

jt

= A

jt

; B

0

kt

= B

kt

; t = 1; n;

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x

0

j

= Py

0

k

, òî è x

j

= Py

k

, ïîñêîëüêó

x

j

=

jAj

jA

0

j

�

A

j1

jAj

; : : : ;

A

jn

jAj

�

=

jAj

jA

0

j

x

0

j

;

y

k

=

jBj

jB

0

j

�

B

k1

jBj

; : : : ;

B

kn

jBj

�

=

jBj

jB

0

j

y

0

k

:

Èç (9) è (10) ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå "

0

> 0, ÷òî

8p 6= j : A

0

pp

6= A

0

jj

= A

jj

;

è

8q 6= l : B

0

qq

6= B

0

kk

= B

kk

;

ïðè òîì, ÷òî A

jj

= B

kk

. Äëÿ ýòîãî "

0

äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òî

8p "

0

6=

A

jj

� A

pp

A

pp;jj

�

8q "

0

6=

B

kk

� B

qq

B

qq;kk

�

;

(A

pp;jj

> 0; B

qq;kk

> 0). Ïîñëå âîçìóùåíèÿ ìàòðèö A è B äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî

j ïðè âûáðàííîì "

0

òàêîå k, ÷òî x

j

= Py

k

è x

jj

= y

kk

, áóäåò åäèíñòâåííûì.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 8j

0

6= j 9k

0

: x

j

0

= Py

k

0

è x

j

0

j

0

= y

k

0

k

0

ñëåäóåò èç

ðàâåíñòâà A

�1

= PB

�1

P

�1

.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èìååì:

A

0

= A + "

0

E

j

; B

0

= B + "

0

E

k

; "

0

> 0;

x

j

: A

0

x

j

= e

j

; y

k

: B

0

y

k

= e

k

;

è

y

k

= Px

j

; x

jj

= y

kk

;

è 8j 9k : x

j

= Py

k

è x

jj

= y

kk

:

Òîãäà A

0

Py

k

= e

j

: Òàê êàê y

k

= (B

0

)

�1

e

k

, òî A

0

P (B

0

)

�1

e

k

= e

j

: Èç e

j

= Pe

k

ñëåäóåò A

0

P (B

0

)

�1

e

k

= Pe

k

, òî åñòü (A

0

P (B

0

)

�1

� P )e

k

= 0 äëÿ ëþáîãî "

0

> 0.

Ïðè ââîäèìûõ íàìè âîçìóùåíèÿõ ìàòðèö A è B èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö

è ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèö èìåþò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò "

0

� (9), (10).

Ïîñêîëüêó 8"

0

> 0 8j = 1; n :

((A+ "

0

E

j

)P (B + "

0

E

k

)

�1

� P )e

k

= 0;
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è

APB

�1

� P = lim

"

0

!0

((A+ "

0

E

j

)P (A+ "

0

E

k

)

�1

� P );

òî è ëèíåéíûé îïåðàòîð APB

�1

�P áóäåò çàíóëÿòü ëþáîé áàçèñíûé âåêòîð e

k

â

R

n

, òàê êàê j � ïðîèçâîëüíîå, è ïîñêîëüêó èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â R

n

ñëåäóåò èõ òî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü. Çíà÷èò, APB

�1

�P � íóëåâîé

îïåðàòîð. Òî åñòü

A = PBP

�1

:

2. Òðóäîåìêîñòü ïðèíöèïèàëüíîé ñõåìû àëãîðèòìà ñïåê-

òðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ

Îäíà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ

ýòàïîâ:

1 ýòàï.

�åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

j

x = e

j

.

2 ýòàï.

1. �åøåíèå â õóäøåì ñëó÷àå n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé B

j

k

y = e

k

; k =

1; n.

2. Ñðàâíåíèå êîìïîíåíò ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé: âåêòîðà x

j

è (â õóäøåì ñëó-

÷àå) n âåêòîðîâ fy

k

g

n

k=1

.

Òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííîé

òî÷íîñòüþ çàâèñèò îò ìåòîäà, ïðèìåíÿåìîãî ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Ïóñòü O(N

S

) � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ìàøèííûõ îïåðàöèé, êî-

òîðûå íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïðîöåäóðà ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìàêñèìóì

O(n logn) ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ òðóäîåìêîñòü îäíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò

O(N

S

) + n(O(N

S

) +O(n logn)) = O(n(N

S

+ logn)):

Ïîýòîìó îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ïî âñåì èòåðàöèÿì ñîñòàâëÿåò

n �O(n(N

S

+ logn)) = O(n

2

(N

S

+ logn)): (11)

Â õóäøåì ñëó÷àå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-

äó âåðøèíàìè ïîäàííûõ íà âõîä àëãîðèòìà ãðà�îâ (ïðåäñòàâëÿþùèõ èõ ìàò-

ðèö) íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü n èòåðàöèé.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñõåìà àëãîðèòìà, òðóäîåìêîñòü êîòîðîé ìîæåò áûòü çíà-

÷èòåëüíî íèæå ñõåìû ïðèâåäåííîé âûøå. Â ñëó÷àå, åñëè ãðà�û èçîìîð�íû,

ñèòóàöèÿ, êîãäà ìàòðèöà P ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îäíîçíà÷íî ïðîâåðêîé íà ðà-

âåíñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâ R(A

n

0

)

è R(B

n

0

), ìîæåò âîçíèêíóòü è ðàíåå n-îé èòåðàöèè. Òî åñòü ìíîæåñòâà R(A

n

0

)
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è R(B

n

0

) ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîñòûìè ê íåêîòîðîé èòåðàöèè n

0

, êîãäà n

0

< n.

Äîáàâëåíèå øàãîâ 6.1 - 6.4. â ïðèâåäåííîé íèæå ñõåìå àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò

âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà. Òàê, ïðè

óñòàíîâëåíèè èçîìîð�èçìà ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí ðàâíîé 4,

ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðåøåòêó íà òîðå, ìíîæåñòâà R(A

n

0

) è R(B

n

0

) ñòàíîâè-

ëèñü ïðîñòûìè ïðè n

0

íå ïðåâûøàþùåì

p

n.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ èçîìîð�èçìà ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç òÿæåëåéøèõ çàäà÷ ïðè ïðîâåðêå èçîìîð�èçìà ãðà-

�îâ äëÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Òàê, â ÷àñòíîñòè, òðóäîåìêîñòü

àëãîðèòìà NAUTY [8, ñ. 45�87℄, ñ÷èòàþùåãîñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâ-

íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ, ñòàíîâèòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíîé óæå ïðè ðàáîòå ñ ðåãóëÿðíûìè ãðà�àìè, ñî ñòåïåíüþ âåðøèí

ðàâíîé 4 [9, ñ. 1172�1177℄.

Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ

ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ.

Ñõåìà 2

Øàã 0. A

0

:= A, B

0

:= B; j := 1.

Øàã 1.1. Åñëè j � n, òî ïåðåéòè íà øàã 1.1, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 7.

Øàã 1.2. Âûáîð "

j

.

Øàã 1.3. A

j

:= A

j�1

+ "

j

E

j

.

Øàã 2. �åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

j

x = e

j

. x

j

� ïîëó÷åííîå ðåøå-

íèå. k := 1.

Øàã 3.1. Åñëè k � n, òî ïåðåéòè íà øàã 3.2, èíà÷å � ãðà�û íåèçîìîð�íû.

�àáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü.

Øàã 3.2. B

j

k

:= B

j�1

+ "

j

E

k

.

Øàã 3.3. �åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé B

j

k

y = e

k

. y

k

� ïîëó÷åííîå

ðåøåíèå.

Øàã 3.4. k := k + 1. Ïåðåéòè íà øàã 3.1.

Øàã 4. Ñðàâíåíèå íîðì âåêòîðîâ x

j

è y

k

, ãäå k òàêèå, ÷òî 8i < j �i : i$ k (òî

åñòü åñëè âåðøèíå k ãðà�à G

B

íå ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå íèêàêàÿ âåðøèíà

ãðà�à G

A

).

Åñëè 8k kx

j

k 6= ky

k

k, òî ãðà�û G

A

è G

B

íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìà çà-

âåðøèòü.

Åñëè 9k kx

j

k = ky

k

k, è 8i 9l : x

ji

= y

kl

, è x

jj

= y

kk

, òî k

j

:= k.

Øàã 5. B

j

:= B

j�1

+ "

j

E

k

j

. j := j + 1. Ïåðåéòè íà øàã 6.1.

Øàã 6.1. �åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

j

x = e

p

, ãäå p òàêîå, ÷òî

�s : p $ s; 1 � s � n. x

p

� ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ. (Òî åñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ

âåðøèíû p ãðà�à G

A

, êîòîðûì íå ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå íèêàêèå âåðøèíû

ãðà�à G

B

.)

Øàã 6.2. Åñëè 8p

1

8p

2

kx

p

1

k 6= kx

p

2

k, òî ïåðåéòè íà øàã 6.3, èíà÷å ïåðåéòè íà

øàã 1.1.

Øàã 6.3. �åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé B

j

y = e

q

, ãäå q òàêîå, ÷òî

�t : t$ q; 1 � t � n. y

q

� ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.

Øàã 6.4. Ñðàâíåíèå íîðì ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ-ðåøåíèé. Åñëè p

i

è q

i

òàêèå, ÷òî
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9P : x

p

i

= Py

q

i

è x

p

i

p

i

= y

q

i

q

i

, òî '(p

i

) := q

i

.

Øàã 7. �àáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü. Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå j $ k

j

� íàé-

äåííûé èçîìîð�èçì ãðà�îâ G

A

è G

B

.

3. Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó àëãîðèòìà ñïåê-

òðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà-

�îâ.

�àññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó àëãîðèòìà. Ïóñòü äàíû ãðà�û

G

A

è G

B

(ðèñ. 1). Ìîäè�èöèðîâàííûå ìàòðèöû ñìåæíîñòè âèäà (1) ýòèõ ãðà-

�îâ:

A =

0

B

B

B

B

B

B

�

8 1 1 1 1 0

1 7 1 0 0 1

1 1 7 0 0 1

1 0 0 7 1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

; B =

0

B

B

B

B

B

B

�

8 0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 1 0 0

1 1 1 7 0 0

1 1 0 0 7 1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Ïóñòü äëèíà ìàíòèññû ìàøèííûõ ÷èñåë íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû àëãî-

ðèòìà ðàâíà n (n = 6). Òàêîé äëèíû ìàíòèññû áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ ý��åê-

òèâíîé ðàáîòû àëãîðèòìà.

Òîãäà (A

0

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 1 1 1 1 0

1 7 1 0 0 1

1 1 7 0 0 1

1 0 0 7 1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 134 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 008929

�0; 018 0; 15 �0; 016 0; 004464 0; 004464 �0; 018

�0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004464 0; 004464 �0; 018

�0; 018 0; 004464 0; 004464 0; 15 �0; 016 �0; 018

�0; 018 0; 004464 0; 004464 �0; 016 0; 15 �0; 018

0; 008929 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 134

1

C

C

C

C

C

C

A

;

è
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�èñ. 1. �ðà�û G

A

è G

B

(B

0

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 1 0 0

1 1 1 7 0 0

1 1 0 0 7 1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 134 0; 008929 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018

0; 008929 0; 134 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018

�0; 018 �0; 018 0; 15 �0; 016 0; 004464 0; 004464

�0; 018 �0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004464 0; 004464

�0; 018 �0; 018 0; 004464 0; 004464 0; 15 �0; 016

�0; 018 �0; 018 0; 004464 0; 004464 �0; 018 0; 15

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Âîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäóþùèì ïîäñòàíîâêàì:

�

1 2 3 4 5 6

1 3 4 5 6 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 5 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 4 3 5 6 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 4 3 6 5 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 5 6 3 4 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 5 6 4 3 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 6 5 3 4 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

1 6 5 4 3 2

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 3 4 6 5 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 4 3 5 6 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 4 3 6 5 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 5 6 3 4 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 5 6 4 3 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 6 5 3 4 1

�

;

�

1 2 3 4 5 6

2 6 5 4 3 1

�

:

Òàêæå óêàæåì ïåðåñòàíîâêó

P

0

=

�

1 2 3 4 5 6

1 5 6 3 4 2

�
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êàê çàäàþùóþ ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò ïåðâîãî âåêòîð-ñòîëáöà ìàòðèöû B

�1

,

äàþùóþ ïåðâûé âåêòîð-ñòîëáåö ìàòðèöû A

�1

, îäíàêî íå çàäàþùóþ èçîìîð-

�èçìà ãðà�îâ G

A

è G

B

.

Äî 5-îé èòåðàöèè ñõåìà 1 è ñõåìà 2 àëãîðèòìà äëÿ äàííîé çàäà÷è áóäóò

âåñòè ñåáÿ îäèíàêîâî. À èìåííî, ïðè ââîäèìûõ íàìè íà êàæäîé èòåðàöèè âîç-

ìóùåíèÿõ ìàòðèö ìíîæåñòâà R(A

j

) è R(B

j

) íå áóäóò ïðîñòûìè ïðè j = 1; 4, è

âûïîëíåíèå øàãîâ 6.1 - 6.4 íå áóäóò ïðèâîäèòü ñõåìó 2 ê îòõîäó îò ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ âîçìóùåíèé ìàòðèö A

j

è B

j

.

Èòåðàöèÿ 1. Ïóñòü íà èòåðàöèè 1 "

1

= 0; 1, òîãäà

(A

1

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

1 1 1 1 0

1 7 1 0 0 1

1 1 7 0 0 1

1 0 0 7 1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 008811

�0; 018 0; 15 �0; 016 0; 004433 0; 004433 �0; 018

�0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004433 0; 004433 �0; 018

�0; 018 0; 004433 0; 004433 0; 15 �0; 016 �0; 018

�0; 018 0; 004433 0; 004433 �0; 016 0; 15 �0; 018

0; 008811 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 134

1

C

C

C

C

C

C

A

;

è ïðè k

1

= 1, ïîëó÷àåì

(B

1

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 1 0 0

1 1 1 7 0 0

1 1 0 0 7 1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 0; 008811 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018

0; 008811 0; 15 �0; 018 �0; 018 �0; 018 �0; 018

�0; 018 �0; 018 0; 15 �0; 016 0; 004433 0; 004433

�0; 018 �0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004433 0; 004433

�0; 018 �0; 018 0; 004433 0; 004433 0; 15 �0; 016

�0; 018 �0; 018 0; 004433 0; 004433 �0; 016 0; 15

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Òî åñòü ñîîòâåòñòâèå j $ k

j

; j = 1; 6, êîòîðîå ñòðîèòñÿ â õîäå ðàáîòû àëãî-

ðèòìà, íà èòåðàöèè 1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

�

1 2 3 4 5 6

1 : : : : :

�

;

òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâèÿ, êîòîðûå åùå áóäóò óñòàíîâëåíû íà ïîñëåäó-

þùèõ èòåðàöèÿõ.
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Èòåðàöèÿ 2

Ïîëîæèâ "

2

= 0; 2

(A

2

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

1 1 1 1 0

1 7 + "

2

1 0 0 1

1 1 7 0 0 1

1 0 0 7 1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 134 �0; 017 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 00875

�0; 017 0; 146 �0; 016 0; 004303 0; 004303 �0; 017

�0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004447 0; 004447 �0; 018

�0; 018 0; 004303 0; 004447 0; 15 �0; 016 �0; 018

�0; 018 0; 004303 0; 004447 �0; 016 0; 15 �0; 018

0; 00875 �0; 017 �0; 018 �0; 018 �0; 018 0; 134

1

C

C

C

C

C

C

A

;

(B

2

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 + "

2

1 0 0

1 1 1 7 0 0

1 1 0 0 7 1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 0; 00875 �0; 017 �0; 018 �0; 018 �0; 018

0; 00875 0; 134 �0; 017 �0; 018 �0; 018 �0; 018

�0; 017 �0; 017 0; 146 �0; 016 0; 004303 0; 004303

�0; 018 �0; 018 �0; 016 0; 15 0; 004447 0; 004447

�0; 018 �0; 018 0; 004303 0; 004447 0; 15 �0; 016

�0; 018 �0; 018 0; 004303 0; 004447 �0; 016 0; 15

1

C

C

C

C

C

C

A

:

j $ k

j

; j = 1; 6 íà èòåðàöèè 2 èìååò âèä:

�

1 2 3 4 5 6

1 3 : : : :

�

:

Èòåðàöèÿ 3

"

3

= 0; 3
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(A

3

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

1 1 1 1 0

1 7 + "

2

1 0 0 1

1 1 7 + "

3

0 0 1

1 0 0 7 1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 �0; 017 �0; 017 �0; 018 �0; 018 0; 008659

�0; 017 0; 146 �0; 015 0; 004324 0; 004324 �0; 017

�0; 017 �0; 015 0; 144 0; 004255 0; 004255 �0; 017

�0; 018 0; 004324 0; 004255 0; 15 �0; 016 �0; 018

�0; 018 0; 004324 0; 004255 �0; 016 0; 15 �0; 018

0; 008659 �0; 017 �0; 017 �0; 018 �0; 018 0; 134

1

C

C

C

C

C

C

A

;

(B

3

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 + "

2

1 0 0

1 1 1 7 + "

3

0 0

1 1 0 0 7 1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 0; 008659 �0; 017 �0; 017 �0; 018 �0; 018

0; 008659 0; 134 �0; 017 �0; 017 �0; 018 �0; 018

�0; 017 �0; 017 0; 146 �0; 015 0; 004324 0; 004324

�0; 017 �0; 017 �0; 015 0; 144 0; 004255 0; 004255

�0; 018 �0; 018 0; 004324 0; 004255 0; 15 �0; 016

�0; 018 �0; 018 0; 004324 0; 004255 �0; 016 0; 15

1

C

C

C

C

C

C

A

:

j $ k

j

; j = 1; 6 íà èòåðàöèè 3:

�

1 2 3 4 5 6

1 3 4 : : :

�

:

Èòåðàöèÿ 4

"

4

= 0; 4

(A

4

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

1 1 1 1 0

1 7 + "

2

1 0 0 1

1 1 7 + "

3

0 0 1

1 0 0 7 + "

4

1 1

1 0 0 1 7 1

0 1 1 1 1 8

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 �0; 017 �0; 017 �0; 017 �0; 018 0; 008929

�0; 017 0; 146 �0; 015 0; 004079 0; 004351 �0; 017

�0; 017 �0; 015 0; 144 0; 004014 0; 004282 �0; 017

�0; 017 0; 004079 0; 004014 0; 142 �0; 015 �0; 017

�0; 018 0; 004351 0; 004282 �0; 015 0; 15 �0; 018

0; 008541 �0; 017 �0; 017 �0; 017 �0; 018 0; 134

1

C

C

C

C

C

C

A

;
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(B

4

)

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

8 + "

1

0 1 1 1 1

0 8 1 1 1 1

1 1 7 + "

2

1 0 0

1 1 1 7 + "

3

0 0

1 1 0 0 7 + "

4

1

1 1 0 0 1 7

1

C

C

C

C

C

C

A

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

�

0; 132 0; 008541 �0; 017 �0; 017 �0; 017 �0; 018

0; 008541 0; 134 �0; 017 �0; 017 �0; 017 �0; 018

�0; 017 �0; 017 0; 146 �0; 015 0; 004079 0; 004351

�0; 017 �0; 017 �0; 015 0; 144 0; 004014 0; 004282

�0; 017 �0; 017 0; 004079 0; 004014 0; 142 �0; 015

�0; 018 �0; 018 0; 004351 0; 004282 �0; 015 0; 15

1

C

C

C

C

C

C

A

:

j $ k

j

; j = 1; 6 íà èòåðàöèè 4:

�

1 2 3 4 5 6

1 3 4 5 : :

�

:

Ê ïÿòîé èòåðàöèè è ñõåìû 1 è ñõåìû 2 àëãîðèòìà ìû ïîëó÷àåì ïðîñòûå

ìíîæåñòâà R(A

4

) è R(B

4

), à çíà÷èò äàëüíåéøèõ âîçìóùåíèé ìàòðèö A

4

è B

4

ìîæíî íå ïðîèçâîäèòü, è íà øàãàõ 6.1 - 6.4 ñõåìû 2 àëãîðèòìà áóäåò óñòàíîâëåíî

òî æå ñîîòâåòñòâèå ïî âñåì îñòàâøèìñÿ j (j = 5; 6), ÷òî è íà èòåðàöèÿõ 5 è 6

ñõåìû 1 àëãîðèòìà. Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå âåðøèí �

èçîìîð�èçì:

j $ k

j

; j = 1; 6:

�

1 2 3 4 5 6

1 3 4 5 6 2

�

:

4. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñïåêòðàëü-

íîãî ðàñùåïëåíèÿ

Ëîêàëèçàöèÿ ãðóïï ðåøåíèé

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

R

i

(A)

dn

= fx

i

1

; : : : ; x

i

k

: 8p; q : 1 � p; q � k 9P : x

i

p

= Px

i

q

; x

i

p

i

p

= x

i

q

i

q

g;

ãäå èíäåêñ i ïðèñâàèâàåòñÿ ýòèì ìíîæåñòâàì â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ óïîðÿäî÷åíè-

åì ïî íåâîçðàñòàíèþ íîðì âåêòîðîâ â íèõ âõîäÿùèõ. Ïðè ýòîì R(A) = [R

i

(A),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ãðóïïàì âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ îáðàòíîé

ìàòðèöû, â êàæäîé èç êîòîðûõ òîëüêî òå âåêòîðû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû äðóã èç äðóãà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå èõ êîìïîíåíò. Ïóñòü

êîëè÷åñòâî òàêèõ ãðóïï m. Òîãäà

R(A) =

m

[

i=1

R

i

(A);
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è

i 6= j ) R

i

\

R

j

= ;:

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî R(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà 8i jR

i

(A)j = 1, è, ñîîòâåòñòâåííî, m = n. �àññìîòðèì ýòè ìíîæåñòâà â

ïðîöåññå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A.

Åñëè íà j-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà ïîñëå âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A

j�1

áóäåò

ïðîèñõîäèòü ðàñùåïëåíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà R

i

(A

j�1

), âûäåëåíèåì èç íåãî

õîòÿ áû îäíîãî âåêòîðà-ñòîëáöà x

j

, òî åñòü jR

i

(A

j�1

)j � jR

i

(A

j

)j+1, è ïðè ýòîì

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå jR

l

(A

j�1

)j � jR

l

(A

j

)j è äëÿ l 6= i, òî çà n

0

âîçìóùåíèé

äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B (n

0

� n) ìû ïðèäåì ê òîìó, ÷òî ìíîæå-

ñòâà R(A) è R(B) áóäóò ïðîñòûìè ìíîæåñòâàìè R(A

n

0

) è R(B

n

0

), è, ñîãëàñíî

ëåììàì 3, 4, 5, áóäåò âîçìîæíî îäíîçíà÷íîå óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó

âåðøèíàìè ãðà�îâ G

A

è G

B

, ÿâëÿþùåãîñÿ èçîìîð�èçìîì.

Ïóñòü

�

j

kl

dn

= jkx

k

1

k � kx

l

1

kj; x

k

1

2 R

k

(A

j

); x

l

1

2 R

l

(A

j

);

è

�

j

dn

= min

1�i;j�m

�

j

ij

:

Åñëè íîðìû âåêòîðîâ x

j

îòëè÷íû, òî îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ãðóïïàì

R

i

(A), ïîýòîìó ðàñùåïëåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ íà ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ðàáîòû

àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.(Âåçäå íèæå âåðõíèå èíäåêñû ó � îïóùåíû.) Òàê ïåðåä èòåðà-

öèåé 1 àëãîðèòìà:

R

1

(A

0

) = fx

1

; x

6

g; R

2

(A

0

) = fx

2

; x

3

; x

4

; x

5

g;

�

12

= 0; 144;

� = 0; 144 :

Ïîñëå 1-îé èòåðàöèè:

R

1

(A

1

) = fx

1

g; R

2

(A

1

) = fx

2

; x

3

; x

4

; x

5

g;

R

3

(A

1

) = fx

6

g;

�

12

= 0; 144; �

13

= 0; 002; �

23

= 0; 142;

� = 0; 002 :

Ïîñëå 2-îé èòåðàöèè:

R

1

(A

2

) = fx

1

g; R

2

(A

2

) = fx

2

g; R

3

(A

2

) = fx

3

g;

R

4

(A

2

) = fx

4

; x

5

g; R

5

(A

2

) = fx

6

g;

�

12

= 0; 016; �

13

= 0; 0649; �

14

= 0; 016; �

15

= 0; 002;

�

23

= 0; 0649; �

24

= 0; �

25

= 0; 014;
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�

34

= 0; 0809; �

35

= 0; 0669;

�

45

= 0; 014;

� = 0:002 :

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ �

24

= 0, íî x

2

6= Px

4

8P , è x

2

6= Px

5

8P . Ïîñëå 3-åé

èòåðàöèè:

R

1

(A

3

) = fx

1

g; R

2

(A

3

) = fx

2

g; R

3

(A

2

) = fx

3

g;

R

4

(A

2

) = fx

4

; x

5

g; R

5

(A

2

) = fx

6

g;

�

12

= 0; 012; �

13

= 0; 016; �

14

= 0; 016; �

15

= 0; 002;

�

23

= 0; 004; �

24

= 0; 004; �

25

= 0; 01;

�

34

= 0; �

35

= 0; 014;

�

45

= 0; 014;

� = 0; 002:

�

34

= 0, íî x

3

6= Px

4

8P , è x

3

6= Px

5

8P .

Ïîñëå 4-îé èòåðàöèè:

R

1

(A

3

) = fx

1

g; R

2

(A

3

) = fx

2

g; R

3

(A

2

) = fx

3

g;

R

4

(A

2

) = fx

4

g; R

5

(A

4

) = fx

5

g; R

6

(A

2

) = fx

6

g:

�

12

= 0; 012; �

13

= 0; 01; �

14

= 0; 008; �

15

= 0; 016; �

16

= 0; 002;

�

23

= 0; 002; �

24

= 0; 004; �

25

= 0; 004; �

26

= 0; 01;

�

34

= 0; 002; �

35

= 0; 006; �

36

= 0; 008;

�

45

= 0; 008; �

46

= 0; 006;

�

56

= 0:014;

� = 0; 002 :

×èñëîì îáóñëîâëåííîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

�(A) = sup

x6=0

� 6=0

�

kAxkk�k

kA�kkxk

�

(9):

Ïóñòü �

max

� ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èç Sp(A), �

min

� ìèíèìàëü-

íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èç Sp(A). Ïðè �

min

6= 0

�(A) =

sup

x6=0

kAxk=kxk

inf

� 6=0

kA�k=k�k

=

�

max

�

min

<1:

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = f â ñâÿçè ñ ïîãðåøíîñòÿìè

âû÷èñëåíèé ìû â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé A(x+�) = f+g,
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ãäå � � âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ, âîçíèêàþùåå îò âîçìóùåíèÿ g ïðàâîé ÷àñòè, òàê

÷òî A� = g. Èç (9) ñëåäóåò

k�k

kxk

� �(A)

kA�k

kAxk

= �(A)

kgk

kfk

: (10)

Ñîäåðæàòåëüíî âåëè÷èíà �(A) õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðå-

øåíèÿ k�k=kxk ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè kfk=kgk. �(A)

� ýòî íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî (10).

�àññìîòðèì ñèñòåìó (A + C)y = f + g, ïîëó÷åííóþ èç ñèñòåìû Ax = f

âîçìóùåíèåì g ïðàâîé ÷àñòè è âîçìóùåíèåì C ìàòðèöû A. Ïóñòü

kCk

kAk

� �;

kgk

kfk

�  :

Èìååò ìåñòî [10, 
. 39℄ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè ��(A) < 1, òî

ky � xk

kxk

� (� +  )

�(A)

1� ��(A)

:

Äëÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ îöåíêà [10, 
. 59℄:

�(A) �

�(A)

�(A)

;

ãäå

�(A) = max

1�i�n

(a

ii

+

X

j 6=i

ja

ij

j);

�(A) = min

1�i�n

(a

ii

�

X

j 6=i

ja

ij

j):

Ïðè çàäàííîé íàìè ñòðóêòóðå ìàòðèöû: a

kk

= d + d

k

, ãäå d

k

� ñòåïåíü k-îé

âåðøèíû ãðà�à, à d � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí ãðà�à: d = max

1�j�n

d

j

. Ïóñòü

i

1

� íîìåð ñòðîêè, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ �(A), à i

2

� íîìåð ñòðîêè íà êîòîðîé

äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �(A). Ñóììèðîâàíèå ìîäóëåé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè äëÿ

ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, äàåò ñòåïåíü i-îé âåðøèíû. Çíà÷èò

�(A) = a

i

1

i

1

+

n

X

j=1

ja

i

1

j

j = d+ d

i

1

+ d

i

1

= d+ d+ d = 3d;

�(A) = a

i

2

i

2

�

n

X

j=1

ja

i

2

j

j = d+ d

i

2

� d

i

2

= d:

È, ñëåäîâàòåëüíî,

�(A) �

�(A)

�(A)

=

3d

d

= 3:
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ â

õîäå èòåðàöèé àëãîðèòìà, ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âîç-

ìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøàåìûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå ïðîèñõîäèò

( = 0), ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 1. Åñëè � < 1=3, òî

ky � xk

kxk

� �

3

1� 3�

:

Èëè æå

jkyk � kxkj � �

3

1� 3�

kxk: (11)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âîçìóùåíèÿ áûëè äîñòàòî÷-

íî ìàëû, è âûäåëÿåìûå èç îäíîé ãðóïïû R

i

(A) âåêòîðû ãàðàíòèðîâàííî íå

ïîïàäàëè â äðóãèå ãðóïïû. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ãðóïïû R

i

(A) è R

i

(B) ðåøåíèé

ñèñòåì (2) äîñòàòî÷íî óäàëåíû äðóã îò äðóãà â ñìûñëå óäàëåííîñòè äðóã îò

äðóãà íîðì ðåøåíèé, âõîäÿùèõ â ãðóïïû.

Ïóñòü x

i

; x

k

� ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé A

j�1

x = e

i

è

A

j�1

x = e

k

è x

i

; x

k

2 R

l

(A

j�1

) äëÿ íåêîòîðîãî l, à x

0

i

; x

0

k

ðåøåíèÿ ñèñòåì

óðàâíåíèé A

j

x = e

i

è A

j

x = e

k

. A

i

; A

j

� âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâ-

ëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàìè i-îé è j-îé ñòðîêè ìàòðèöû A

j�1

, A

0

i

; A

0

j

�

âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàìè i-îé è j-îé

ñòðîêè ìàòðèöû A

j

.

Ïî òåîðåìå 1

jkx

0

i

k � kx

i

kj � �("

j

)

3

1� 3�("

j

)

kx

0

i

k;

ãäå

kCk

kAk

=

k"

j

E

j

k

kAk

=

j"

j

j

kAk

� �("

j

):

Â [11, ñ. 382℄ ïîêàçàíî, ÷òî

kx

0

i

k <

p

10

3d

;

òî åñòü

jkx

0

i

k � kx

i

kj � �("

j

)

3

1� 3�("

j

)

�

p

10

3d

;

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü �("

j

), ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçìóùåíèè

ìàòðèö A

j

ïðîèñõîäèò è ìàëîå âîçìóùåíèå âåêòîðîâ x

i

; i = 1; n, ÷òî íå íà-

ðóøàåò ëîêàëèçîâàííîñòè ãðóïï âåêòîðîâ R

i

(A). Òî åñòü åñëè, íàïðèìåð, �

j�1

ñîñòàâëÿëî áû 1=n, à �

j�1

ik

ïðè âîçìóùåíèÿõ ìàòðèö A

j

èçìåíÿëèñü áû íå áîëåå

÷åì íà 1=n

2

, òî ïîñëå j-îé èòåðàöèè íå ïðîèçîøëî áû ïîïàäàíèÿ âåêòîðà x

j

, âû-

äåëÿåìîãî íà j-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà èç íåêîòîðîé ãðóïïû R

i

, â êàêóþ-ëèáî

äðóãóþ ãðóïïó. È òàêèì îáðàçîì, íå áîëåå ÷åì çà n èòåðàöèé àëãîðèòìà âñå
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ãðóïïû R

i

, ñîñòîÿùèå áîëåå ÷åì èç îäíîãî âåêòîðà, ìîãëè áû áûòü ðàñùåïëåíû

è ïðè ýòîì íèêàêîé âûäåëÿåìûé âåêòîð ãàðàíòèðîâàííî íå ïîïàë áû èç îäíîé

ãðóïïû â äðóãóþ, ñ ÷èñëîì âåêòîðîâ íåé îòëè÷íûì îò åäèíèöû.

5. �àñùåïëåíèå ãðóïï ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé

Ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åííîñòè ïàìÿòè ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â

íåé íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà, ìàíòèññû êîòîðûõ ñîäåðæàò áåñêîíå÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
-õ íåíóëåâûõ öè�ð â ñâîåì 
-ì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîä

êàæäîå ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé îòâîäèòñÿ ìåñòî (ÿ÷åéêà) â ïàìÿòè ÝÂÌ,

äîñòàòî÷íîå äëÿ ðàçìåùåíèÿ k 
-õ öè�ð ìàíòèññû. Â òîé æå ÿ÷åéêå ïàìÿòè

ðàçìåùàåòñÿ çíàê ÷èñëà z, ïîðÿäîê p




(z). Ýòî ïîçâîëÿåò õðàíèòü â ïàìÿòè ìà-

øèíû ÷èñëà, ïîðÿäêè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ p

�

� p




(z) � p

+

, ãäå

p

�

< 0 è p

+

> 0 íåêîòîðûå ÷èñëà íå çàâèñÿùèå îò z.

Òî åñòü ìàøèííûå ÷èñëà � ýòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà âèäà

z = �


p

�

z

1




+

z

2




2

+ : : :+

z

k




k

�

;

ãäå p

�

� p � p

+

; 1 � z

1

� 
 � 1; 0 � z

j

� 
 � 1 (2 � j � k). ×èñëî íóëü òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ìàøèííûì ÷èñëîì (p




(0) = 0; m




(0) = 0).

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âîçìóùåíèÿ, âû-

áèðàåìûå íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà, áûëè äîñòàòî÷íî âåëèêè äëÿ âûäåëåíèÿ

âåêòîðîâ èç ãðóïï. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ,

ðàâíûå äî âîçìóùåíèÿ, áûëè îòäåëèìû ïîñëå âîçìóùåíèÿ êàê ìàøèííûå ÷èñëà.

Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ-ðåøåíèé

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3) è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàøèííûìè ÷èñëàìè áûëî

äîñòàòî÷íî äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàñùåïëåíèÿ ãðóïï R

i

(A).

Ïîêàæåì, ÷òî íà êàæäîé j-îé èòåðàöèè ìîæåò áûòü âûáðàíî âîçìóùåíèå

"

j

= "

j

(�

j

), íå ïðèâîäÿùåå ê ïîïàäàíèþ âûäåëÿåìîãî èç íåêîòîðîé ãðóïïû

âåêòîðà x

j

â äðóãóþ ãðóïïó, è ïðè ýòîì äëèíà ìàíòèññû k îáðàáàòûâàåìûõ

ìàøèííûõ ÷èñåë, îáåñïå÷èâàþùàÿ íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü, ìîæåò áûòü çàäàíà

íà ñòàðòå àëãîðèòìà, îñòàâàÿñü íåèçìåííîé íà ïðîòÿæåíèè âñåé åãî ðàáîòû.

Ïóñòü i; j: x

i

; x

j

2 R

i

(A), òî åñòü â ãðóïïå R

i

(A) èìååòñÿ êàê ìèíèìóì äâà

ýëåìåíòà, ïðåïÿòñòâóþùèå óñòàíîâëåíèþ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

àëãîðèòìîì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ íà j-îé èòåðàöèè. Äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3), åñëè 9P : x

i

= Px

j

, òî

x

ii

= x

jj

:

Åñëè æå ïîñëå j-îé èòåðàöèè

x

ii

6= x

jj

;

òî ýòî îçíà÷àåò âûäåëåíèå èç ãðóïïû R

i

(A) âåêòîðà x

j

, è óìåíüøåíèÿ íà åäè-

íèöó jR

i

(A)j, à åñëè 8i jR

i

(A)j = 1, òî âîçìîæíî óñòàíîâëåíèå âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ãðà�îâ G

A

è G

B

.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äî j-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà 9P � ìàòðèöà ïåðå-

ñòàíîâêè: x

j

= Px

i

; x

jj

= x

ii

, è âîçìóùåíèå íà j-îé èòåðàöèè àëãîðèòìà

"

j

> 0, òî

jx

0

jj

� x

0

ii

j >

1

3

n

d

2

(3d="

j

+ 1)

:

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü, åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî, îáîçíà÷åíèÿ ñî øòðèõîì � âåê-

òîðû, ìàòðèöû è ìíîæåñòâà, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå íåøòðè-

õîâàííûå âåêòîðû è ìíîæåñòâà ïîñëå ïðîâåäåíèÿ j-îé èòåðàöèè, îíè æå áåç

øòðèõîâ � âåêòîðû, ìàòðèöû è ìíîæåñòâà, èìåþùèåñÿ ïåðåä j-îé èòåðàöèåé.

A

dn

= A

j�1

; A

0

dn

= A

j

:

x

0

jj

=

A

0

jj

jA

0

j

; x

0

ii

=

A

0

ii

jA

0

j

:

Ïîñëå âîçìóùåíèÿ:

jA

0

j = jAj+ "

j

A

jj

:

A

0

jj

= A

jj

;

òàê êàê âîçìóùàåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìàòðèöû A � äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò

a

jj

.

A

0

ii

= A

ii

+ "

j

A

ii;jj

:

Òî åñòü

jx

0

jj

� x

0

ii

j =

�

�

�

�

A

0

jj

jA

0

j

�

A

0

ii

jA

0

j

�

�

�

�

=

�

�

�

�

A

0

jj

jA

0

j

�

A

ii

+ "

j

A

ii;jj

jA

0

j

�

�

�

�

=

"

j

A

ii;jj

jAj+ "

j

A

jj

: (12)

A

ii;jj

� îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé óäàëåíèåì èç ìàòðèöû A i-î è

j-î ðÿäîâ. A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñî ñòðîãèì

äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, òî åñòü äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Àäàìàðà:

H

k

� ja

kk

j �

X

l 6=k

ja

kl

j = d

k

> 0; i = 1; n;

ãäå

d

0

k

=

�

d+ "

k

; åñëè 1 � k � j;

d; åñëè j < k � n:

Ñëåäîâàòåëüíî [12, ñ. 382℄,

A

ii;jj

� H

1

: : :




H

i

: : :




H

j

: : :H

n

= d

0

1

: : :

b

d

0

i

: : :

b

d

0

j

: : : d

0

n

> d

n�2

: (13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå �åðøãîðèíà [12, ñ. 390℄ äëÿ �

max

� ìàêñè-

ìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

�

max

� 3d+ max

1�k�j

"

k

< 3d+ 1;
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åñëè 8k "

k

< 1. Òî åñòü

jAj =

n

Y

k=1

�

k

< �

n

max

< (3d+ 1)

n

; (14)

A

jj

=

n�1

Y

k=1

�

0

k

< �

n�1

max

< (3d+ 1)

n�1

; (15)

è �

0

max

� ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîäìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé óäàëå-

íèåì èç ìàòðèöû A i-î è j-î ðÿäîâ, íå ïðåâûøàåò �

max

[12, ñ. 350℄. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ó÷èòûâàÿ, (13), (14), (15), èç (12) ïîëó÷àåì:

jx

0

jj

� x

0

ii

j =

"

j

A

ii;jj

jAj+ "

j

A

jj

>

"

j

d

n�2

(3d+ 1)

n

+ "

j

(3d+ 1)

n�1

>

"

j

d

n�2

(3d)

n+1

+ "

j

(3d)

n

;

òî åñòü

jx

0

jj

� x

0

ii

j >

1

3

n

d

2

(3d="

j

+ 1)

: (16)

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó îöåíêè (14) è (15) ïîëó÷åíû ïðîñòûì ìàæîðèðîâà-

íèåì ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèåì ìàòðèöû A ñòåïåíüþ ìàêñèìàëüíîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �

max

, òî îöåíêà (16) ðàñùåïëåíèÿ ìíîæåñòâà

R

i

(A) ñïðàâåäëèâà âíå çàâèñèìîñòè îò êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò-

ðèö (1) è èõ âîçìóùåííûõ ìàòðèö, è, ñîîòâåòñòâåííî, îò êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ìàòðèö ñìåæíîñòè ãðà�îâ. Òî åñòü êëàññ ãðà�îâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à

ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà ãðà�îâ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ àëãîðèò-

ìîì, ïðåäñòàâëåííûì â [2℄, ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì è äëÿ àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî

ðàñùåïëåíèÿ.

Ïóñòü ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì

�àóññà-Çåéäåëÿ. Ïîìèìî òîãî, ÷òî äëÿ ðåøàåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ çàäàííû-

ìè ìàòðèöàìè äëÿ ýòîãî ìåòîäà ïðèñóòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé ê ðåøåíèÿì òî÷íûì, ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ïðèáëèæåíèå ïî çíà÷àùèì ðàçðÿäàì ìàíòèññû íà êàæäîé èòåðàöèè.

Ñïðàâåäëèâà [13, 
. 363�369℄ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè âñåõ i

X

j 6=i

ja

ij

j � �ja

ii

j;

� < 1. Òîãäà

kx

i

� ~x

(s)

i

k � �kx

i

� ~x

(s�1)

i

k;

ãäå x

i

� òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A

j

x = e

i

, ~x

(s)

i

� åãî

ïðèáëèæåíèå íà s-îé èòåðàöèè ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ.
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�èñ. 2. �àñùåïëåíèå ìíîæåñòâà R

i

Äëÿ ìàòðèö âèäà (1) � � 1=2. Ñëåäîâàòåëüíî, íà s-îé èòåðàöèè ìåòîäà

�àóññà-Çåéäåëÿ:

jx

ii

� ex

s

ii

j � kx

i

� ex

s

i

k <

1

2

s

Æ

0

; jx

jj

� ex

s

jj

j � kx

j

� ex

s

jj

k <

1

2

s

Æ

0

;

ãäå Æ

0

� ïîãðåøíîñòü íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Åñëè âîçìóùåíèå íà j-îé èòå-

ðàöèè "

j

= 1=n

p

, òî (16) ïðèíèìàåò âèä

jx

0

jj

� x

0

ii

j >

1

3

n

d

2

(3dn

p

+ 1)

: (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

1

2

s�1

Æ

0

�

1

3

n

d

2

(3dn

p

+ 1)

; (18)

òî ðàñùåïëåíèå x

ii

è x

jj

áóäåò âû÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíûì ïðè çàäàííîé äî

çàïóñêà àëãîðèòìà äëèíå ìàíòèññû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà n.

Íàéäåì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé s, îñóùåñòâëåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ âû-

÷èñëèòåëüíî ý��åêòèâíîãî ðàñùåïëåíèÿ. (18) ýêâèâàëåíòíî

3

n

d

2

(3dn

p

+ 1)Æ

0

� 2

s�1

: (19)

Ëîãàðè�ìèðóÿ (19), ïîëó÷àåì:

n log

2

3 + 2 log

2

d(3dn

p

+ 1) + log

2

Æ

0

� s� 1;

òî åñòü ÷èñëî íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé ìîæåò áûòü îöåíåíî ñíèçó êàê

s � n log

2

3 + p log

2

n + 4 log

2

d+ log

2

Æ

0

+ 3: (20)

p > 0 � öåëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå âîçìóùåíèå "

j

= 1=n

p

. p âû÷èñëÿåòñÿ

ñ öåëüþ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîïàäàíèÿ âûäåëÿåìîãî èç ãðóïïû R

i

ýëåìåíòà x

j

â

äðóãóþ áëèæàéøóþ ê íåé ãðóïïó R

i+1

, íàõîäÿùóþñÿ îò R

i

íà ðàññòîÿíèè �

i;i+1

:

p îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

1

n

p

<

�

i;i+1

n

;

òî åñòü

p > log

n

1

�

i;i+1

+ 1:
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Åñëè íà j-îé èòåðàöèè "

j

= 1=n

p

, A

j

� âîçìóùåííàÿ ìàòðèöà A íà j-îé

èòåðàöèè, òî

jkx

0

i

k � kx

0

j

kj <

"

j

kA

j

k

�

3kA

j

k

kA

j

k � 3"

j

kx

0

i

k =

=

3"

j

kA

j

k � 3"

j

kx

0

i

k =

3 � 1=n

p

kA

j

k � 3 � 1=n

p

kx

0

i

k =

3

kA

j

kn

p

� 3

kx

0

i

k �

3kx

0

i

k

kA

j

kn

p

;

è

jkx

0

i

k � kx

0

j

kj <

3kx

0

i

k

kA

j

kn

p

<

3kx

0

i

k

(d+ d

j

)n

p

:

kx

0

i

k <

p

10

3d

[11, ñ. 139℄, è ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëó÷àåì:

1

3

n

d

2

(3dn

p

+ 1)

< jx

0

ii

� x

0

jj

j < jkx

0

i

k � kx

0

j

kj <

p

10

d(d+ d

j

)n

p

:

Òî åñòü èíòåðâàë, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå, ìîæåò áûòü çàäàí òàê,

÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî íå ïðîèñõîäèëî ïîïàäàíèÿ âûäåëåííîãî èç îäíîé ãðóïïû

R

i

(A) âåêòîðà â äðóãóþ ãðóïïó R

0

i+1

(A), èìåþùóþñÿ íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè

(�èñ. 1).

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðà�û G

A

, G

B

� ïîëíûå ãðà�û. Òîãäà èìååòñÿ

îäíà ãðóïïà ðåøåíèé, òî åñòü m = 1, è jR

1

j = n. Òàê êàê ÷èñëî âåêòîðîâ â îäíîé

ãðóïïå R

1

ðàâíî n, òî:

1. Âûáðàâ "

1

= 1=n íà ïåðâîé èòåðàöèè, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå

ýòîé ãðóïïû, ìû ïîëó÷èì âûäåëåíèå ïåðâîãî âåêòîðà èç ýòîé ãðóïïû:

íå ìåíåå ÷åì íà 1=(3

n

d

2

(3dn+ 1)) è íå áîëåå ÷åì

p

10=(d(d+ d

j

)n),

íåîáõîäèìîå ÷èñëî èòåðàöèé � s = n log

2

3 + log

2

n+ 4 log

2

d+ log

2

Æ

0

+ 3.

2. Âûáðàâ "

2

= 1=n

2

íà âòîðîé èòåðàöèè, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå

ãðóïïû, ìû ïîëó÷èì âûäåëåíèå âòîðîãî âåêòîðà èç ýòîé ãðóïïû:

íå ìåíåå ÷åì íà 1=(3

n

d

2

(3dn

2

+ 1)) è íå áîëåå ÷åì íà

p

10=(d(d+ d

j

)n

2

),

íåîáõîäèìîå ÷èñëî èòåðàöèé � s = n log

2

3 + 2 log

2

n+ 4 log

2

d+ log

2

Æ

0

+ 3.

Òàê, äàëåå ïðîäîëæàÿ âûäåëÿòü âåêòîðû èç ýòîé ãðóïïû, äëÿ n-î âåêòîðà ïîëó-

÷àåì (n-ÿ èòåðàöèÿ): ïðè âûáîðå "

2

= 1=n

n

, ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå n-î âåêòîðà

íå ìåíåå ÷åì íà 1=(3

n

d

2

(3dn

n

+ 1)) è íå áîëåå ÷åì íà

p

10=(d(d+ d

j

)n

n

),

íåîáõîäèìîå ÷èñëî èòåðàöèé � s = n log

2

3 + n log

2

n+ 4 log

2

d+ log

2

Æ

0

+ 3.

Òî åñòü, çàäàâ äëèíó ìàíòèññû ðàâíîé n è ñîâåðøàÿ íà êàæäîé èòåðàöèè

s = n log

2

3+n log

2

n+4 log

2

d+log

2

Æ

0

+3 èòåðàöèé ìåòîäà �àóññà-Çåéäåëÿ ïðè ðå-

øåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà, ìû ïîëó÷èì

ðàñùåïëåíèå âñåõ ãðóïï R

i

ïðè ý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëîâîé òèï extended, ðåàëèçîâàííûé â ÿçûêàõ Obje
t Pas
al è

Ñ++, ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ÷èñëàìè â äèàïàçîíå îò 3; 6�10

�4951

äî 1; 1�10

4932

.

Ïîñêîëüêó íè â îäíîì èç äîêàçàòåëüñòâ ëåìì è óòâåðæäåíèé íå èñïîëü-

çîâàëîñü ðàâåíñòâî íåíóëåâûõ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñìåæíîñòè
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åäèíèöå, òî àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà âçâå-

øåííûõ ãðà�îâ ñ ïðîèçâîëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè. Ê ýòîé ñèòóàöèè

ëåãêî ìîæåò áûòü ñâåäåí è îáùèé ñëó÷àé ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà âçâåøåííûõ

íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. Ñóùåñòâóåò òàêæå ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ

ïðîâåðêè èçîìîð�èçìà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñ-

ïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà.
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