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Various aspets of the numerial solution using finite element method for

the 3-d potential flow of the ideal fluid through the rotor blades of the

turbomahine are disussed. Paper overed the problem stage, wakes influene

and seondary flow questions. Also onsidered disreet solution tehniques and

its onvergene.

1. Ââåäåíèå

�àçâèòèå òóðáîñòðîèòåëüíîé òåõíèêè âûäâèãàåò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê çíà-

íèÿì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàáî÷èõ êîëåñ è íàïðàâëÿþùèõ àïïà-

ðàòîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñòèìóëèðóåò ðàçâèòèå èõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåî-

ðèè. Ñîâðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñëîæíûå ãèäðî-

äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ïðîòî÷íîé ÷àñòè òóðáîìàøèí â ïðîñòðàíñòâåííîé ïî-

ñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ íàèáîëåå ïîëíîé ìîäåëè

òå÷åíèÿ, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà, òðåáóåò ñëèøêîì áîëüøèõ

çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè, ïîýòîìó â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ îíè íåïðèåìëå-

ìû. �åçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ðÿä ïðîáëåì,

âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðåøåòîê, ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ìîãóò áûòü ðåøåíû è ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé. Îñòàåòñÿ ëèøü âîïðîñ

î ïðåäåëàõ èõ ïðèìåíèìîñòè. Ê ÷èñëó òàêèõ ïðîáëåì îòíîñÿòñÿ àýðîóïðóãèå ÿâ-

ëåíèÿ â ðåøåòêàõ, íåñòàöèîíàðíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ

ïðè áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðåäåëÿþòñÿ â

ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî [1℄, íåñòàöèîíàðíûå àýðîäè-

íàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåòîê çàâèñÿò îò ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé,

ðàñ÷åòó êîòîðîãî è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

�àáîòû ïî ìåòîäàì îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî òå÷åíèÿ

â òóðáîìàøèíàõ ïðèíÿòî âåñòè îò ðàáîòû [2℄ � êâàçèòð�åõìåðíàÿ òåõíîëîãèÿ,

ðàñ÷�åòû ïðîâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ òå÷åíèé â ¾òîíêèõ¿ ñëîÿõ. Îñåñèì-

ìåòðè÷íîå â ìåðèäèàíàëüíîì ñëîå, ïðèáëèæ�åííî ÿâëÿþùåìñÿ ñðåäíåé ïîâåðõ-
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íîñòüþ òîêà. Çàòåì â ïîñòðîåííîì ïî îñåñèììåòðè÷íîìó òå÷åíèþ öèëèíäðè-

÷åñêîì ¾òîíêîì¿ ñëîå, ðàñ÷�åò â êîòîðîì ïîçâîëÿåò ó÷åñòü �îðìó ïðî�èëåé è,

íàêîíåö, ðàñ÷�åò â ïîïåðå÷íîì êàíàëó ñëîå, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü âòîðè÷-

íûå òå÷åíèÿ. �åøåíèå â êàæäîì èç òð�åõ ñëîåâ óòî÷íÿåò ðåøåíèå â äâóõ äðóãèõ.

Ïðèìåíÿåòñÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ è ñîäåðæàòåëüíûõ êîíòåêñòàõ, íà-

ïðèìåð [3℄ � äëÿ íåñêîëüêèõ ñòóïåíåé ñî ñòûêîâêîé óñëîâèé (ñêëåéêîé) íà

ãðàíèöàõ ñòóïåíåé; [4℄ � îñåñèììåòðè÷íûé â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè ÌÊÝ;

[5℄ � ñëîé ïåðåìåííîé òîëùèíû íà îñåñèììåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî îïðåäåëåíèþ òå÷åíèÿ â ïîïåðå÷íûõ êàíàëó ïëîñêî-

ñòÿõ � òàê íàçûâàåìûå âòîðè÷íûå òå÷åíèÿ. Ýòîìó âîïðîñó íåèçìåííî óäåëÿåòñÿ

âíèìàíèå â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ñòðóêòóðû ïîòîêà, [6℄ � ìîíîãðà�èÿ, [7℄ � ðàñ÷�åò â íàïðàâëÿþùåì àïïà-

ðàòå, [8℄ � ýêñïåðèìåíò.

Âîçíèêíîâåíèå âòîðè÷íûõ òå÷åíèé ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü êàê ðåçóëüòàò âÿçêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà ñ òâ�åðäûìè ïî-

âåðõíîñòÿìè ìåæëîïàòî÷íîãî êàíàëà � ïîâåðõíîñòÿìè ëîïàñòåé è öèëèíäðè-

÷åñêèõ îáâîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ê ïðèìåðó, çàäà÷à î íàòåêàíèè ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ ñ âíóòðåííåãî îáâîäà íà óãîë â ìåñòå ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ëîïàñòè

â îêðåñòíîñòè çàäíåé êðîìêè [9℄ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà òîëüêî â ðàìêàõ ìî-

äåëè âÿçêîé ñðåäû. Íî âêëàä ïîâåðõíîñòè ëîïàñòåé â îáðàçîâàíèå âòîðè÷íûõ

òå÷åíèé ìîæíî ó÷åñòü â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîé æèäêîñòè èëè ãàçà. Äåéñòâè-

òåëüíî, íàáëþäàåìàÿ êàðòèíà îáòåêàíèÿ ëîïàñòíûõ ñèñòåì ñî ñõîäîì ïîòîêà ñ

çàäíèõ êðîìîê, âîçìîæíàÿ ëèøü â ñèëó âÿçêèõ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè ëî-

ïàñòè, â îòñóòñòâèè âÿçêîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì óñëîâèÿ Æóêîâñêîãî-

Êóòòà íà çàäíåé êðîìêå; ïðè ýòîì âîêðóã ëîïàñòè âîçíèêàåò â îáùåì ñëó÷àå

ïåðåìåííàÿ ïî âûñîòå ëîïàñòè öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè, à ñ êðîìêè ñõîäÿò ñâî-

áîäíûå âèõðè, îáðàçóþùèå âèõðåâóþ ïåëåíó. Âîçíèêàþùàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ

âêëþ÷àåò è ïåðåòåêàíèå â ïîïåðå÷íûõ ïîòîêó ïëîñêîñòÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, áåç ó÷�åòà âëèÿíèÿ ñâîáîäíûõ âèõðåé è ïîëîæåíèÿ ïåëåíû

íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïðàâèëüíóþ êàðòèíó ïðîñòðàíñòâåííîãî îáòåêàíèÿ. Â ïðåäïî-

ëîæåíèè èäåàëüíîñòè æèäêîñòè âèõðåâàÿ ïåëåíà ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ åñòü

ïîâåðõíîñòü êîíòàêòíîãî ðàçðûâà âåêòîðà ñêîðîñòè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

âíå ïîâåðõíîñòè ïåëåíû âèõðè îòñóòñòâóþò è ýíòðîïèÿ ïîñòîÿííà, òî åñòü òå÷å-

íèå ïîòåíöèàëüíî, òîãäà â ñèëó íåíóëåâîé öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè âîêðóã ëîïàñòè

ïîòåíöèàë òåðïèò ðàçðûâ íà ïåëåíå. Â [10℄ ïåäëîæåíà ïðîöåäóðà ó÷�åòà òå÷åíèÿ

çà ðåø�åòêîé ëîïàñòåé: ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ñ åäèíè÷íûì ðàçðûâîì

ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé íà óðîâíÿõ äèñêðåòèçàöèè ïî âûñîòå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè-

ìåíåíèå åãî âîçìîæíî äëÿ îáëàñòè ñ ïðåäïèñàííûì ïîëîæåíèåì ïåëåíû èëè æå

òðåáóåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî òðå-

áóåòñÿ ðåøèòü l + 1 çàäà÷ó (l � ÷èñëî óðîâíåé äèñêðåòèçàöèè ïî âûñîòå), ÷òî

íåðàöèîíàëüíî. Äåëî îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî âèõðåâàÿ ïåëåíà íåóñòîé÷èâà [11℄.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íà êàæäîì øàãå êîòîðî-

ãî â îãðàíè÷åííîé òð�åõìåðíîé îáëàñòè ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ïîòåíöè-

àëà ñêîðîñòåé, êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé îïðåäåëåíû ïðåäûäóùèì

ïðèáëèæåíèåì ðåøåíèÿ, ðàçðûâà ïîòåíöèàëà, ïîëîæåíèÿ âèõðåâîé ïåëåíû. Íî-
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âîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò ñêîððåêòèðîâàòü ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè ïåëåíû,

èñõîäÿ èç óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî ðàçðûâà ñêîðîñòè, è ñêîððåêòèðîâàòü âåëè÷è-

íû ðàçðûâà ïîòåíöèàëà âäîëü çàäíåé êðîìêè, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ Æóêîâñêîãî-

Êóòòà. ×àñòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèáëèæ�åííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â

ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçîâàíèå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé

ïðè ýòîì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî

èñïîëüçîâàòü óæå ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå.

2. Îáëàñòü è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

�àññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå èäåàëüíîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà èìåþò âèä

divu = 0

d

dt

u+

1
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rP = 0;

u(t;x) � âåêòîð ñêîðîñòè, P (t;x) � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, � � ïëîòíîñòü,

ïîñòîÿííàÿ âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ, x = (x; y; z)

T
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~
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Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû

ðàáîòû [12℄.

~! � çàâèõðåííîñòü â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèõðåííîñòü â àáñîëþòíîì äâèæåíèè îòñóòñòâóåò, à â

îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ïîñòîÿííà è îáóñëîâëåíà ïåðåõîäîì â íåèíåðöèàëü-

íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîëîæèì

w(t;x) = r�(t;x)�

~

� � x:

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå òîæäåñòâî è ïîëó÷èì àíàëîã èíòåãðà-

ëà Ëàãðàíæà
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Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðèìåò âèä
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� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

�àññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷å-

ðåç âðàùàþùèéñÿ îñåâîé âåíåö òóðáîìàøèíû. Ïåðåéä�åì â ñâÿçàííóþ ñ âåíöîì

äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x; y; z). Îñüþ âåíöà ïîëîæèì îñü x. Â ýòîé ñè-

ñòåìå ðàññìîòðèì îáëàñòü 
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ëîïàñòåé ïîâåðõíîñòÿìè âèõðåâîé ïåëåíû çà âåíöîì L

1

, L

2

, ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíèöàìè ïåðåä âåíöîì L

1

, L

2

, ïðèìûêàþùèìè ê ïåðåäíèì êðîìêàì ñîñåäíèõ

ëîïàñòåé, à òàêæå ïîâåðõíîñòÿìè âíóòðåííåãî (tip) è âíåøíåãî (hub) îáâîäîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ áåç-

âèõðåâûì. Ïîñëå ïåðåõîäà âî âðàùàþùóþñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ � âîêðóã îñè

x ñèñòåìó � òå÷åíèå âèõðåâîå. Ïðåäïîëîæèì ìàëûì âêëàä ñîñòàâëÿþùåé ñêîðî-

ñòè, èíäóöèðîâàííûé âîçìóùåíèåì ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ëîïàñòÿìè, ò.å. ñ÷èòàåì
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�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé

ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

ëîïàñòè.

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà C

n

îò

óãëà àòàêè.

�èñ. 5. Âòîðè÷íîå òå÷åíèå
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�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ëîïàñòè êîëüöåâîé (N = 8) ðåø�åòêè

òåëåñíûõ (T = 10%) ïðî�èëåé (ëèíèè). Òî÷êàìè � ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè ïðî�èëÿ

ïëîñêîé ðåø�åòêè.

âî âñåé îáëàñòè âèõðü ïîñòîÿííûì è ðàâíûì �2

~

�. Â óñëîâèÿõ ýòèõ ïðåäïîëî-

æåíèé ïîòåíöèàë íå çàâèñèò îò âðåìåíè �(x; t) = �

0

(x) è óäîâëåòâîðÿåò îäíî-

ðîäíîìó óðàâíåíèþ

��

0

(x) = 0; x 2 
: (1)

Äàâëåíèå p(x) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Áåðíóëëè

w

2

0

� u

2

�

2

+

p

�

=

V

2

1

� u

2

�;1

2

+

p

1

�

;

ãäå w

0

= r�

0

�

~

��x, V

1

� âåêòîð ñêîðîñòè, p

1

� äàâëåíèå äàëåêî ïåðåä âåíöîì

â òî÷êå, ëåæàùåé íà òîé æå ëèíèè òîêà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îñåâûõ âåíöîâ ìîæíî

ñ÷èòàòü îòêëîíåíèÿ ëèíèé òîêà ïî ðàäèóñó ìàëûìè, òîãäà èíòåãðàë Áåðíóëëè

ïðèìåò ïðèâû÷íûé âèä

w

2

0

2

+

p

�

=

V

2

1

2

+

p

1

�

: (2)

Èòàê, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äàëåêî ïåðåä âåíöîì èìååòñÿ íåâîçìóùåííûé ïîòîê

ñêîðîñòè U

1

= (u

11

; u

12

; u

13

)

T

òàêîé, ÷òî jU

1

j = 1 íà ñðåäíåì ðàäèóñå, u

11

=

onst ( îñü x íàïðàâèì ïî îñè âåíöà), u

12

è u

13

ïîñòîÿííû íà êàæäîì ðàäèóñå

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîòåíöèàëüíîãî âèõðÿ. Íà áåñêîíå÷íîñòè çà âåíöîì

ñòàâèòñÿ óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñîõðàíåíèå ðàñõîäà. Íàïðèìåð, åñëè ðàäèóñû

öèëèíäðè÷åñêèõ îáâîäîâ ïîñòîÿííû ïî x, ìîæíî ïîëîæèòü u

+11

= u

11

.
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Óñëîâèÿ íà äðóãèõ ãðàíèöàõ ñëåäóþùèå:

��

0

�n

(x)�

�

~

� � x

�

� n = 0; x 2 �

1

[ �

2

[ tip [ hub; (3)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü,

~

� � âåêòîð âðàùåíèÿ âåíöà âîêðóã ñâîåé îñè.

�

0

(x) = �

0

(Qx) + C

1

; x 2 L

1

; (4)

��

0

�n

(x) = �

��

0

�n

(Qx); x 2 L

1

; Qx 2 L

2

: (5)

Êîíñòàíòà C

1

ïðåäñòàâëÿåò òàíãåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè ïåðåä

âåíöîì âèäà v

�

= C

1

= (�R), ãäå � � óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè ëîïàñòÿìè, R �

ðàññòîÿíèå äî îñè âåíöà.

�

0

(x) = �

0

(Qx) + C

0

(�(x)); x 2 L

1

; (6)

��

0

�n

(x)�

�

~

� � x

�

� n = 0; x 2 L

1

[ L

2

; (7)

� � åñòåñòâåííàÿ êîîðäèíàòà âäîëü çàäíåé êðîìêè, C

0

(�) � ñêà÷îê ïîòåíöèàëà

ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âèõðåâóþ ïåëåíó, ÿâëÿþùóþñÿ ïîâåðõíîñòüþ êîí-

òàêòíîãî ðàçðûâà, ïðè ýòîì âåëè÷èíà C

0

(�) � C

1

ðàâíà öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè

âîêðóã ëîïàñòè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, èìåþùåìó òî÷êó íà çàäíåé êðîìêå ñ

êîîðäèíàòîé �. Â ñâîþ î÷åðåäü, �(x) îáîçíà÷àåò êîîðäèíàòó ÷àñòèöû æèäêî-

ñòè íà çàäíåé êðîìêå, çàòåì ïåðåíåñåííóþ ïîòîêîì â òî÷êó x 2 L

1

. Êîãäà x

ëåæèò íà çàäíåé êðîìêå, óñëîâèÿ (6), (7) ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç �îðì óñëîâèÿ

Æóêîâñêîãî-Êóòòà. Èçìåíåíèå C

0

(�) âäîëü çàäíåé êðîìêè äà�åò èíòåíñèâíîñòü

ñâîáîäíûõ âèõðåé íà ïåëåíå. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ C

0

(�) è

ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòåé L

1

, L

2

íåèçâåñòíû è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

�åøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì

ìåòîäîì. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå äëÿ òå÷åíèÿ

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ (ïðîèçâîëüíî) çàäàííîé �óíêöèåé C

0

(�) è (ïðîèç-

âîëüíî) âûáðàííûì ïîëîæåíèåì ïîâåðõíîñòè L

1

. Ïîâåðõíîñòü L

2

ïðè ýòîì çà-

äà�åòñÿ ïîâîðîòîì L

1

íà óãîë � âîêðóã îñè âåíöà. Íà î÷åðåäíîì øàãå èòåðàöèîí-

íîãî ïðîöåññà òåêóùåå ïðèáëèæåíèå �

0

(x) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîððåêöèè C

0

(�),

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Æóêîâñêîãî-Êóòòà íà çàäíåé êðîìêå è èçìåíåíèÿ ãðàíèö

îáëàñòè L

1

, L

2

, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü ïîâåðõíîñòÿìè êîíòàêòíîãî

ðàçðûâà, ò.å. íà íèõ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (7).

×àñòíûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïðèáëèæ�åííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 


0

� 
, ñîäåðæàùåé ìåæëîïàòî÷íûé êàíàë è ÷àñòè 


ââåðõ è âíèç ïî ïîòîêó, îãðàíè÷åííûìè ïëîñêîñòÿìè G

�1

, G

+1

, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûìè îñè âåíöà. Óñëîâèÿ íà ýòèõ ãðàíèöàõ ïîñòàâèì ñëåäóþùèå

��

0

�n

(x) = �u

11

; x 2 G

�1

��

0

�n

(x) = u

+11

; x 2 G

+1

:
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Çàòåì 


0

ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòû � òåòðàýäðû, âåðøèíû òåòðàýäðîâ íàçû-

âàþòñÿ óçëàìè ðàçáèåíèÿ.

Ñëåäóÿ ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñâÿæåì ñ êàæäûì óçëîì ðàçáèåíèÿ x

l

áàçèñíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ V

l

(x). Íà êàæäîì òåòðàýäðå V

l

(x) îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, ïðè÷�åì

V

l

(x

j

) =

�

1; j = l

0; j 6= l:

Ýòà �óíêöèÿ �èíèòíà, íîñèòåëåì å�å ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå òåòðàýäðîâ ñ âåð-

øèíîé x

l

.

Ïðèáëèæåíèå ïîòåíöèàëà èùåì â âèäå

�

0

(x) =

N

X

l=1

�

0l

V

l

(x); (8)

ãäå �

0l

� óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ íà ðàçáèåíèè 


0

.

Â ñëàáîé èíòåãðàëüíîé �îðìå óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Z




0

(r�

0

(x) � rV

l

(x)) d
 =

Z

�


0

(r�

0

(x) � n)V

l

(x) dS: (9)

Ïîäñòàâèì (8) â (9), ïîëó÷èì

N

X

j=1

�

0j

Z




0

(rV

j

(x) � rV

l

(x)) d
 =

Z

�


0

(r�

0

(x) � n)V

l

(x) dS

èëè

N

X

j=1

a

lj

�

0j

= b

l

;

a

ij

=

Z




0

(rV

j

(x) � rV

l

(x)) d
; b

l

=

Z

�


0

(r�

0

(x) � n)V

l

(x) dS:

Ñ ó÷�åòîì ñêàçàííîãî ìîæíî çàïèñàòü:

X

T3l

X

j2T

�

0j

g

ljT

= b

l

; (10)

ãäå

g

ljT

=

Z

T

(rV

j

(x) � rV

l

(x)) dT = (rV

j

j

T

� rV

l

j

T

)Vol

T

� âêëàä â ýëåìåíò ìàòðèöû a

lj

òåòðàýäðà ðàçáèåíèÿ T . Âêëàä òåòðàýäðà â ñèì-

ìåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè ýëåìåíò ìàòðèöû a

jl

ïî âåëè÷èíå ñîâïàäàåò

ñ g

ljT

, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû. Vol

T

� îáú�åì T .
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Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåäóöè-

ðóåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâ íà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíèöàõ.

Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ óðàâíåíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ïîÿâëÿåòñÿ ïðàâàÿ

÷àñòü, çàâèñÿùàÿ îò C

1

è äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ C

0

(�).

Ïóñòü l

1

, l

2

� íîìåðà ñîîòâåòñòâåííûõ óçëîâ íà ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè x

l

1

2 L

1

, x

l

2

2 L

2

. Èìååì äâà óðàâíåíèÿ âèäà (10) (èíäåêñ T â

êîý��èöèåíòàõ g îïóùåí).

X

T3l

1

0

B

B

�

X

j2T

j2L

1

�

0j

g

l

1

j

+

X

k2T

k=2L

1

�

0k

g

l

1

k

1

C

C

A

=

Z

�


0

((

~

� � x) � n)V

l

1

(x) dS; (11)

X

T3l

2

0

B

B

�

X

j2T

j2L

2

�

0j

g

l

2

j

+

X

k2T

k=2L

2

�

0k

g

l

2

k

1

C

C

A

=

Z

�


0

((

~

� � x) � n)V

l

2

(x) dS; (12)

Çäåñü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé îïðåäåëåíû óñëîâèåì (7). Ïîêàæåì, ÷òî îíè ðàâ-

íû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.

Âî-ïåðâûõ, nj

x2L

2

= �Qnj

x2L

1

è

~

� = Q

~

� (âåêòîð âðàùåíèÿ íàïðàâëåí âäîëü

îñè âåíöà); ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q � ìàòðèöà âðàùåíèÿ (Q

�1

= Q

T

), ïîëó÷èì

((

~

� � x) � n)j

x2L

1

= ((

~

� � x) �Q

�1

Qn)j

x2L

1

=

= ((

~

� �Qx) �Qn)j

x2L

1

= �((

~

� � x) � n)j

x2L

2

:

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ëîïàñòè èìåþò çàîñòðåííûå çàäíèå êðîìêè, îáåñïå-

÷èâàåò âûïîëíåíèå ýòèõ òîæäåñòâ è äëÿ óçëîâ íà çàäíèõ êðîìêàõ.

Âî-âòîðûõ, ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îäíî

ïåðåõîäèò â äðóãîå ïðè ïîâîðîòå âîêðóã îñè âåíöà, à çíà÷åíèÿ �óíêöèé V

l

1

(x),

V

l

2

(x) â ëþáîì òåòðàýäðå èç íîñèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âçàèìíûì ðàñïîëî-

æåíèåì âåðøèí òåòðàýäðà è íå çàâèñèò îò åãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè

êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå â òî÷êå íà ãðàíè çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí ãðàíè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò

V

l

1

(x)j

x2L

1

= V

l

2

(Qx)j

Qx2L

2

:

�àññìîòðåííûå òîæäåñòâà îáåñïå÷èâàþò ðàâåíñòâî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà èíòå-

ãðàëîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (11), (12).

Ïóñòü óçëû ðàçáèåíèÿ çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî, åñëè x

j

2 L

1

, òî x

j+N

p

2 L

2

,

x

j+N

p

= Qx

j

, N

p

� êîëè÷åñòâî óçëîâ íà ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå. Òîãäà, çàìåíÿÿ

â óðàâíåíèè (11) çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â óçëàõ ðàçáèåíèÿ L

1

ïî óñëîâèþ (6) íà

çíà÷åíèÿ â óçëàõ ðàçáèåíèÿ L

2

ïëþñ ðàçðûâ

�

0j

= �

0;j+N

p

+ C

0j

x

j

2 L

1
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è ñêëàäûâàÿ åãî ñ óðàâíåíèåì (12), ïîëó÷èì óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå óçëîâûõ

çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà íà L

1

X

T3l

1

0

B

B

�

X

j2T

j2L

1

�

0;j+N

p

g

l

1

j

+

X

k2T

k=2L

1

�

0k

g

l

1

k

1

C

C

A

+

X

T3l

2

0

B

B

�

X

j2T

j2L

2

�

0j

g

l

2

j

+

X

k2T

k=2L

2

�

0k

g

l

2

k

1

C

C

A

=

= �

X

T3l

1

X

j2T

j2L

1

C

0j

g

l

1

j

: (13)

Èòàê, äâà óðàâíåíèÿ (11) è (12) ìîæíî çàìåíèòü íà îäíî (13). Óðàâíåíèÿ ñ

l =2 L

1

äàþò:

X

T3l

0

B

B

�

X

j2T

j2L

1

�

0;j+N

p

g

lj

+

X

k2T

k=2L

1

�

0k

g

lk

1

C

C

A

=

Z

�


0

((

~

� � x) � n)V

l

(x) dS�

�

X

T3l

X

j2T

j2L

1

C

0j

g

lj

: (14)

Ïîäîáíûì îáðàçîì óäàëÿåì óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè l: x

l

2 L

1

, èñïîëüçóÿ

óñëîâèÿ (4), (5). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà îñòà�åòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ � î ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãå-

áðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. �àññìîòðèì ýëåìåíòû ìàòðèöû â ñòðîêå ñ íîìåðîì l.

Âêëàä â äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû òåòðàýäðà T 3 l

g

llT

= (rV

l

j

T

� rV

l

j

T

) > 0:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà

X

j2T

V

j

(x)j

T

= 1;

X

j2T

rV

j

j

T

= 0:

êîòîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé V

j

(x), äëÿ ñóììû âêëàäîâ â äðóãèå

ýëåìåíòû ñòðîêè ìàòðèöû òåòðàýäðà T ïîëó÷èì öåïî÷êó

X

j2T

j 6=l

g

jlT

=

X

j2T

j 6=l

(rV

j

j

T

� rV

l

j

T

) =

0

B

B

�

X

j2T

j 6=l

rV

j

j

T

1

C

C

A

� rV

l

j

T

=

= �(rV

l

j

T

� rV

l

j

T

) = �g

llT

:

Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â ñòðîêå ðàâíà íóëþ. Ìàòðèöà

âûðîæäåíà, òàê êàê âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-

òîðîì, îòâå÷àþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.
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Âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû áåç óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ � ïðîÿâëåíèå

òîãî, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëåí ñ òî÷-

íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Ñïîñîá ïîëó÷èòü ðåøåíèå � íàéòè åãî â ïîäïðîñòðàí-

ñòâå, îðòîãîíàëüíîì ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ñèñòåìû, êîòîðûé îòâå÷àåò íóëåâî-

ìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñ âûðîæäåííîé ìàòðèöåé � îðòî-

ãîíàëüíîñòü ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ðåøåíèÿì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ

ñîïðÿæ�åííîé ìàòðèöåé � â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýêâèâàëåíòíî äèñêðåòíîìó

àíàëîãó óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû ãàçà ïðè ïðîòåêàíèè ÷åðåç îáëàñòü

0 =

Z




0

divr�

0

dx =

Z

�


0

(r�

0

� n) dS:

Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ay = b ñ ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöåé A, êîòîðàÿ èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð e = (1; : : : ; 1)

T

, îòâå÷à-

þùèé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, à ïðàâàÿ ÷àñòü b îðòîãîíàëüíà e, âîñïîëü-

çóåìñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, âèäà

1

�

(y

(k)

� y

(k�1)

) + Ay

(k�1)

= b:

Òîãäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî, âûáðàâ âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ y

(0)

îðòîãî-

íàëüíûì âåêòîðó e, íà ñëåäóþùåì øàãå ïîëó÷èì âåêòîð y

(1)

ñ òàêèì æå ñâîé-

ñòâîì. Åñëè ïðîöåññ ñõîäÿùèéñÿ, òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëåí e

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Êîððåêöèÿ C

0l

ïðîèçâîäèòñÿ ïî óðàâíåíèþ (11) äëÿ óçëîâ íà çàäíåé êðîìêå

x

l

2 L

1

\�

1

. Êàê âèäèì, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðåòåêàíèþ

÷åðåç ãðàíèöó, èìåííî

Z

�


0

((

~

� � x) � n)V

l

(x) dS � ((

~

� � x

l

) � n):

Èñïîëüçóåì (11) êàê �îðìóëó äëÿ ðàñ÷�åòà ïðàâîé ÷àñòè ïî òåêóùåìó ïðèáëè-

æåíèþ �

0

(x). Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ïåðåòåêàíèÿ ÷åðåç

L

1

â òî÷êàõ çàäíåé êðîìêè. Óñëîâèå íà çàäíåé êðîìêå ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì,

åñëè äå�åêò

d

l

=

X

T3l

X

j2T

�

0j

g

ljT

� ((

~

� � x

l

) � n)S

l

=3

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

jd

l

j < � (15)

äëÿ âñåõ óçëîâ íà çàäíåé êðîìêå, ãäå � � çàäàííàÿ òî÷íîñòü. S

l

� ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêîâ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå ãðàíèöû è ñîäåðæàùèõ âåðøèíó x

l

. Âíåø-

íþþ íîðìàëü n â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñðåäíþþ íîð-

ìàëü âñåõ ïðèìûêàþùèõ òðåóãîëüíèêîâ

n =

1

S

l

X

K3l

n

K

S

K

; S

l

=

X

K3l

S

K

:
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Åñëè (15) íå âûïîëíÿòñÿ � ïîäïðàâèì çíà÷åíèå C

0l

. Äå�åêò ñêîðîñòè ïî

íîðìàëè ê ïåëåíå â óçëå íà çàäíåé êðîìêå ðàâåí

u

n

= 3

d

l

S

l

: (16)

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè u

�

= C

0l

=(�R

l

), R

l

� ðàññòîÿíèå îò

x

l

äî îñè âåíöà. Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà íîðìàëü åñòü u

�

(t

l

�n), ãäå t

l

� åäèíè÷íûé

âåêòîð, êîòîðûé, áóäó÷è ïîìåùåí â òî÷êó x

l

, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

íà îñè âåíöà, îêðóæíîñòü ëåæèò â íîðìàëüíîé îñè âåíöà ïëîñêîñòè. Ó÷èòûâàÿ

âûøåñêàçàííîå, ìîæíî ïîëîæèòü

C

(k)

0l

= C

(k�1)

0l

+ hÆ

l

Æ

l

= u

n

�R

l

(t

l

� n)

;

h > 0 � ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð.

Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ïåðåòåêàíèÿ â óçëàõ íà ïåëåíå çà êðîì-

êîé ïîçâîëÿåò ñêîððåêòèðîâàòü ïîëîæåíèå ïåëåíû. �àññìîòðèì óçåë x

l

2 L

1

.

Âûøå ïî ïîòîêó íà ïåëåíå èìååòñÿ óçåë x

k

. Â x

l

ñêîðîñòü âäîëü ïîâåðõíîñòè ïå-

ëåíû îáîçíà÷èì u

�

� îíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ x

l

;x

k

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óêàçàííûå òî÷êè ëåæàò âäîëü ëèíèè òîêà íà ïåëåíå. Íîð-

ìàëüíàÿ ê ïåëåíå ñêîðîñòü u

n

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (16). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òîáû ñìåñòèòü x

l

â x

0

l

òàê, ÷òîáû òàíãåíñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè x

l

� x

k

è x

0

l

� x

k

ðàâíÿëñÿ u

n

= ju

�

j, òî åñòü ñîâìåñòèòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà íà ïåëåíå

x

0

l

� x

k

ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè u

�

+ u

n

n.

Ïîñòðîèì x

0

l

ïîâîðîòîì òî÷êè x

l

âîêðóã îñè âåíöà. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèå

ðàññìîòðåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ äëÿ äóãè îêðóæíîñòè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ

òî÷êàìè.

a =

u

n

jx

l

� x

k

j

ju

�

j sin� + u

n

os �

;

ãäå os � = (t

l

� n).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîððåêöèè ïåëåíû òî÷êó x

l

íóæíî ïîâåðíóòü íà óãîë

a=R

l

âîêðóã îñè âåíöà.

3. �àñ÷�åòíûå àñïåêòû

Èòàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ î ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè ÷åðåç âåíåö

ëîïàñòåé â îãðàíè÷åííîé ïî ðàçìàõó îáëàñòè òðåáóåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäó-

ðà. Îò øàãà ê øàãó èçìåíÿåòñÿ ðàñ÷�åòíàÿ îáëàñòü, ÷òî îòðàæàåòñÿ â âåëè÷èíàõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû â ñèëó èçìåíåíèÿ íîñè-

òåëåé áàçèñíûõ �óíêöèé V

l

(x). Èçìåíÿþòñÿ âåëè÷èíû ðàçðûâà ïîòåíöèàëà íà

ïåëåíå (ïðàâàÿ ÷àñòü).

Ïåðâîå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. Å�å ñà-

ìó ñëåäóåò ðåøàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Îñíîâíîé àðãóìåíò � èòåðàöèé äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåáóåòñÿ òåì ìåíüøå,
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÷åì òî÷íåå çàäàíî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå: òàêîâûì åñòåñòâåííî âçÿòü ïîëó÷åí-

íûé ïîñëåäíèì ðåçóëüòàò ¾âíåøíèõ¿ èòåðàöèé. Åñëè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

ðåøåíèÿ çàäà÷è ñõîäèòñÿ, òî êîëè÷åñòâî ¾âíóòðåííèõ¿ èòåðàöèé äëÿ ÷àñòíîé

çàäà÷è äîëæíî ïàäàòü äî îäíîé èòåðàöèè íà ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì îñòàíîâà ¾âíåøíåãî¿ ïðîöåññà. Ñòàöèîíàðíûå ìåòîäû ðå-

øåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì íå èñïîëüçóþò òàêîãî ðîäà ¾àïðèîðíóþ¿ èí�îðìà-

öèþ: âðåìÿ èõ ðàáîòû �èêñèðîâàíî è çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñèñòåìû è øèðèíû

(ïîëó)ëåíòû. Äðóãèì àðãóìåíòîì ñëóæàò ìåíüøèå çàòðàòû ìàøèííîé ïàìÿòè.

Èòåðàöèîííûé ìåòîä òðåáóåò õðàíåíèÿ òîëüêî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû;

ñòàöèîíàðíûé � (ïîðÿäîê ñèñòåìû � øèðèíà (ïîëó)ëåíòû) ýëåìåíòîâ. Âòîðîé

ñîìíîæèòåëü çàâèñèò îò íóìåðàöèè óçëîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè. Ïðèìåíÿþòñÿ

ðàçëè÷íûå ïðîöåäóðû ïåðåíóìåðàöèè, ïðåäâàðÿþùèå �îðìèðîâàíèå ìàòðèöû,

óìåíüøàþùèå øèðèíó (ïîëó)ëåíòû. Ïðîñòðàíñòâåííîñòü è íàëè÷èå ïåðèîäè-

÷åñêèõ ãðàíèö â ðàñ÷�åòíîé îáëàñòè, êîãäà ðàçíåñåííûå â ïðîñòðàíñòâå óçëû

âçàèìîäåéñòâóþò, âåäóò ê á�îëüøèì ïîòåðÿì ïàìÿòè.

Âòîðîå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ðàñ÷�åòó ðàçðûâà è ïîëîæåíèÿ ïåëåíû.

�àñ÷�åòû ïîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíû ðàçðûâà ïîòåíöèàëà, îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç

óñëîâèå Æóêîâñêîãî-Êóòòà íà çàäíåé êðîìêå, ñõîäÿòñÿ áûñòðî, õàðàêòåð ñõî-

äèìîñòè ìîíîòîííûé. Âû÷èñëåííîå òàê ðàñïðåäåëåíèå öèðêóëÿöèè ïî ðàçìàõó

ëîïàñòè îïðåäåëÿåò îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ëîïàñòè.

Ñëåäóþùèì ïî çíà÷èìîñòè âêëàä âíîñèòñÿ ó÷�åòîì ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ ñõîäà

ïîòîêà ïóò�åì ïîäñòðîéêè ïîëîæåíèÿ ïåëåíû. Êîíå÷íî, â ïðîöåññå ïîäñòðîé-

êè ìåíÿþòñÿ è âåëè÷èíû ðàçðûâîâ ïîòåíöèàëà. Âëèÿíèå íà âåíåö äàëüíåéøåé

ýâîëþöèè ïåëåíû âíèç ïî ïîòîêó î÷åíü áûñòðî (íà ïîðÿäêè) ïàäàåò.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïåëåíà íåóñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé,

ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ å�å ïîëîæåíèÿ è �îðìû ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-

íîé. Òðåáóåòñÿ êàêîãî-ëèáî ðîäà ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîöåññà ïîäñòðîéêè ïîëîæå-

íèÿ ïåëåíû. Íàìè èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ìîíîòîííîñòè èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ

óçëîâ ïî âûñîòå íà êàæäîì øàãå. Ïîòåðÿ òî÷íîñòè ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò ïîðÿ-

äîê ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ íà òâ�åðäûõ ñòåíêàõ: åñëè íà ñòåíêàõ (è âíóòðè

îáëàñòè) óðàâíåíèå âèäà (11) âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10

�5

, òî íà ïåëåíå îíà

íà ïîðÿäîê íèæå. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ñ ïîäñòðîéêîé íåìîíîòîííûé

è òðåáóåò â íåñêîëüêî ðàç áîëüøåãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, ÷åì ïðîöåññ ïîäáîðà

âåëè÷èí ðàçðûâà ïîòåíöèàëà. Óäîáíà ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ îðãàíèçàöèè èòåðà-

öèîííîãî ïðîöåññà: âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà âûáèðàòü ðÿä óçëîâ ïî ðàçìàõó

íà ïåëåíå ñ ìàêñèìàëüíûì ïåðåòåêàíèåì è äëÿ ýòîãî ðÿäà ïðîâîäèòü íåîáõî-

äèìûå èçìåíåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, â íà÷àëå ïðîöåññà ìàêñèìàëüíîå ïåðåòåêàíèå

íàáëþäàåòñÿ íà êðîìêå (âûñòðàèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå öèðêóëÿöèè), çàòåì â

ïåðâîì ðÿäó çà êðîìêîé (âûñòðàèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå óãëîâ ñõîäà ïîòîêà) è

òàê äàëåå.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåñæèìàåìîå òå÷åíèå ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåí-

íûé îñåâîé âåíåö, ëîïàñòè êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòè âèíòîâûõ ïîâåðõíî-

ñòåé òàêèõ, ÷òî òå÷åíèå ñî ñêîðîñòüþ u = u

0

+ ~! � x ÷åðåç âåíåö ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíûì, u

0

íàïðàâëåí âäîëü îñè âåíöà. Ëîïàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê fr

0

� r � r

1

; � + �n � � �  + �ng â êîîðäèíàòàõ (r; �), ãäå � �
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óãîë â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè, � � óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè ëîïàñòÿìè, n �

ïîðÿäêîâûé íîìåð ëîïàñòè. Âäîëü îñè âåíöà ëîïàñòü îãðàíè÷åíà êîîðäèíàòàìè

x =

�

2

(r

1

� r

0

) tg�. Ìû áðàëè  = 0; 19635, � = �=6, r

0

= 1, r

1

= 2, ÷èñëî

ëîïàñòåé � N = 8; 12; 16, Ïðè ýòîì ãóñòîòà íà ñðåäíåì ðàäèóñå ñîñòàâëÿëà

� = 1; 0; 1; 5; 2; 0. Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷�åòîâ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [12℄, â êîòîðîé ïðèìåí�åí ìåòîä

äèñêðåòíûõ âèõðåé. Çäåñü äëÿ ðàñ÷�åòîâ óãîë àòàêè çàäàâàëñÿ ðàâíûì �=6 íà

ñðåäíåì ðàäèóñå.

Íà ðèñ.3 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé âäîëü õîðäû äëÿ ðàçíûõ

ðàäèóñîâ ïî âûñîòå (ñêîðîñòè íà çàäíåé êðîìêå óáûâàþò ñ ðîñòîì ðàäèóñà).

Íà ðèñ.4 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà íîðìàëüíîé ñèëû â

çàâèñèìîñòè îò óãëà àòàêè íà ñðåäíåì ðàäèóñå. Óãîë àòàêè ìåíÿëñÿ âñëåäñòâèå

èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. Êàê âèäíî èç ãðà�èêà, âñå òî÷êè ëåæàò

íà ïðÿìîé C

n

= C

�

n

�.

Àíàëèçèðóÿ ýòîò æå ðèñóíîê, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âëèÿ-

íèå �îðìû âèõðåâîé ïåëåíû íà èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ëîïàñòè íåâåëèêî

� êîý��èöèåíò íàãðóçêè ëèíåéíî çàâèñèò îò óãëà àòàêè. Òåì íå ìåíåå è çäåñü

ìîæíî ïðîñëåäèòü âëèÿíèå âèõðåâîé ïåëåíû (âòîðè÷íîå òå÷åíèå). �àññ÷èòàåì

ïîëîæåíèå âèõðåâîé ïåëåíû è çàìåíèì ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çà

âåíöîì íà óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ (ñòåíêà). �åøèâ çàäà÷ó, ïîëó÷èì íåêîå òå÷å-

íèå â ñèñòåìå êàíàëîâ çàäàííîé �îðìû. Çàòåì ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ ðå-

øåíèé. Îíà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òå÷åíèå, îáóñëîâëåííîå ñòàöèîíàðíîé âèõðåâîé

ñèñòåìîé. Íà ðèñ.5 èëëþñòðèðîâàíî âòîðè÷íîå òå÷åíèå â òð�åõ ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè âåíöà ñå÷åíèÿõ. Ïåðâîå ñîäåðæèò çàäíèå êðîìêè,

ïîñëåäóþùèå ðàñïîëîæåíû íèæå ïî òå÷åíèþ íà ðàññòîÿíèè 5% è 10% õîðäû.

Ñëåâà ïîêàçàíû ïîëÿ íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé â ïëîñêîñòè ñå÷åíèé, ñïðàâà �

èçîëèíèè îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ïîðÿäîê ñêîðîñòè ó çàäíåé êðîìêè åñòü

åäèíèöà (ðèñ.3), ïîýòîìó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàçíèöà â ñêîðîñòÿõ äâóõ òå-

÷åíèé ñîñòàâëÿåò â äàííîì ñëó÷àå � 0; 5%.

�àññìîòðèì òå÷åíèå â ðåø�åòêå òåëåñíûõ ïðî�èëåé. Íà ðèñ.6 ïðèâåäåíû ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé íà ëîïàñòè ïðè ñòàöèîíàðíîì îáòåêàíèè íåïîäâèæíîãî

îñåâîãî âåíöà. Êîëè÷åñòâî ëîïàñòåé N = 8. Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïðî�èëÿ

T = 0; 1 îò âåëè÷èíû õîðäû. �óñòîòà ðåø�åòêè íà ñðåäíåì ðàäèóñå � = 1. Âûñîòà

ëîïàñòåé ðàâíà âåëè÷èíå õîðäû. Óãîë óñòàíîâêè � = 60

Æ

. (1) � ñêîðîñòè íà âòóë-

êå, (2) � íà ñðåäíåì ðàäèóñå, (3) � íà âíåøíåì îáâîäå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ òî÷êàìè

ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïëîñêîé ðåø�åòêå. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,

èìååò ìåñòî íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ ïî

âûñîòå ëîïàñòè.

4. Ñõîäèìîñòü

Çäåñü ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ�åííîãî ðåøåíèÿ òð�åõìåðíîé çà-

äà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Èçâåñòíî (Ñì., íàïðèìåð, [13℄ ãë. IV), ÷òî (îáîáù�åííîå) ðåøåíèå äàííîé çà-
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äà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåë�åííîãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî (ëîêàëü-

íî) èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé, ïîýòîìó åãî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, áàçèñíûìè �óíêöèÿìè êîòîðûõ

ìîãóò áûòü, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî-ëèíåéíûå. Ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ â êàæäîì

èç êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �èòöà, ñõîäÿ-

ùóþñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ê ðåøåíèþ. Ìåòîä Áóáíîâà-�àë�åðêèíà îêàçûâà-

åòñÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �èòöà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ �óíê-

öèé, îïðåäåë�åííûõ íà ñåòêàõ äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷�åòíîé îáëàñòè. Äåéñòâîâàòü

áóäåì â äóõå òåîðåìû ñõîäèìîñòè [14℄. Ïëþñû: âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ èçó÷àòü

ñâîéñòâà ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùèõ íà êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé, âî-âòîðûõ, èìååì â âèäó îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå îáîá-

ùåíèå íà íåëèíåéíûå çàäà÷è (íàïðèìåð, òå÷åíèå ãàçà), òàê êàê ïðè íàëè÷èè ó

ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ.

�àññìîòðèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî �
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ãäå S

i

� ïëîùàäü ãðàíè, ëåæàùåé íàïðîòèâ âåðøèíû ñ íîìåðîì i, n

i

� å�å âíåø-

íÿÿ íîðìàëü.

Çàâåðøèì ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

j 

i

j �

X

T3i

 

1

2

X

j2T

kD

j

k

2

jx

j

� x

i

j

2

jrV

j

j

!

S

i

3

�

�

1

2

sup

x2


kD k

2

a

2

max

1

h

min

X

T3i

S

i

�

1

2

sup

x2


kD k

2

a

2

max

h

min
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a

2
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a
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� íàèáîëüøàÿ äëèíà ðåáðà òåòðàýäðà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè, h
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� íàèìåíü-

øàÿ âûñîòà òåòðàýäðà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè, !

iT

� òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì èç

âåðøèíû ñ íîìåðîì i âèäíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ãðàíü òåòðàýäðà T .

P

T3i

!

iT

� 4�.

Îêîí÷àòåëüíî
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1
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i2f1;:::;Ng

j 

i

j � 2� sup
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kD k

2

a

4
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h
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: (17)

Äëÿ îøèáêè z

i

= �

i

� u

i

ñõåìà èìååò âèä

X

T3i

X

j2T

z

j

(rV

i

� rV

j
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T

= � 

i

i 2 f1; : : : ; Ng:

Â îïåðàòîðíîì âèäå

A

(N)

~

Z = �

~

	:
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(N)

, ðàññìàòðèâàåìûé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

R

N

nfeg, ãäå e = (1; : : : ; 1)

T

2 R

N

, ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

ìàòðèöà A

(N)

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî

~

� 2 R

3

,

~

� 6= 0
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~

� �

~
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~
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N

X
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�

i

X

T3i
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j
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� 0;
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=

P

j2T

�

j

rV
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� ãðàäèåíò êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè, çàäàííîé óçëîâûìè

çíà÷åíèÿìè �

i

, i 2 f1; : : : ; Ng. ×òîáû ñäåëàòü âûâîä î íåâûðîæäåííîñòè ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà A

(N)

, îïðåäåë�åííîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâå R

N

nfeg, äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî åñëè ó âåêòîðà

~

� íå âñå êîìïîíåíòû îäèíàêîâû, òî â ðàçáèåíèè

îáëàñòè ñóùåñòâóþò òåòðàýäðû, äëÿ êîòîðûõ

~

�

T

6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåñòðî-

ãîå íåðàâåíñòâî íóæíî çàìåíèòü ñòðîãèì íà R

N

nfeg, îïåðàòîð � ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë�åí.

�àññìîòðèì ïîâåäåíèå îøèáêè â ðàâíîìåðíîé íîðìå.
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Èëè
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N
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1

: (18)

Îöåíèì Æ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå
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�

:
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g
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åñòü ìàòðèöà ïåðåâîäà ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè

óçëîâ â ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ â ýëåìåíòå T , ñèìâîëè÷åñêè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

m

T ij
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T
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P
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Äàëåå ïóñòü i
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Èòàê, ñëåäóÿ íåðàâåíñòâàì (19), (20), â (18) ìîæíî ïðèíÿòü

Æ =

1

4N � a

2
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T
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: (21)

Îöåíèì ñíèçó îáú�åì òåòðàýäðà.
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Ââåä�åì íîðìó k � k
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: (23)

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ñ ïîðÿäêîì 2 ïî øàãó ñåòêè â äàííîé íîðìå (â ïðåä-

ïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè kD k

2

).

Ââåä�åííàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ �óíêöèé. Å�å

íåâûðîæäåííîñòü (â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ �óíêöèé ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå lim

N!1







~

Z

N







N

= 0 âëå÷�åò lim

N!1

~

Z

N

= 0) îáåñïå÷èâàåò

ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííîé ñ íåé íîðìû â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ èñõîäíîé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è.
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Ñèòóàöèÿ ñòàíåò áîëåå ÿñíîé, êîãäà ìû íîðìèðóåì áàçèñíûå �óíêöèè

~

V

i

(x) = NV

i

(x), i 2 1; : : : ; N . Ñèñòåìà íîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî ìèíèìàëüíîé [15℄. Ïðèáëèæ�åííîå ðåøåíèå èùåì â âèäå

~

�(x) =

X

i=1

N

~

�

i

~

V

i

(x). Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîå çíà÷åíèå u
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� N

~

�

i

, è, êàê ëåãêî

óáåäèòüñÿ, îöåíêà äëÿ

~

	 ñîâïàäàåò ñ (17). Äëÿ îøèáêè îïðåäåëåíèÿ êîý��èöè-

åíòîâ ~z

i

=

~

�

i

�

u

i

N

ïîëó÷èì

N

2

A

(N)

~

~

Z = �

~

	;

ãäå A

(N)

� ìàòðèöà, ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå. Ïðîâåäÿ â òî÷íîñòè òå æå ðàññó-

æäåíèÿ, ïîëó÷èì äëÿ îøèáêè îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííûõ êîý��èöèåíòîâ

~

~

Z

îöåíêó (23) óæå â ðàâíîìåðíîé (k � k

1

) íîðìå.

Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê àêòóàëüíîìó ñëó÷àþ íåîãðàíè÷åí-

íîãî ðåøåíèÿ. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ

òî÷åê, òàêèõ êàê îñòðàÿ ïåðåäíÿÿ êðîìêà â ñëó÷àå ðåø�åòîê ëîïàñòåé, èçâåñòíî.

�åøåíèå âåä�åò ñåáÿ êàê �

1

r

, r � ðàññòîÿíèå äî îñîáîé òî÷êè, âòîðûå ïðîèçâîä-

íûå � êàê �

1

r

3

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ìîæíî îöåíèòü êîëè÷åñòâî óçëîâ

ñåòêè

Vol




�a

3

max

� N � 2

6

� 3 �

Vol




�h

3

min

;

ãäå Vol




� îáú�åì âñåé îáëàñòè, ìîæíî óñèëèòü íîðìèðîâêó èñõîäíûõ áàçèñíûõ

�óíêöèé, äîìíîæèâ èõ íà N

3=2

, è ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü êîý��èöèåíòîâ ïðè-

áëèæ�åííîãî ðåøåíèÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå âî âñåé îáëàñòè.

5. Çàêëþ÷åíèå

�àññìîòðåíà çàäà÷à ïðîñòðàíñòâåííîãî îáòåêàíèÿ ðåø�åòêè ñòàöèîíàðíûì ïîòî-

êîì ñ ó÷�åòîì âëèÿíèÿ âèõðåâîé ïåëåíû. Òå÷åíèå ïðåäïîëàãàëîñü ïîòåíöèàëü-

íûì. Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â êîòîðîé âèõðåâàÿ ïåëåíà òðàêòóåòñÿ êàê

ïîâåðõíîñòü êîíòàêòíîãî ðàçðûâà ïîëÿ ñêîðîñòåé è ðåàëèçîâàíà èòåðàöèîííàÿ

ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðûâà ïîòåíöèàëà íà çàäíåé êðîìêå è

ïîëîæåíèÿ âèõðåâîé ïåëåíû. �àñ÷�åòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-

ñòåé íà ïîâåðõíîñòè ëîïàñòåé è èõ àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â ïåðâóþ

î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì öèðêóëÿöèè âäîëü ðàçìàõà ëîïàñòè, óã-

ëîì âûõîäà ïîòîêà � âî âòîðóþ, è â ìåíüøåé ñòåïåíè äàëüíåéøåé ýâîëþöèåé

ïåëåíû.

Èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, áàçèñîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè, îïðåäåë�åííûå íà òåòðàýäðàõ ðàçáèåíèÿ ðàñ÷�åòíîé

îáëàñòè.

Êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïîäòâåðæäåíà ñðàâíå-

íèåì ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè.
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