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al model of oxalates 
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equation is builded and its properties are studied. Numeri
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Ââåäåíèå

Êðèñòàëëèçàöèÿ � îäèí èç âàæíåéøèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïðèðîäå. Äèñ-

ïåðñíàÿ �àçà ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ ïóòåì �àçîâîãî ïåðåõîäà èç ëþáîãî íåóïî-

ðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ: èç ïàðîâ, ðàñòâîðîâ, ðàñïëàâîâ è ò.ä. Ïðîöåññ êðèñòàë-

ëèçàöèè âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà, íåçàâèñèìî îò òîãî, èäåò ëè êðè-

ñòàëëèçàöèÿ â ãàçîâîé, æèäêîé èëè òâåðäîé �àçå. Ïåðâûé ýòàï � ýòî âîçíèê-

íîâåíèå ñóáìèêðîñêîïè÷åñêîãî çàðîäûøà êðèñòàëëè÷åñêîé �àçû, ñïîñîáíîãî ê

äàëüíåéøåìó ðîñòó. Âòîðîé ýòàï � äàëüíåéøèé ðîñò ýòîãî çàðîäûøà. Âåðîÿò-

íîñòü îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøåé çàâèñèò îò ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ (èëè ïåðåîõëà-

æäåíèÿ): åñëè ýòà ñòåïåíü íåçíà÷èòåëüíà, òî âåðîÿòíîñòü çàðîæäåíèÿ íîâîé

�àçû ìîæåò áûòü êðàéíå ìàëîé, ò.å. ïðàêòè÷åñêè çàðîæäåíèå íå íà÷íåòñÿ.

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè êðèñòàëëèçàöèè îêñàëàòà êàëüöèÿ èç ñèëüíî ïå-

ðåñûùåííûõ ðàñòâîðîâ âûäåëÿþòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìîíîêðèñòàëëû ðàçëè÷-

íîé �îðìû, íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ïî ðàçìåðó. �àñïðåäåëåíèå êðèñòàëëîâ

ïî ðàçìåðó ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì îá îäíîâðåìåííîì ïîÿâëåíèè öåí-

òðîâ êðèñòàëëèçàöèè è èõ �ëóêòóàòèâíîì ðîñòå â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòðàíñòâåííî-îäíî-

ðîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è êðèñòàëëèçàöèè â çàêðûòîé ñèñòåìå. Èçó÷àþòñÿ

íåëèíåéíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïðè çàäàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ

áàëàíñà ìàññû. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è, â êîòîðîé íåëèíåéíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ îò

ïðåäûñòîðèè ðàçâèòèÿ ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè. �àññìîòðåííûå â äàííîé ðà-
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áîòå íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ îñíîâîé ñàìîîðãàíèçàöèè äèñïåðñíîé

òâåðäîé �àçû íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè åå �îðìèðîâàíèÿ.

Â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàþòñÿ ñëîæíûå ìåõàíèçìû ýâîëþöèè äèñ-

ïåðñíîé �àçû, òàêèå êàê îáðàçîâàíèå ìåòàñòàáèëüíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ òâåðäûõ

�àç è ìåäëåííàÿ ýâîëþöèÿ (ñîçðåâàíèå) ÷àñòèö òâåðäîé �àçû â êîíöå ïðî-

öåññà. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿþò îáúÿñíèòü

ìåõàíèçì ýòèõ ïðåâðàùåíèé è îïðåäåëèòü êèíåòèêó ïðîöåññîâ. �àíåå èññëåäî-

âàëèñü ëèíåàðèçîâàííûå ìîäåëè è áûë ðàçâèò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ñîçðåâàíèÿ äèñïåðñíîé �àçû ïðè îáðàçîâàíèè êàïåëü. Â äàííîì

èññëåäîâàíèè óäåëåíî áîëüøåå âíèìàíèå âëèÿíèþ íåëèíåéíîñòè ïðîöåññîâ êðè-

ñòàëëèçàöèè ïðè íàëè÷èè �ëóêòóàöèè ñêîðîñòè ðîñòà ÷àñòèö �àçû äëÿ çàêðû-

òîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ñ èñïîëü-

çîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Ìîäåëü âêëþ÷àåò ñïîíòàííóþ íóêëåà-

öèþ, êèíåòè÷åñêèé ðåæèì ðîñòà ÷àñòèö è áàëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàêðûòîé

ñèñòåìû.

1. Ôèçèêî-õèìè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèñòàëëèçàöèÿ âîçíèêàåò â äèñòàëüíûõ îòäåëàõ íå�ðîíà,

èìåþùèõ îãðàíè÷åííûé îáúåì V , â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñîäåðæèòñÿ îäíîðîä-

íî ïåðåñûùåííûé ðàñòâîð îêñàëàòà êàëüöèÿ. Åñëè êîíöåíòðàöèÿ Q ïðåâûøà-

åò ðàñòâîðèìîñòü ÷àñòèö îêñàëàòà êàëüöèÿ, òî ïðîèñõîäèò çàðîæäåíèå è ðîñò

÷àñòèö òâåðäîé äèñïåðñíîé. Ïðè ïðîòåêàíèè êðèñòàëëèçàöèè ÷àñòî íàáëþäàåò-

ñÿ îáðàçîâàíèå íåñêîëüêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ è àìîð�íîé ìîäè�èêàöèé ÷àñòèö

äèñïåðñíîé òâåðäîé �àçû.

Ïðåíåáðåãàÿ òåïëîì õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ïðèìåì, ÷òî â íå�ðîíå ïîääåð-

æèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà ðàñòâîðà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåøèâàíèå íå

ïðèâîäèò ê ðàñêàëûâàíèþ è àãðåãèðîâàíèþ.

Ìàññîâàÿ êðèñòàëëèçàöèÿ âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ýòàïîâ ïðîöåññà: çàðîæäåíèå

öåíòðîâ êðèñòàëëèçàöèè ÷àñòèö äèñïåðñíîé �àçû (íóêëåàöèÿ), ðîñò è ðàñòâî-

ðåíèå ÷àñòèö.

Ñïîíòàííàÿ íóêëåàöèÿ ïðîòåêàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì - ïðîèñõîäèò îáðàçî-

âàíèå è ðîñò êëàñòåðîâ èç ìîëåêóë ðåàãåíòîâ âïëîòü äî ðàçìåðà, ïðè êîòîðîì

âîçìîæíî âûäåëèòü ãðàíü êðèñòàëëà êàê ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò, îòâåòñòâåííûé

çà ðîñò.

Èíòåíñèâíîñòü ñïîíòàííîé íóêëåàöèè è ñêîðîñòè ðîñòà èëè ðàñòâîðåíèÿ ÷à-

ñòèö äèñïåðñíîé �àçû ñâÿçàíà ñ ïåðåñûùåíèåì ðàñòâîðà è ðàçìåðîì ãðàíè êðè-

ñòàëëà èçâåñòíûìè çàâèñèìîñòÿìè. Ýòè çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþò ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå ïðåäøåñòâóþùåé êèíåòèêè êðèñòàëëèçàöèè íà ïðîöåññ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

ïðèìåðîì íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé ïðè êðèñòàëëèçàöèè â çàêðûòûõ ñèñòåìàõ.
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè èñïîëüçîâàëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü, îñíîâàííàÿ íà �óíêöèè ' ðàñïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëîâ ïî ðàçìåðó (L) âî

âðåìåíè (t). Âñå ìàêðîïàðàìåòðû, òàêèå êàê òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ, ñ÷è-

òàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âñåì îáúåìå ðàñòâîðà. Ýâîëþöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà [1℄:

�'

�t

= �

�('G)

�L

+

�

�L

 

p

�('G)

�L

!

: (1)

Ïðè÷åì L > L

0

, ãäå L

0

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ðàçìåðîì êðè-

ñòàëëà. Ôóíêöèÿ G ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ðîñòà ãðàíè êðèñòàëëà ïà-

ðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå, p � êîý��èöèåíò �ëóêòóàöèè ñêîðîñòè ðîñòà. Îïðåäå-

ëèì ïðåñûùåíèå ðàñòâîðà � ñëåäóþùèì îáðàçîì: �(t) = 
(t)=C

1

, ãäå 
(t) � ýòî

êîíöåíòðàöèÿ, à C

1

� ýòî êîíöåíòðàöèÿ íàñûùåííîãî ðàñòâîðà. Òîãäà

G = �(�

n

� 1); (2)

ãäå � � êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò ñêîðîñòè ðîñòà, n � ïîðÿäîê ðåàêöèè. Óðàâ-

íåíèå (1) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî êðàåâûìè óñëîâèÿìè

lim

L!1

'(L; t) = 0; (3)

êîòîðîå îçíà÷àåò îòñóòñòâèå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ êðèñòàëëîâ. Åãî ìîæíî çàìå-

íèòü óñëîâèåì '(L

1

) = 0. Íà ëåâîì êðàå çàäàåòñÿ óñëîâèå ñìåøàííîãî òèïà:

'(L

0

)G� p

�('(L

0

)G)

�L

= 
(�

m

� 1); (4)

ãäå 
 � êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò, m � ïîðÿäîê ðåàêöèè íóêëåàöèè.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé íåîáõîäèìî äîïîëíèòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì è óðàâíå-

íèåì áàëàíñà. �àññìàòðèâàëñÿ ïðîöåññ ñïîíòàííîé íóêëåàöèè (òî åñòü â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ðàñòâîðå îòñóòñòâóþò êðèñòàëëû), ÷òî âûðàæàåòñÿ

�îðìóëîé '(L; 0) = 0. Óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû îïèñûâàåò ñîõðàíåíèå âåùå-

ñòâà:

M

0

= 
(t)V +

L

1

Z

L

0

'(L; t)L

3

dL: (5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèì.

3. �àçíîñòíàÿ ñõåìà

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåò-

êà ñ øàãîì h ïî ðàçìåðó è t ïî âðåìåíè. Ïåðåíîñ ðåøåíèÿ ñ j-ãî ñëîÿ
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�èñ. 1. Èçîáðàæåíû òðè êðèâûå äëÿ òðåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè (äâå î÷åíü áëèçêè).

íà (j+1)-é îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñòîíåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé, ïîñëå ÷åãî ïðîèñ-

õîäèò ïåðåñ÷åò �óíêöèè G.

�àçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:
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Óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(�+�h+h

2

). Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîãîíêè, êîòîðûé ïðèìåíèì â ñèëó äèà-

ãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ. �àçíîñòíàÿ ñõåìà (6), (7) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî

ïðàâîé ÷àñòè. Ïîñëå ïåðåíîñà ðåøåíèÿ íà (j + 1)-é ñëîé âû÷èñëÿëîñü íîâîå

çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè (à òàêæå G è �). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðîèçâîäèëîñü

ìåòîäîì òðàïåöèé � åãî òî÷íîñòü èìååò ïîðÿäîê O(h

2

), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àï-

ïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ïîâòîðíî

èñïîëüçîâàëîñü äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íà (j + 1)-ì ñëîå. Äàííàÿ ïðîöåäóðà

ïîâòîðÿëàñü �èêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç.

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà â

ñðåäå Borland C++ Builder. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëîâ â ðàçëè÷íûå

ìîìåíòû âðåìåíè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè CaC

2

O

4

â ñîîòâåòñòâèè ñ äàí-

íîé ìîäåëüþ àâòîðàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè, ïðåäñòàâëåí-

íûå íà ðèñ. 2. Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà êðèñòàëëîâ îáðàçóåòñÿ â
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè è ÷èñëà êðèñòàëëîâ îò âðåìåíè.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ðàçìåðà êðèñòàëëîâ îò âðåìåíè.

òå÷åíèå î÷åíü ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè 5 � 10

�4

ñ, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò çíà-

÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ïåðåñûøåíèÿ îò � = 20 äî � = 6. Ïðè äàëüíåéøåì ïðîòå-

êàíèè êðèñòàëëèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ïëàâíîå ñíÿòèå ïåðåñûùåíèÿ ïðè ïîñòîÿí-

íîì ÷èñëå çàðîäûøåé, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íóëüìåðíûì ðîñòîì óæå ñóùåñòâóþùèõ

êðèñòàëëîâ.

Ñîîòâåòñòâåííî ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà îáðàçî-

âàâøèõñÿ êðèñòàëëîâ, ðèñ. 3.

Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñëå ïðîâåäåíèÿ

ðàñ÷åòà â îáúåìå âîññòàíàâëèâàëàñü èñõîäíàÿ êîíöåíòðàöèÿ, êðèñòàëëû, ðàçìåð

êîòîðûõ áûë ìåíüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, èçûìàëèñü è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñ-

ïåðèìåíò ïîâòîðÿëñÿ, íî òåïåðü óæå ñ ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè

íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Äàííûé ïðèåì ñîîòâåòñòâóåò îïîðîæíåíèþ è íàïîëíåíèþ

ïî÷êè.

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà êðèñòàëëà ïðîïîðöèî-

íàëüíî êâàäðàòíîìó êîðíþ îò ÷èñëà èòåðàöèé ýêñïåðèìåíòà. Çàâèñèìîñòü ïðè-

âåäåíà íà ðèñ. 4.
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ðàçìåðà êðèñòàëëîâ îò ÷èñëà èòåðàöèé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Àâòîðàìè áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèè

Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êðèñòàëëîâ. Âîïðîñ î ñóùåñòâî-

âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-(5) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

×èñëåííîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äàííàÿ

ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîöåññ íóêëåàöèè, èçó÷åíèå æå ïðîöåññà ðîñòà êðèñòàëëîâ

ñ ïîìîùüþ äàííîé ìîäåëè çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàñòâî-

ðåííîãî âåùåñòâà ïîãëîùàåòñÿ ïðè íóêëåàöèè è ðîñò êðèñòàëëîâ ïðàêòè÷åñêè

íå íàáëþäàåòñÿ. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìîäåëåé, îïèñûâà-

þùèõ ïðîöåññ ðîñòà êðèñòàëëîâ ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ î ïðîöåññå íóêëåàöèè,

ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîé ñòàòüå.
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