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The method of the global desription of dynami systems on the base of the

performanes lists of DS singular points, invariant to maps of DS state vetor

is onsidered in the paper

Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ãëàäêèõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â �îðìå

�:

dx

dt

= f(x); (1)

ãäå x 2 M 2 R

n

; f 2 R

n

, èìååò íåäîñòàòîê, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ïðè

îòîáðàæåíèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

y = U(x); x = U

�1

(y) (2)

èçìåíÿåòñÿ îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè ñèñòå-

ìû � , íå çàâèñÿùèå îò îòîáðàæåíèÿ y = U(x), åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì è ìîíîòîííûì.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå:

� =

X

i

f

i

�

�x

i

: (3)

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ ïîëåé.

Òî÷êà x

0

íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ, åñëè f(x

0

) = 0; èçîëèðî-

âàííîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè f(x) 6= 0 â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x

0

; íåâûðîæ-

äåííîé (ãèïåðáîëè÷åñêîé) îñîáîé òî÷êîé, åñëè det(f

x

) 6= 0 â òî÷êå x

0

. Ñòåïåíüþ

deg U ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâèëüíîìó çíà÷åíèþ òî÷êè y

íàçûâàåòñÿ ñóììà deg U =

P

i

sgn[det(U(x

i

))℄ ïî òî÷êàì îòîáðàæåíèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùèì óñëîâèþ U(x

i

) = y. Çàäàíèåì åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ n = f=jf j

íà ìíîãîîáðàçèè M 2 R

n

(ïðè óñëîâèè f 6= 0) îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå �àóññà
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n : M ! S

n�1

. Èíäåêñîì èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè x

0

âåêòîðíîãî ïîëÿ

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ �àóññà: ind

x

0

(f) = deg(f j

x=x

0

) [2, 4℄.

Äëÿ ñèñòåìû, çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì (1) ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ x, ñîîòíî-

øåíèå ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ y = U(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

�

�x

�y

�

dy

dt

= f(U

�1

(y)) (4)

èëè â âèäå:

dy

dt

=

�

�(U

�1

(y))

�y

�

�1

f(U

�1

(y)); (5)

òî åñòü âåêòîðíîå ïîëå f(x) îòîáðàæàåòñÿ â âåêòîðíîå ïîëå:

F (y) =

�

�(U

�1

(y))

�y

�

�1

f(U

�1

(y)): (6)

Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x

0

âåêòîðíîãî ïîëÿ f ìîæíî çàïèñàòü âûðàæå-

íèå äëÿ ðîñòêà ïåðâîé ñòåïåíè:

f(x) � f

x

(x� x

0

); (7)

òî åñòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì ñîîòíîøåíèåì:

dx

dt

� f

x

(x� x

0

): (8)

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ y = U(x) â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè x

0

ñïðàâåäëèâî ñî-

îòíîøåíèå:

y(x)� y(x

0

) � U

x

(x� x

0

); (9)

è ñ ó÷åòîì (6):

dy

dt

� U

x

f

x

U

�1

x

(y � U(x

0

)): (10)

Åñëè f

x

6= 0 (âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåâûðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê) è U

x

6= 0

(âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè U) â îêðåñòíîñòè x

0

, òî îñîáîé òî÷êîé

ñèñòåìû (10) ÿâëÿåòñÿ y

0

= U(x

0

). Åñëè ýòà îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàí-

íîé è íåâûðîæäåííîé, òî y

0

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé è äëÿ ñèñòåìû (5).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �:

dx

dt

= Ax (11)

è ïðåîáðàçîâàíèè (2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì:

y = Tx; (12)

òî ñîîòíîøåíèå (10) ïðèìåò âèä:

dy

dt

= (TAT

�1

)y: (13)
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Èíâàðèàíòàìè ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ U ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ �

i

ìàòðèöû U

x

f

x

U

�1

x

; â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñèñòåìû � ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ìàòðèöû T A T

�1

. Äëÿ ÿêîáèàíà f

x

ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü ñèììåòðè÷åñêèå

�óíêöèè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �

i

(�

1

; : : : ; �

n

):

�

0

= 1;

�

1

= �

1

+ �

2

+ ::: + �

n

;

�

2

= �

1

�

2

+ �

2

�

3

+ ::: + �

n�1

�

n

; (14)

: : :

�

n

= �

1

�

2

:::�

n

:

à òàêæå èõ óñðåäíåííûå îöåíêè:

�

�

1

= �

1

n

�1

;

�

�

2

= (�

2

(n!)

�1

(n� 2)!2!)

1=2

;

: : :

�

�

i

= (�

i

(n!)

�1

(n� i)!i!)

1=i

; (15)

: : :

�

�

n

= (�

n

)

1=n

:

Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíîâ âåêòîðíûõ ïîëåé

â îñîáûõ òî÷êàõ, à òàêæå ñèììåòðè÷åñêèå �óíêöèè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

è óñðåäíåííûå îöåíêè ñèììåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè,

èíâàðèàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè � èíâàðèàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçî-

âàíèþ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû � ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê

âåêòîðíûõ ïîëåé. ×èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíà f

x

â îñîáûõ òî÷êàõ

âåêòîðíûõ ïîëåé ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè íàçûâàåòñÿ èí-

äåêñîì Ìîðñà (Morse index) â ýòèõ òî÷êàõ. ßêîáèàíû f

1

x

è f

2

x

ñîïðÿæåíû, åñëè

îíè èìåþò îäèíàêîâûé èíäåêñ; äëÿ ñîïðÿæåííûõ ÿêîáèàíîâ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ìàòðèöà h, ÷òî:

f

2

x

= h f

1

x

h

�1

:

Âûáîðîì ìàòðèöû h ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî f

x

áóäåò ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç

ìàòðèö L

i

(0 � i � n), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñ äèàãîíàëüíûìè åäè-

íè÷íûìè ýëåìåíòàìè è ïåðâûìè i ýëåìåíòîâ êîòîðûõ � îòðèöàòåëüíûå [3℄.

Ñëåäîâàòåëüíî, â îñîáûõ òî÷êàõ ñèñòåìàì � ñ èíäåêñîì i ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ëèíåéíûå ñèñòåìû

�

L

:

dx

dt

= L

i

x;

�îðìàëüíîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: x = A x

0

; ãäå ìàòðèöà

A ðàçìåðíîñòè (n� n) ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ xj

t=0

! xj

t>0

.

Ìàòðèöà A òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç ìàòðèö âèäà:
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�e

�1

: : : 0 0 0 : : : 0

0 �e

�1

: : : 0 0 0 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : �e

�1

0 0 : : : 0

0 0 : : : 0 �e 0 : : : 0

0 0 : : : 0 0 �e : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : 0 0 0 : : : �e

Â ýòèõ ìàòðèöàõ i � äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò èìåþò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå

e

�1

< 1; n� i � äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò èìåþò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå e > 1;

ïðè ÷åòíîì êîëè÷åñòâå îòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò íà äèàãîíàëè ìàòðèöû îðè-

åíòàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ (äåòåðìèíàíò ïîëîæèòåëåí); ïðè íå÷åòíîì �

îðèåíòàöèÿ îòîáðàæåíèÿ îáðàùàåòñÿ (äåòåðìèíàíò îòðèöàòåëåí).

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M 2 R

n

îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå f è åäèíè÷-

íîå âåêòîðíîå ïîëå n = f=jf j(f 6= 0), òî åñòü îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå �àóññà

n : M ! S

n�1

. Åñëè �M � ãðàíèöà M , òî îïðåäåëåíà ñòåïåíü âåêòîðíîãî

ïîëÿ n íà �M : deg nj

�M

[1℄:

deg nj

�M

= (V

n

)

�1

Z

�M

"

ijk:::

"

ab:::

n

a

(�n

b

=�x

j

) (�n



=�x

k

)::: d

n�1

�M

i

;

ãäå: V

n

=

R

�M

"

a

i

�

a

d

n�1

�M

i

; � � åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê d

n�1

�M ;

d

n�1

�M

i

� ïðîåêöèÿ íîðìàëè ê �M íà i-å íàïðàâëåíèå.

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå f íà ìíîãîîáðàçèè M 2 R

n

èìååò m èçîëèðîâàííûõ

îñîáûõ òî÷åê x

1

; : : : ; x

m

, íå ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå �M , è âåêòîðíîå ïîëå íà

�M íàïðàâëåíî íàðóæó, òî deg nj

�M

=

P

i

ind

x

i

(f) (ëåììà Õîï�à). Ñòåïåíü

âåêòîðíîãî ïîëÿ n = f=jf j íà �M(deg nj

�M

) èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê îòî-

áðàæåíèþ: y = U(x).

�àññìîòðèì ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé îáûêíî-

âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

1

dt

= x

2

(x

2

2

� 1);

dx

2

dt

= �x

1

(x

2

1

� 1):

ßêîáèàí âåêòîðíîãî ïîëÿ ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâåí:

0 3x

2

2

� 1

f

x

=

�3x

2

1

+ 1 0

:

Ñïèñîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíà è ñïèñîê èíäåêñîâ âåêòîðíûõ ïîëåé â

îñîáûõ òî÷êàõ:
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i (x

1

; x

2

) �

1

�

2

�

1

�

2

�

�

1

�

�

2

ind(f

i

)

1 (0; 0) 1 �1 0 1 0; 5 1 �1

2 (1; 1) �2 2 0 4 2 2 �1

3 (1;�1) �2 2 0 4 2 2 �1

4 (�1; 1) �2 2 0 4 2 2 �1

5 (�1;�1) �2 2 0 4 2 2 �1

Åñëè âûáðàòü ñ�åðó ñ ðàäèóñîì R = 2 (âñå îñîáûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âíóòðè

ñ�åðû), òî ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñ�åðå, ðàâíàÿ ñóììå èíäåêñîâ âåêòîð-

íîãî ïîëÿ âíóòðè ñ�åðû, ðàâíà -5.

Îòîáðàæåíèå: y

1

= 2x

1

+ x

2

; y

2

= x

1

� 2x

2

ñ ÿêîáèàíîì:

2 1

U

x

=

1 �2

0; 4 0; 2

U

�1

x

=

0; 2 �0; 4

;

îòêóäà:

U

x

f

x

U

�1

x

(y) =

�1; 2(0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

+ 1; 2x

2

2

�0; 6(0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

� 2; 4(0; 2y

1

� 0; 4y

2

)

2

+ 1

=

2; 4(0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

+ 0; 6(0; 2y

1

� 0; 4y2)2 � 1 1; 2(0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

� 1; 2(0; 2y

1

� 0; 4y

2

)

2

:

Ñèñòåìà ïîñëå îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñîîòíîøåíèÿìè:

dy

1

dt

= 2(0; 2y

1

� 0; 4y

2

)((0; 2y

1

� 0; 4y

2

)

2

� 1)� (0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)((0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

� 1);

dy

2

dt

= (0; 2y

1

� 0; 4y

2

)((0; 2y

1

� 0; 4y

2

)

2

� 1) + 2(0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)((0; 4y

1

+ 0; 2y

2

)

2

� 1):

Ñïèñîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíà è ñïèñîê èíäåêñîâ âåêòîðíûõ ïîëåé

â îñîáûõ òî÷êàõ:

i (y

1

; y

2

) �

1

�

2

�

1

�

2

�

�

1

�

�

2

ind(F

i

)

1 (0; 0) 1 �1 0 1 0; 5 1 �1

2 (0; 6;�0; 2) �2 2 0 4 2 2 �1

3 (0; 6; 0; 2) �2 2 0 4 2 2 �1

4 (�0; 6;�0; 2) �2 2 0 4 2 2 �1

5 (�0; 6; 0; 2) �2 2 0 4 2 2 �1

Åñëè âûáðàòü ñ�åðó ñ ðàäèóñîì R = 1 (âñå îñîáûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âíó-

òðè ñ�åðû), òî ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñ�åðå, ðàâíàÿ ñóììå èíäåêñîâ

âåêòîðíîãî ïîëÿ âíóòðè ñ�åðû, ðàâíà -5. Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíîâ âåêòîðíûõ ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ, ñïèñîê èíäåêñîâ
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âåêòîðíûõ ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ, à òàêæå ñóììà èíäåêñîâ âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ íà ñ�åðå, ñîäåðæàùåé âñå îñîáûå òî÷êè, íå èçìåíÿþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè

y

1

= 2x

1

+ x

2

; y

2

= x

1

� 2x

2

; è ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íå

çàâèñÿùèìè îò âûáîðà îïèñàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.
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