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Òhå arti
le 
onsiders the boundary value problem, simulating the pro
ess in


hemi
al rea
tor with the boiling layer of 
atalyst. The 
onditions of existen
e

of stationary solutions are established.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàêòîðîâ èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ âîç-

íèêàþò êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì [1�5℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññ

â ðåàêòîðå ñ êèïÿùèì ñëîåì êàòàëèçàòîðà ïðè ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñêî-

ðîñòü ðåàêöèè ëèíåéíî çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà) ìî-

äåëèðóåòñÿ [2,3℄ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ïî÷òè ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû

íà ïëîñêîñòè
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∂C

∂t
+

∂C

∂x
= α(1 − C),

β
∂θ

∂t
+

∂θ

∂x
= γ(1 − C)eθ − δ(θ − θr),

∂θr

∂t
−

∂θr

∂x
= δ(θ − θr), (x, t) ∈ Π,

(θ − θr)x=0 = 0, C|x=0 = 0, θr|x=1 = θ0,

(C, θ, θr)t=0 çàäàíû.

(1)

Çäåñü Π � ïîëóïîëîñà (0, 1) × (0,∞), C � êîíöåíòðàöèÿ ðåàãèðóþùåãî âåùå-

ñòâà, θ, θr � òåìïåðàòóðû â ðåàêòîðå è õîëîäèëüíèêå, α, β, γ, δ, θ0 � êîíñòàíòû,

èç íèõ ïåðâûå ÷åòûðå ïîëîæèòåëüíû. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ

ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ â òî÷êàõ (0, 0), (1, 0).

Êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ òàêîãî êëàññà â ðàçëè÷íûõ �óíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáñóæäàëàñü â ðÿäå ðàáîò [5�9℄. Â äàííîé ðàáîòå

èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1). Ïîïóò-

íî ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû èç [1℄ äëÿ çàäà÷è (1).
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Ïîäñòàâëÿÿ â (1) C = u0(x), θ = u1(x), θr = u2(x), ïîëó÷èì: u0 = 1 − e−αx
,
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du1

dx
= γeu1−αx − δ(u1 − u2),

du2

dx
= −δ(u1 − u2), x ∈ (0, 1),

u1(0) = u2(0), u2(1) = θ0.

(2)

Ââåäåì ïàðàìåòð ∆ = α + δ/γeθ0 .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (2) è òåì ñàìûì äëÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) íåîáõî-

äèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

ρ =
α

γeθ0

+ e−α > 1 (3)

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

α > γeθ0 > 1,
α + ln ∆

α + δ
>

eδ − 1

δ
, ρ ≤ 1 + δ

(

1 −
1

γeθ0

)

. (4)

Çàìåòèì, ÷òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, (3), ∆ > 1,
à òàêæå âòîðîå íåðàâåíñòâî (4) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç (2) ëåãêî ïîëó÷èòü

e−(u1−u2)d(u1 − u2)

dx
= γeu2−αx ≥ γeθ0−αx.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [0, 1], ïîëó÷èì

1 − eu2(1)−u1(1) ≥ γeθ0
1 − e−α

α
.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà ìåíü-

øå 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (3).

Îòìåòèì, ÷òî èç (2) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

ε = eu1(0)−θ0 > 1, T = u1(1) − u2(1) > 0, u1 − u2 ∈ [0, T ]. (5)

2. Âûïîëíÿÿ â (2) çàìåíó (u1, u2) → (u, v) ïî �îðìóëàì

u = u1 − u2, v = γeu1−αx, (6)

ïîëó÷èì







du

dx
= v,

dv

dx
= v(v − δu − α), v > 0,

u(0) = 0, v(1) = γeθ0−α+T ,
(7)
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ãäå T � ïîñòîÿííàÿ (5). Î÷åâèäíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (7) ýêâèâàëåíòíà, ñ ó÷åòîì

(6), çàäà÷å (2). Äàëåå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (7) ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷å

íà [0, T ] ñ íåèçâåñòíûìè v(u), x(u), T :






dv

du
= v − δu − α,

dx

du
=

1

v
, v > 0,

v(T ) = γeθ0−α+T , x(0) = 0, x(T ) = 1.
(8)

Çàäà÷à (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäêëàññ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ïîêàæåì,

÷òî ïðè óñëîâèÿõ (4) ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî (5) â îáîçíà÷åíèÿõ (6) èìååò âèä

ε =
v(0)

γeθ0

> 1. (9)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ

v(u) = δu + α + δ + γeθ0(ε − ∆)eu
(10)

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ (8) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (9). Ñ ó÷åòîì (10)

ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (8) ïðèíèìàåò âèä

δT + α + δ = γeθ0(∆ + e−α − ε)eT . (11)

Íàëîæèì íà íà÷àëüíóþ êîíñòàíòó (9) äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ∆ < ε <
∆ + e−α. Òîãäà v > 0 è óðàâíåíèå (11) èìååò òî÷íî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êî-

ðåíü T. Ïîäñòàâëÿÿ (10) âî âòîðîå óðàâíåíèå (8), èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [0, u]
è ó÷èòûâàÿ âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (8), ïîëó÷èì

x(u) =

u
∫

0

ds

v(s)
, u ∈ [0, T ]. (12)

Èç âûïîëíåííîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò: ïðè êàæäîì ε ∈ (∆, ∆ + e−α) òðîéêà

T, v(u), x(u), ãäå T = T (ε) � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (11), v(u), x(u)
� �óíêöèè (10), (12), óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñîîòíîøåíèÿì (8), êðîìå, áûòü ìî-

æåò, òðåòüåãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äî-

ñòàòî÷íî ïîêàçàòü: ñóùåñòâóåò ε ∈ (∆, ∆+e−α), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ è ýòî

óñëîâèå.

Ñ ó÷åòîì (12) òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

J(ε) =

T (ε)
∫

0

ds

v(s, ε)
= 1, (13)

ãäå v(u, ε) � �óíêöèÿ (10). Òàê êàê �óíêöèÿ J(ε) íåïðåðûâíà íà [∆, ∆ + e−α),
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü: ïðè óñëîâèÿõ (4) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

J(∆) > 1, lim
ε↑∆+e−α

J(ε) < 1. (14)
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Èìååì

J(∆) =

T (∆)
∫

0

ds

δs + α + δ
=

1

δ
ln

(

1 +
δ

α + δ
T (∆)

)

. (15)

Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò

1 +
δ

α + δ
T0 > eδ, T0 = α + ln ∆. (16)

×èñëî T (∆) � êîðåíü óðàâíåíèÿ (11) ïðè ε = ∆, ÷èñëî T0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷àåìîå èç íåãî îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, îòêóäà ñëåäóåò T (∆) >
T0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (15), (16) ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî (14). Äàëåå, òàê êàê

T (ε) → ∞ ïðè ε ↑ ∆ + e−α, òî

lim
ε↑∆+e−α

J(ε) =

∞
∫

0

ds

v(s, ∆ + e−α)
<

eα

γeθ0

∞
∫

0

ds

es + ∆eα
=

α + ln(e−α + ∆)

α + δ
. (17)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà (4) ëåãêî ïîëó÷èòü: ln(e−α + ∆) ≤ ln(1 + δ) ≤ δ.
Îòñþäà è èç (17) ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî (14). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8). Ïàðàìåòðû ε, T (ε) ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî

èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (11), (13), çàòåì �óíêöèè v(u), x(u) íàõîäÿòñÿ ïî �îð-

ìóëàì (10), (12).
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