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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 5�9 ÓÄÊ 519.715ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÅ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ, ÍÅ ÂÛÂÎÄßÙÅÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÓÞ ÑÈÑÒÅÌÓ ÇÀ Ï�ÅÄÅËÛÊÎÍÓÑÀÀ.Ê. �óöWe study a 
ontrol dinami
 system in IR3 that is symmetri
 with respe
t toLie group G whi
h a
ts simple transitivelly and affinely in IR3 and linear withrespe
t to 
ontrol parameters. The purpose is dis
ription of all 
onvex 
onesin whi
h lies the system traje
tory.ÂâåäåíèåÏóñòü äàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
T∫

0

s(x, u)dt→ infïðè óñëîâèè, ÷òî 



ẋ = f(x, u),
x(0) = a,
x(T ) = b
x ∈ IRn, u ∈ U ⊂ IRr.

(1)Â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè s, f ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî u, ò.å. s(x, u) = S(x) +
Au + a, f(x, u) = F (x) + Bu + b, è ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãî-ãðàííèêîì (èëè âûïóêëûì êîìïàêòîì), òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé[1�3℄:

J [x(·)] =

∫

x(·)

ω → inf (2)ïðè óñëîâèè, ÷òî
ẋ ∈ Kx(t), t ∈ [0, 1], (3)
x(0) = a, x(1) = b, (4)ãäå ω � äè��åðåíöèàëüíàÿ 1-�îðìà íà n-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèX ≈ IRn,

Kx âûïóêëûé êîíóñ â êàæäîé òî÷êå x ∈ X è ëåæàùèé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-ñòâå TxX.Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå u ∈ U â âèäå (1) ñâîäèòñÿ ê óïðàâëåíèþ â �îðìåçàäàíèÿ ñåìåéñòâà âûïóêëûõ êîíóñîâ K = {Kx ⊂ TxX : x ∈ X}.
© 2002 À.Ê. �óöE-mail: guts�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ (ïðîåêò � 01-01-00303).



6 À.Ê. �óö. Ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå...1. Ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå�ðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè X, åñëè êàæäîìó g ∈ G ñîîòâåòñòâóåòäè��åîìîð�èçì α(g) : X → X òàêîé, ÷òî ïðîèçâåäåíèþ gh îòâå÷àåò êîìïî-çèöèÿ α(g) ◦ α(h) äè��åîìîð�èçìîâ, à åäèíèöå e ∈ G � òîæäåñòâåííîå îòîá-ðàæåíèå idX : X → X. Èíà÷å ãîâîðÿ, äåéñòâèå G íà X � ýòî ãîìîìîð�èçì
α : G→ Diff(X).Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (2)�(4) íàçûâàåòñÿ ñèì-ìåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ G

dα(g)x[Kx] = K[α(g)](x) (5)è
α∗(g)[ω[α(g)](x)] = ωx. (6)Çäåñü dα(g)x � äè��åðåíöèàë äè��åîìîð�èçìà α(g) â òî÷êå x ∈ X, à α∗(g)x :

T ∗
[α(g)](x)X → T ∗

xX ñîîòâåòñòâóþùèé êîäè��åðåíöèàë.2. Óïîðÿäî÷åííîå ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèåÏóñòü X è ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ P = {Px ⊂ X : x ∈ X} çàäàåò ïîðÿäîê â X,ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:1) x ∈ Px;2) åñëè y ∈ Px, òî Py ⊂ Px;3) åñëè y 6= x, òî Py 6= Px.Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî X = IRn è ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò ïðîñòîòðàíçèòèâíî íà X. Çà�èêñèðóåì òî÷êó a ∈ X. Òîãäà èìååì äè��åîìîð�èçì
ϕ : G ∼= IRn, (7)

ϕ(g) = [α(g)](a), ϕ(e) = [α(e)](a) = a.Îïðåäåëåíèå 2. Ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G(G-èíâàðèàíòíûé ïîðÿäîê), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîãî g ∈ G

α(g)[Px] = P[α(g)](x). (8)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè P G-èíâàðèàíòíûé ïîðÿäîê íà X, òî S =
ϕ−1(Pa) � ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû G.Êàñàòåëüíûé îáúåêò ê S � ýòî ìíîæåñòâî âèäà L(S) = {ξ ∈ g : ξ =
lim
n→∞

nξn, exp ξn ∈ S}, ãäå g àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G.Êîíòèíãåíöèÿ ìíîæåñòâà Px â òî÷êå x � ýòî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ, êàñà-òåëüíûõ â òî÷êå x ê ãëàäêèì êðèâûì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè x è ëåæàùèì â
Px. Äëÿ êîíòèíãåíöèè èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå: cont(P , x). Èçâåñòíî, ÷òî Kx =
cont(P , x) � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ, ëåæàùèé â TxX.ßñíî,

dϕe[L(S)] = Ka è dϕg[d(lg)e[L(S)]] = dα(g)a[Ka] = Kx, (9)
x = α(g)(a),ãäå lg : G→ G ëåâûé ñäâèã íà g.
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g : exp(IR+)ξ ⊂ S}, ò.å. exp[L(S)] ⊂ S.Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñåìåéñòâî K(P) = {Kx : x ∈ X}, Kx = cont(P , x) âêà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3)�(4).Îïðåäåëåíèå 2. Óïðàâëåíèå K(P) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè P çàäà-åò ïîðÿäîê íà X.Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G, òîî÷åâèäíî, ÷òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî äåé-ñòâèÿ ãðóïïû G.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó èç (9) âûòåêàåò (5).Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïîðÿäîê P , Pa 6= ∅, èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóï-ïû G, òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3)�(4) íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ìíîæå-ñòâà Pa.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 2) â îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà, îïðåäåëåíèÿêîíòèíãåíöèè, �îðìóë (9) è ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Óïîðÿäî÷åííîå à��èííîå óïðàâëåíèåÏóñòü äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà X = IR3 ÿâëÿåòñÿ à��èííûì, ò.å. α : G →
Aff(R3). Ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå α ïîðîæäàåò ïîëíóþ ëåâî-èíâàðèàíòíóþ à��èííóþ ñòðóêòóðó A íà ñàìîé ãðóïïå Ëè G. Äåéñòâèòåëüíî,äè��åîìîð�èçì

φ : G ∼= IR3, ϕ(g) = [α(g)](0, 0, 0) = (x1, x2, x3) = x ∈ IR3,

φ(e) = a = (0, 0, 0)
(10)ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäàíèÿ ãëîáàëüíîé à��èííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà

G, â êîòîðûõ ëåâûå ñäâèãè lh : G→ G, lh(g) = hg èìååò âèä
[lh]

k(g) = [lh]
k(φ−1(x1, x2, x3)) =

3∑

i=1

Lki x
i + Li (k = 1, 2, 3). (11)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê P â IR3 ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì, ò.å. ñîñòîèò èççàìêíóòûõ âûïóêëûõ êîíóñîâ. Òîãäà ìîæíî îòîæäåñòâèòü Px = Kx.Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ïîðÿäîê P èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòî òðàí-çèòèâíîãî à��èííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G, òî K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà(3)�(4) íå âûõîäèò çà ïðåäåëû êîíóñà Ka.Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïèñàòü âñå êîíóñû Ka â IR3, çà êîòîðûå íå âûõîäèò K(P)-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ýâîëþöèîíèðóþùàÿ â IR3. Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-äà÷å êëàññè�èêàöèè è îïèñàíèÿ âñåõ G-èíâàðèàíòíûõ êîíè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ â



8 À.Ê. �óö. Ñèììåòðè÷íîå óïðàâëåíèå...ïðîñòðàíñòâå IR3 îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìûõ1 îäíîñâÿçíûõ 3-ìåðíûõ ãðóïï Ëè,äåéñòâóþùèõ à��èííî è ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà IR3. Òàêîå îïèñàíèå ñîäåðæèò-ñÿ â ðàáîòå [5℄, à êðàòêàÿ �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåéòåîðåìå 1.Òåîðåìà 1. Åñëè G3 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé �åéçåíáåðãà, òîãäà G3 äîïóñêàåòëåâîèíâàðèàíòíûé ýëëèïòè÷åñêèé êîíè÷åñêèé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî ïîëíîéëåâîèíâàðèàíòíîé à��èííîé ñòðóêòóðû A, ñîäåðæàùåé êàíîíè÷åñêèå êîîð-äèíàòû 2-ãî ðîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, X = IR3 äîïóñêàåò G3-èíâàðèàíòíûé ýë-ëèïòè÷åñêèé êîíè÷åñêèé ïîðÿäîê. Ïðè ýòîì à��èííîå ïðîñòî òðàíçèòèâíîåäåéñòâèå α, ñîîòâåòñòâóþùåå à��èííîé ñòðóêòóðå A, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-íûì2 è ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ßìàãó÷è [6℄.4. Óïîðÿäî÷åííîå îäíîðîäíîå à��èííîå óïðàâëåíèåÅñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óïîðÿäî÷åííîå à��èííîå óïðàâëåíèå áûëî íå òîëü-êî ñèììåòðè÷íûì, íî è îäíîðîäíûì, ò.å. ëèáî âíóòðè (Int-îäíîðîäíîñòü), ëè-áî íà ãðàíèöå, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèíû (∂-îäíîðîäíîñòü) êîíóñà Ka, ëèáîâíå Ka ∪K−
a (ext-îäíîðîäíîñòü) 3 äåéñòâîâàëà òðàíçèòèâíî à��èííàÿ ãðóïïà

Aut(P)a ⊂ Aff(IR3), ñîñòîÿùàÿ èç ïîðÿäêîâûõ àâòîìîð�èçìîâ4, òî íåîáõîäèìîíàéòè îïèñàíèå âñåõ îäíîðîäíûõ à��èííûõ ïðè÷èííûõ ïîðÿäêîâ íà 3-ìåðíûõðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè. Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â ñòàòüå [8℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü Aγ � ïîëíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ à��èííàÿ ñòðóêòóðà íà ðàçðåøèìîéãðóïïå Ëè G3, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ñ.Ï.�àâðèëîâà [7℄. Ýòàñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå
αγ â IR3. Â ñòàòüå [7℄ Ñ.Ï.�àâðèëîâ îïèñûâàåò αγ(G3)-èíâàðèàíòíûå ëîðåíöåâûìåòðèêè â IR3. Ïóñòü 〈·, ·〉 � òàêàÿ ìåòðèêà. Êîíóñ Px ⊂ IR3 íàçîâåì ïðè÷èííûì,åñëè ëó÷ èç Px èñõîäèò â íàïðàâëåíèè ξ, ëåæàùåì â �èêñèðîâàííîé ïîëîâèíåêàñàòåëüíîãî êîíóñàKx = {ζ : 〈ζ, ζ〉x ≥ 0}. Ïîðÿäîê P â IR3 íàçûâàåòñÿ à��èííîïðè÷èííûì, åñëè îí ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ïðè÷èííûõ êîíóñîâ
{Px : x ∈ IR3}.Òåîðåìà 2. Ïóñòü P à��èííî ïðè÷èííûé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî à��èííîéñòðóêòóðû �àâðèëîâà Aγ. Òîãäà äëÿ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïËè G3 òèïà I, VI0, VII0 êëàññà I (ñì. [7℄) ïîðÿäîê P ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
Int−, ∂− è ext−îäíîðîäíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëîðåíöåâû ìåòðèêè ïëîñ-êèå. Äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ ãðóïï Ëè ïîðÿäîê P íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì íè âîäíîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëàõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî â ñòàòüå [8℄.1�àçðåøèìîñòü åñòü ñëåäñòâèå äè��åîìîð�íîñòè (7).2Ïðîñòî òðàíçèòèâíîå à��èííîå äåéñòâèå α íà IR3 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ à��èííàÿ ñòðóê-òóðà íà G3 íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè, åñëè α(g) � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ äëÿ ëþáîãî g ∈ T ,ãäå T � ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G3.3Çäåñü K−

a � êîíóñ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé Ka îòíîñèòåëüíî òî÷êè a.4À��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå A : IR3 → IR3 ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì àâòîìîð�èçìîì, åñëè
A(Px) = PA(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ IR3.
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 10�26 ÓÄÊ 519.6ÔÅÉÅ�ÎÂÑÊÈÅ ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÅ Ï�ÎÖÅÑÑÛÄËß ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎ�ÎÏ�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßÈ.È. Åðåìèí, È.Ì. ÑîêîëèíñêàÿIn this arti
le, we 
onsider the Fåjår's methods of solving the intrinsi
 (havinga solution) and non-intrinsi
 (having no solution) linear optimization problemsof 1-st, 2-nd and 3-rd types. The method is based on the redu
tion of mentionedproblems to 
onsistent and in
onsistent systems of linear inequalities. Forthese systems, we 
onstru
t the various variants of Fejerian pro
esses whi
hare 
onverging to a solution or quasi-solution of the linear inequalities system.We dis
uss some aspe
ts 
on
erned to 
onstru
ting of the iterative Fejerianmappings and the iterative sequen
es generated by them.1. ÂâåäåíèåÎñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ÿâëÿ-åòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä. Îí ïîêàçàë ñâîþ ý��åêòèâíîñòü äëÿ çàäà÷ ËÏ ñðåäíåéðàçìåðíîñòè (íåñêîëüêî ñîòåí è äàæå òûñÿ÷ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé), ðåøàå-ìûõ íà k-ïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ ïðè íåáîëüøèõ k, íàïðèìåðïðè k ≤ 10, è äîñòàòî÷íî ìîùíûõ ïðîöåññîðàõ. Ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõçàäà÷ ËÏ (äåñÿòêè è áîëåå òûñÿ÷ ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé) âîçíèêàåò íåîá-õîäèìîñòü èõ ðåøåíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ìàøèíàõ (ïðè çíà÷åíèÿõ äëÿ k �ñîòíè è òûñÿ÷è ïðîöåññîðîâ) íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Îäíàêîîïûò ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò (ýòî ïîäêðåïëÿåòñÿ è òåîðåòè÷åñêèìàíàëèçîì [2℄), ÷òî ý��åêòèâíîñòü êîíå÷íûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ïàäàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà çàäåéñòâîâàííûõ ïðîöåññîðîâ â ñèëó íàðàñòàíèÿ÷èñëà îáìåííûõ îïåðàöèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîðîæäàåò îãðàíè÷åíèÿ íà èñ-ïîëüçîâàíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ËÏ. Îïðåäåëåííûéîïòèìèçì ìîæíî ñâÿçûâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, äàþùèõðåøåíèå êàê ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãåíåðèðóåìîé òåì èëèèíûì èòåðàöèîííûì îïåðàòîðîì. Èçâåñòåí øèðîêèé êëàññ ðåëàêñàöèîííûõ ìå-òîäîâ �åéåðîâñêîãî òèïà [1, 3℄, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè êàíäèäàòàìè äëÿèñïîëüçîâàíèÿ â óêàçàííûõ öåëÿõ. Ôåéåðîâñêèå ìåòîäû îòëè÷àþòñÿ ïðîñòîòîéèòåðàöèè, çàäàâàåìîé �îðìóëüíî, óäîáíû äëÿ ìàññîâîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
© 2002 È.È. Åðåìèí, È.Ì. ÑîêîëèíñêàÿE-mail: ermii�imm.uran.ru, isok�
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 11âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, äàþò âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñ÷åòà ïðè ýâîëþöè-îííîì ñîñòîÿíèè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, ò.å. åå èí�îðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþ-ùåé. Íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë íà ýòîò ñ÷åò èìååòñÿ â [4℄.Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ �åéåðîâñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ ñàêöåíòîì íà íåñîáñòâåííûå çàäà÷è, ïðèìåíèòåëüíî ê êîòîðûì ìåòîä ïðåâðà-ùàåòñÿ â àïïðîêñèìàöèîííî-îïòèìèçàöèîííûé.Â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;Rn
+ := {x ∈ Rn | xT = [x1, . . . , xn ] ≥ 0};

α+ = max {α, 0}, α ∈ R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
x+ = [x+

1 , . . . , x
+
n ]T � ïîëîæèòåëüíàÿ ñðåçêà âåêòîðà x;Arg. . . � îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî âûïèñàííîé âñëåä Arg îïòèìèçàöèîííîéçàäà÷è èëè åå íîìåðà; åñëè ". . ." � ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, òî Arg. . . � ìíîæåñòâîåå ðåøåíèé;arg. . . � êîíêðåòíûé ýëåìåíò èç Arg. . .;opt. . . � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è;

|x| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x ∈ Rn;
F

M
� êëàññ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé;

F̄
M
� êëàññ íåïðåðûâíûõ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé;rankA � ðàíã ìàòðèöû A;

{ϕk(x0)}k � ïðîöåññ (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), ïîðîæäàåìûé îòîáðàæåíèåì
ϕ(x) ∈ {Rn → Rn} ñîãëàñíî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ: xk+1 = ϕ(xk), x0 �íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïðîöåññà.2. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î �åéåðîâñêèõ è ñëàáî �åéåðîâñêèõîòîáðàæåíèÿõ ( [1℄, ãë. II)Ïóñòü ϕ ∈ {Rn → Rn}, M ⊂ R. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ M -�åéåðîâñêèì,åñëè

ϕ(y) = y, |ϕ(x) − y| < |x− y|, ∀ y ∈M, ∀x 6∈M.Êëàññ M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç F
M
. Îòîáðàæåíèå ϕ(·) ∈

{Rn → Rn} íàçûâàåòñÿ ñëàáî M-�åéåðîâñêèì, åñëè â âûøå ïðèâåäåííîì îïðå-äåëåíèè íåðàâåíñòâî "<" çàìåíèòü íà "≤". Íåêîòîðûå ñâîéñòâà �åéåðîâñêèõîòîáðàæåíèé:1. Åñëè ϕ(·) ∈ F
M
è îïåðàòîð ϕ(x) íåïðåðûâåí, ò.å. ϕ(·) ∈ F̄

M
, òî

{ϕk(x0) =: xk}k → x̄ ∈M (1)ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì x0 ∈ Rn.2. Åñëè ϕj(·) ∈ F
Mj
, j = 1, . . . ,m è M0 =

m⋂

j=1

Mj 6= ∅, òî
ϕ(x) :=

m∑

j=1

αjϕj(x) ∈ F
M0
, αj > 0,

m∑

j=1

αj = 1. (2)
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M
.3. Åñëè ϕj(·) ∈ F

Mj
, j = 1, . . . ,m, òî

ϕj1ϕj2 · · ·ϕjm(x) ∈ F
M0
, M0 =

m⋂

j=1

Mj 6= ∅; (3)
(j1, . . . , jm) � ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ {1, . . . ,m}.4. Åñëè F

M
6= ∅, òî M àâòîìàòè÷åñêè âûïóêëî è çàìêíóòî.5. Åñëè ϕ(·) � ñëàáî �åéåðîâñêîå îòîáðàæåíèå ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíîñòè

M 6= ∅, òî ϕα(x) := αx + (1 − α)ϕ(x) ∈ F
M
, α ∈ (0, 1). Â ÷àñòíîñòè, åñëè îòîá-ðàæåíèå ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì, ò.å. |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ |x− y|, ∀x, y ∈ Rn,è M � ìíîæåñòâî åãî òî÷åê íåïîäâèæíîñòè, òî αx+ (1− α)ϕ(x) ∈ F̄

M
. Ïðèìå-ðîì íåðàñøèðÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿíà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ⊂ Rn.Ïðèìåðû M -�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé:

10. Ïóñòü M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn è Pr
M

(x) � îïåðàòîðìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íàM . Òîãäà ϕ(x) := Pr
M

(x) ∈ F̄
M
. Êàê óæå áûëîîòìå÷åíî, ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì.

20. Ïóñòü H = {x | l(x) := (a, x) − α = 0}, a 6= 0 è ϕ(x) = x− λ
l+(x)

‖a‖2
· a,

λ ∈ (0, 2). Òîãäà ϕ(·) ∈ F̄
H
. Îïåðàòîð ϕ(x) ðåàëèçóåò ïðîåêòèðîâàíèå íà H ñðåëàêñàöèåé λ.

30. Ïóñòü P = {x ≥ 0 | l(x) := (a, x) − α ≤ 0}, òîãäà ϕ(x) :=[
x− λ

l+(x)

‖a‖2
a

]+

∈ F̄
P
.

40. Ïóñòü M = {x | l(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j = 1, . . . ,m}, ∀ j : aj 6= 0;
ϕ(x) = x− (λ / δ)

m∑

j=1

l+j (x)aj, δ :=
m∑

j=1

‖aj‖2, λ ∈ (0, 2). Òîãäà:åñëè M 6= ∅, òî ϕ(·) ∈ F̄
M
;åñëè M = ∅, òî ϕ(·) ∈ F

M̃
, M̃ = {x | ▽ d(x) = 0}, ãäå d(x) =

m∑

j=1

l+
2

j (x).
50. Ïóñòü H := {x |Ax = b} è ñòðî÷êè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Òîãäà

ϕ(x) := Pr
H
(x) = x− AT (AAT )−1(b− Ax) (4)è ϕ(·) ∈ F̄

H
. Ôîðìóëà (4) õîðîøî èçâåñòíà èç ëèíåéíîé àëãåáðû.3. Áàçîâûé �åéåðîâñêèé ïðîöåññÅñëè M � ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, òîîòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû �îðìàëüíî ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü îòîáðàæåíèÿ

ϕ(·) ∈ F
M
, íî ñõîäèìîñòü ïðîöåññà {ϕk(x0)}k ãàðàíòèðóåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè

M 6= ∅. Ìû õîòèì âûäåëèòü èç âñåõ ñïîñîáîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ ϕ(·) áàçîâûé ñïî-ñîá, íàöåëåííûé íà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ åãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 13èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ñèòóàöèè íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, ò.å. êîãäà M = ∅.Ïðåäåë æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäåííîé áàçîâûì îòîáðàæåíèåì, äîëæåíäàâàòü êâàçèðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Ýòîò æå ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðèñïîñîáëåíê íàõîæäåíèþ êâàçèðåøåíèé íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ (ïîñðåäñòâîì ñâåäåíèÿçàäà÷è ËÏ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ).Áóäåì èñõîäèòü èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé, à òàêæå îä-íîãî âêëþ÷åíèÿ:
lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j ∈ J≤;

li(x) := (ai, x) − bi = 0, i ∈ J=;

x ∈M0.





(5)Ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàê ñîâìåñòíîé, òàê è íåñîâìåñòíîé. Ìíîæåñòâî M0 ïðåä-ïîëàãàåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì. Ïîëîæèì
ϕ(x) = x− (λ / δ)


∑

j∈J≤

Rjl
+
j (x)aj +

∑

i∈J=

Rili(x)ai


 , (6)

λ ∈ (0, 2), lk(x) = (ak, x) − bk, k ∈ J := J≤ ∪ J=, δ =
∑

k∈J

Rk|ak|2, {Rk > 0}k∈J� ïàðàìåòðû. Ïóñòü
ψ(x) := Pr

M0
ϕ(x), ψα(x) := (1 − α)ψ(x) + αx, (7)

α ∈ (0, 1). Ïîä áàçîâîé êîíñòðóêöèåé �åéåðîâñêîãî îïåðàòîðà è áàçîâûì �åéå-ðîâñêèì ïðîöåññîì áóäåì ïîíèìàòü ψα(x) è
{ψkα(x0)}k, (8)ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâñþäó íèæå x0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïðîöåññà.Ïðîöåññ (8), ïîðîæäàåìûé îïåðàòîðîì ψα(x) ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì

x0 ∈ Rn, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̄, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5)â ñëó÷àå åå ñîâìåñòíîñòè; â ñëó÷àå æå íåñîâìåñòíîñòè x̄ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûìàïïðîêñèìàöèîííûì êâàçèðåøåíèåì. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (8) è ñî-äåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ïðåäåëüíîé òî÷êè ýòîãî ïðîöåññà áóäóò ðàññìîòðåíûíèæå.Ïóñòü d(x) =
∑

J≤

Rjl
+2

j (x) +
∑

J=

Ril
2
i (x), M̃ := Arg min

x∈M0

d(x) 6= ∅, ϕ(x) �ñîãëàñíî (6).Òåîðåìà 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ψα(x) çàäàíî ñîãëàñíî (7) è M̃ 6= ∅. Òîãäà
ψα(·) ∈ F̄

M̃
.Ñëåäñòâèå 1. Òàê êàê ψα(x) íåïðåðûâíî, òî ñîãëàñíî ï. 1 ðàçäåëà 2 ïðî-öåññ (8) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̄ ∈ M̃ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè M = R

n èñèñòåìà (5) ñîâìåñòíà, òî ïðîöåññ (8) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç åå ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïðåäïîøëåì ðÿä ëåìì.
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n, p 6∈ M è p̄ := Pr

M
(p). Òîãäà

(p− p̄, x− p̄) ≤ 0, ∀x ∈M . Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ x è y èç R
n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Pr
M

(x) − Pr
M

(y)| ≤ |x− y|, (9)ò.å. Pr
M

(x) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåðàñòÿæåíèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [1℄, ãë. II ).Ëåììà 3. Ïóñòü Pj := {x | lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0}, aj 6= 0, ϕj(x) =

x− λj
l+j (x)

|aj|2
· aj, λj ∈ (0, 2). Òîãäà ϕj(·) ∈ F

Pj
(ñì. ï. 30 ðàçäåëà 2) è

|ϕj(x) − ϕj(y)| ≤ |x− y| (10)äëÿ ëþáûõ x è y èç R
n. Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Çàìå÷àíèå. Åñëè Pi = {x | li(x) = 0} è ϕ̄i(x) = x − λ

li(x)

|ai|2
aj, òî ñâîéñòâîíåðàñòÿæåíèÿ äëÿ ϕ̄i òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.Ïóñòü M � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn.Ëåììà 4. Îòîáðàæåíèå ψ(x), çàäàííîå ñîãëàñíî ψ(x) := Pr
M
ϕ(x), ϕ(x) �ñîãëàñíî (6), ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåðàñòÿæåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(x) =
∑

j∈J≤

αj

(
x− λ

l+j (x)

|aj|2
· aj
)

+
∑

i∈J=

αi

(
x− λ

li(x)

|ai|2
· ai
)
,ãäå αk =

Rk|ak|2
δ

, δ =
∑

j∈J≤

Rj|aj|2 +
∑

i∈J=

Ri|ai|2, k ∈ J≤ ∪ J= . Ñëåäîâàòåëüíî,
∑

k∈J≤∪J=

αk = 1. Îïèðàÿñü ïîñëåäîâàòåëüíî íà ëåììû 2 è 3, áóäåì èìåòü:
|Pr

M
ϕ(x) − Pr

M
ϕ(y)| ≤ |ϕ(x) − ϕ(y)| =

= |
∑

j∈J≤

αj(ϕj(x) − ϕj(y)) +
∑

i∈J=

αi(ϕ̄i(x) − ϕ̄i(y))| ≤

≤
∑

j∈J≤

αj |ϕj(x) − ϕj(y)| +
∑

i∈J=

αi |ϕ̄i(x) − ϕ̄i(y)| ≤

≤
∑

j∈J≤

αj|x− y| +
∑

i∈J=

αi|x− y| =


∑

j∈J≤

αj +
∑

i∈J=

αi


 |x− y| = |x− y|,÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ϕ(x) = x− (λ / 2δ) ▽ d(x), (11)ãäå d(x) è δ óæå áûëè ââåäåíû, ▽ � ñèìâîë ãðàäèåíòà.Ëåììà 5. Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ è ▽f(x̄) 6= 0.Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α > 0: f(x̄− α▽ f(x̄)) < f(x̄) (èçâåñòíûé �àêòèç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà).Ëåììà 6. Ïóñòü x̄ ∈M0 è M̃ = Arg min

x∈M0

f(x) 6= ∅. Òîãäà
x̄ ∈ M̃ ⇐⇒ Pr

M
(x̄− γ ▽ f(x̄)) = x̄, γ > 0. (12)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì "⇐=", ò.å. äîñòàòî÷íîñòü ïðàâîãî ñîîòíîøåíèÿâ (12). Åñëè ▽d(x̄) = 0, òî x̄ ∈ Arg min

(x)
d(x). Íî òàê êàê x̄ ∈ M0, òî x̄ ∈

Arg min
x∈M0

d(x), ò.å. x̄ ∈ M̃ . Ïóñòü òåïåðü▽d(x̄) 6= 0. Îáîçíà÷èì p := x̄−γ▽f(x̄)).Ïî ëåììå 1: (p−Pr
M

(p), x−Pr
M

(p)) ≤ 0, ∀x ∈M0, èëè (x̄−γ▽f(x̄)− x̄, x− x̄) =
−γ(▽f(x̄), x − x̄) ≤ 0, ∀x ∈ M0. Òàê êàê f(x) âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, òî èç ïîëó-÷åííîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò 0 ≤ (▽f(x̄), x − x̄) ≤ f(x) − (x̄), ∀x ∈ M0, èëè
f(x) ≥ f(x̄), ∀x ∈M0, ò.å. x̄ ∈ Arg min

x∈M0

f(x).Äîêàæåì "=⇒", ò.å. íåîáõîäèìîñòü ïðàâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (12). Åñëè
▽d(x̄) = 0, òî äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì,èáî x̄ ∈ M0. Ïóñòü ▽f(x̄) 6= 0. Òîãäà p := x̄ − γ ▽ f(x̄) 6∈ M0. Åñëè ýòî íå òàê,òî ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1): pα := (1 − x)x̄ + αp = x̄ − αγ ▽ f(x̄) ∈ M0. Íî òîãäàâ ñèëó ëåììû 5 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α: f(pα) < f(x̄). Òàê êàê pα ∈ M0, òîïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̄ ∈ Arg min

x∈M0

f(x). Èòàê, p 6∈M0.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî N := {x | f(x) ≤ f(x̄)}. Òàê êàê M0 ∩ N 0 = ∅
(N 0 := {x | f(x) < f(x̄)), òî ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü
H := {x | (h, x− x̄) = 0} ñ h 6= 0, ðàçäåëÿþùàÿM è N , ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî h � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê N â òî÷êå x̄, ïîýòîìó (h, x− x̄) ≥ 0, ∀x ∈M0. Òàêêàê f(x) � âûïóêëàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, òî h = γ0 ▽ f(x̄), γ0 > 0. Ïðåäûäóùååíåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: ((x̄− γ0 ▽ f(x̄)︸ ︷︷ ︸

p

)− x̄, x− x̄) ≤ 0, ∀x ∈M0.Ïî ëåììå 1: x̄ � ïðîåêöèÿ òî÷êè p íàM0, ò.å. Pr
M0

(x̄−γ0▽f(x̄)) = x̄. Çàìåòèì, ÷òîâûïîëíèìîñòü èëè íåâûïîëíèìîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿâåëè÷èíû γ0 > 0.Ëåììà 6 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ïî ñóùåñòâó, îíî âûòåêàåò èç ëåììû6 è ï. 5 ðàçäåëà 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̄ ∈ M̃ è x 6∈ M . Ñîãëàñíî ëåììå 6:
ψ(x̄) = x̄, à ïîòîìó è ψα(x̄) = x̄ (íàïîìíèì: ψ(x) = Pr

M
ϕ(x), ϕ(x) � ñîãëàñíî (6)).Äàëåå, |ψ(x) − x̄| = |ψ(x) − ψ(x̄)|

ëåììà 4

≤ |x− x̄|. Îòñþäà âûòåêàåò (ñîãëàñíî ï. 5ðàçäåëà 2): |ψα(x) − x̄| < |x− x̄|.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.



16 È.È. Åðåìèí, È.Ì. Ñîêîëèíñêàÿ. Ôåéåðîâñêèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû...Çàìå÷àíèå. ÅñëèM0 := Rn, òî, î÷åâèäíî, ψα(x) = ϕα(x) := (1−α)ϕ(x)+αx,ïðè÷åì ψα(·) ∈ F
M̃
. Íà ñàìîì äåëå óæå ñàìî îòîáðàæåíèå ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ M̃ -�åéåðîâñêèì, ò.å. ϕ(·) ∈ F

M̃
. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ λ′ = λ / 1−α, áóäåì èìåòü:

ϕ(x) = (1 − α) [x− (λ′ / δ) ▽ d(x)]︸ ︷︷ ︸
ϕ0(x)

+αx, ïðè ýòîì λ′ ∈ (0, 2) ïðè α < 1 − λ / 2.Òàê êàê îïåðàòîð ϕ0(x) � íåðàñòÿãèâàþùèé, òî îïÿòü-òàêè â ñèëó ï. 5 ðàçäåëà 2:
ϕ(x) = (1 − α)ϕ0(·) + αx ∈ F

M̃
.4. Ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿÏóñòü

L : max {(c, x) |Ax ≤ b, x ≥ 0} (13)� ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à ËÏ;
L∗ : min {(b, u) |ATu ≥ c, u ≥ 0} (14)� äâîéñòâåííàÿ ê L.Çàäà÷àì L è L∗ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
Ax ≤ b, x ≥ 0 ; (15)1

S : ATu ≥ c, u ≥ 0 ; (15)2

(c, x) = (b, u) , (15)3





(15)íàçûâàåìóþ ñèììåòðè÷åñêîé.Â òåîðèè ËÏ õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé �àêò:
ArgS = ArgL× ArgL∗. (16)Â (16): ArgS � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S.Åñëè

ϕ1(x) ∈ F
M1
, M1 := Arg (15)1;

ϕ2(u) ∈ F
M2
, M2 := Arg (15)2;

ϕ3(x, u) := Pr
H
(x, u), H = Arg (15)3è

ϕ(x, u) := Pr
H
(ϕ+

1 (x), ϕ+
2 (u)), (17)òî ϕ(x, u) ∈ F̄

M̃
, ãäå M̃ = ArgS, ò.å. ϕ(x, u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì �åéåðîâñêèìîòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ArgL× ArgL∗. Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëóï. 1 ðàçäåëà 3):

{ϕk(x0, u0)}k → [ x̄, ū ] ∈ ArgS. (18)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 17×òî êàñàåòñÿ âûáîðà îòîáðàæåíèé ϕ1(x) è ϕ2(x), òî ýòî ìîæíî äåëàòü ðàç-íûìè ñïîñîáàìè, â ÷àñòíîñòè áàçîâûì ñïîñîáîì, èçëîæåííûìè â ðàçäåëå 3, àèìåííî:
ϕ1(x) = x− (λ / δ1)

m∑

j=1

l+j (x)aj,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
m∑

i=1

h+
i (u)hi,

ϕ3(x, u) = [x, u ]T − (c, x) − (b, u)

|c|2 + |b|2 [ c,−b ]T ;





(19)
âûøå {hi} � ñòîëáöû ìàòðèöû A, hi(u) = ci−(hi, u), δ1 =

m∑

j=1

|aj|2, δ2 =
n∑

i=1

|hi|2,
λ ∈ (0, 2), [x, u]T =

[
x
u

], [c,−b]T =

[
c

−b
].Çàìåòèì, ÷òî âèä îòîáðàæåíèé ϕ1(·) è ϕ2(·) áóäåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îòòîãî, â êàêîé �îðìå çàïèñàíà èñõîäíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Åñëè, íàïðèìåð, çàäà÷à L çàäàíà â êàíîíè÷åñêîé �îðìå

min {(c, x) |Ax = b, x ≥ 0}, (20)òî äâîéñòâåííàÿ ê íåé áóäåò èìåòü âèä
max {(b, u) |ATu ≥ 0}, (21)à îòîáðàæåíèÿ ϕ1(·), ϕ2(·) è ϕ(x, u) ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä:

ϕ1(x) = x− (λ / δ1)
m∑

j=1

lj(x)aj,

ϕ2(u) = u− (λ / δ2)
∑

[ (hi, u) − ci ]
+hi,

ϕ3(x, u) = Pr
H
(ϕ1(x), ϕ

+
2 (u)).





(22)Âèä ϕ3(x, u) �îðìóëû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H ñîõðàíÿåòñÿ.Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ â (20) çàïèñàíû â �îðìå ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ïóñòü ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé H1, òî ϕ1(·) ìîæíîñêîíñòðóèðîâàòü, èñõîäÿ èç îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà H1, àíàëîãè÷íî (4):
Pr

H1
(x) = x− AT (AAT ) (b− Ax) (23)(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî rankA = n). Ïîëàãàÿ ϕ1(x) = Pr

H1
(x), çàêëþ÷èòåëüíûéèòåðàöèîííûé îïåðàòîð ϕ(x, u) áóäåò èìåòü òó æå �îðìó, ÷òî è â (22).Ñëó÷àé çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ(x, u) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (20) â �îðìå

ϕ(x, u, v) := Pr
H0

(x, u+, v+), (24)ãäå H0 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû
Ax = b, ATu+ v = c, (c, x) = (b, u), (25)



18 È.È. Åðåìèí, È.Ì. Ñîêîëèíñêàÿ. Ôåéåðîâñêèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû...ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [4℄, ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì ðåøåíèÿçàäà÷ ËÏ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøè-íàõ.5. Áàçîâûé àïïðîêñèìàöèîííî-�åéåðîâñêèé ïðîöåññäëÿ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ 1-ãî ðîäàÅñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à ËÏ íåðàçðåøèìà, ò.å. ïî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ÿâëÿåò-ñÿ íåñîáñòâåííîé, òî åå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿíåñîâìåñòíîé (âåðíî è îáðàòíîå). Äëÿ ýòîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòèïîíÿòèå êâàçèðåøåíèÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ ñèñòåìû S. Ïîÿñíèìýòî äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ çàäà÷è ËÏ â �îðìå
L : max {(c, x) |Ax ≤ b}. (26)Äâîéñòâåííîé ê íåé áóäåò

L∗ : min {(b, u) |ATu = c, u ≥ 0}. (27)Ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé S ÿâëÿåòñÿ
Ax ≤ b, ATu = c, u ≥ 0,

(c, x) = (b, u).
(28)Åñëè L � íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ 1-ãî ðîäà, ò.å.

M := {x |Ax ≤ b} = ∅, M∗ := {u |ATu = c, u ≥ 0} 6= ∅,òî, ââåäÿ
H =

{[
x
u

]
|ATu = c, (c, x) = (b, u)

}
, d(x, u) = |(Ax− b)+|2 + |(−u)+|2,ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü çàäà÷ó

min {d(x, u) |u ∈ H} (29)� êàê àïïðîêñèìàöèîííóþ äëÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû (28).Åñëè [ x̄ū ] ∈ Arg (29), òî x̄ è áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåøåíèåì ñèñòåìû (28),à âìåñòå ñ òåì è êâàçèðåøåíèåì çàäà÷è (26). Åñëè ïîñëåäíÿÿ ðàçðåøèìà, òî
x̄ � îáû÷íîå åå ðåøåíèå. Äëÿ (29) ìîæíî çàïèñàòü �åéåðîâñêîå îòîáðàæåíèåîòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Arg (29) ïî ñòàíäàðòó èç ðàçäåëà 3, íî ïðèìåíèòåëüíîê ñèñòåìå (28):

ϕ(x, u) =

[
x
u

]
− (λ / 2 δ) ▽x,u d(x, u),

ψ(x, u) = Pr
H
ϕ(x, u),
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ψα(x, u) = (1 − α) Ψ(x, u) + α

[
x
u

]
, (30)ãäå λ ∈ (0, 2), δ =

m∑

j=1

|aj|2 +m, α ∈ (0, 1).Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ψα(x, u) ÿâëÿåòñÿ M̃ -�åéåðîâñêèì íåïðåðûâ-íûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî M̃ = Arg (5.4). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ
{ψkα(x0, u0)}kñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó [ x̄ū ], ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ

x̄ � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (26),
ū � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (27).Îïåðàöèÿ Pr

H
(·), �èãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ψ(x, u) è âõîäÿùàÿ, ñëåäî-âàòåëüíî, â �îðìóëó (30), ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (23) ñçàìåíîé ìàòðèöû A íà ìàòðèöó̄

A :=

[
0 AT

cT −bT
]
,à âåêòîð b (èç (23)) � íà [ c0 ].6. Àïïðîêñèìàöèîííî-�åéåðîâñêèé ïðîöåññäëÿ íåñîáñòâåííîé çàäà÷è ËÏ 2-ãî ðîäà�àññìîòðåíèå âîïðîñà ñîîòíåñåì ê çàäà÷àì (26)�(28). Ñèòóàöèÿ íåñîáñòâåííî-ñòè 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî M 6= ∅, M∗ = ∅, ãäå ñìûñë ñèìâîëîâ M è

M∗ òîò æå, ÷òî è â ðàçäåëå 5. Ñèñòåìó (28) ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè:
ATu = c, u ≥ 0; (31)

Ax+ v = b, v ≥ 0, (c, x) = (b, u); (32)âûøå ñèñòåìà Ax ≤ b çàìåíåíà íà Ax + v = b, v ≥ 0 � îáû÷íàÿ ïåðåçàïèñüñèñòåìû íåðàâåíñòâ, åñëè â ýòîì åñòü íåîáõîäèìîñòü. Ïîëîæèì, d(x, u, v) =
|ATu− c|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, H0 � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (32). Â ñèëóïðåäïîëîæåíèÿ î íåïóñòîòå M èìååì: H0 6= ∅. Â ñîãëàñèè ñ áàçîâîé êîíñòðóê-öèåé �åéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ ψα(·) èç ðàçäåëà 3, ðåàëèçîâàííîãî äëÿ ÍÇ ËÏ1-ãî ðîäà â ðàçäåëå 5, ñîîòâåòñòâóþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãîñëó÷àÿ ÍÇ ËÏ 2-ãî ðîäà áóäåò îòîáðàæåíèå

ψα(x, u, v) = Pr
H0

([
x
u
v

]
− (λ / 2δ) ▽x,u,v d(x, u, v)

)
; (33)çäåñü λ ∈ (0, 2), δ =

n∑

i=1

|hi|2 + 2m.



20 È.È. Åðåìèí, È.Ì. Ñîêîëèíñêàÿ. Ôåéåðîâñêèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû...Ïðîöåññ, ïîðîæäåííûé îòîáðàæåíèåì (33), áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåêîòîðîìóâåêòîðó [ x̄, ū, v̄ ]T , ïðè ýòîì x̄ � êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (26), ū � êâàçèðåøåíèåçàäà÷è (27).7. Ôåéåðîâñêèé ïðîöåññ äëÿ ÍÇ ËÏ 3-ãî ðîäàÂ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ 5 è 6 ìû àïåëëèðîâàëè ê íåñîâìåñòíîñòè ñèììåòðè-÷åñêîé ñèñòåìû S, ïîñòàâëåííîé â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé çàäà÷å ËÏ, êîòîðàÿïðåäïîëàãàëàñü ëèáî ÍÇ ËÏ 1-ãî ðîäà, ëèáî 2-ãî. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñóòü,ñîîòíåñåííàÿ ñèñòåìå S, çàêëþ÷àëàñü â �îðìèðîâàíèè åå ñîâìåñòíîé ïîäñè-ñòåìû èç óðàâíåíèé è êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íåâÿçêè d(x) äëÿ îñòàâøèõñÿîãðàíè÷åíèé ýòîé ñèñòåìû. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ íåîäíîçíà÷íà, ÷òî ÿâ-ëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, èáî âî âñÿêîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå,ò.å. â ñëó÷àå êîíêðåòíîãî �îðìàòà çàäà÷è (íàïðèìåð, �îðìàòà òðàíñïîðòíîéçàäà÷è, áëî÷íîãî �îðìàòà è ò.ä.), óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåìûìîæåò áûòü óâÿçàíà ñ ïîòðåáíîñòüþ ïðîñòîé è ý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé ðåàëè-çàöèè èòåðàöèîííîãî øàãà, ïîðîæäàåìîãî èòåðàöèîííûì îïåðàòîðîì. Ê ýòîìóñëåäóåò åùå äîáàâèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå èòîãîâîãî �åéåðîâñêîãî èòåðàöèîííîãîîïåðàòîðà áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà èñõîäíîé çàäà÷è ËÏ. Âñÿêèéðàç ïðè ïîñòðîåíèè íóæíîãî �åéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî âñå ýòîó÷èòûâàòü.Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ÍÇ ËÏ 3-ãî ðîäà âîçüìåì çàäà÷ó ËÏ, åé äâîéñòâåííóþ,è ñèñòåìó S â �îðìàòå (13)�(15).Òàê êàê èòîãîâîå èòåðàöèîííîå îòîáðàæåíèå ψα(·) �îðìèðóåòñÿ èç �ðàãìåí-òîâ ϕ(x), ψ(x) = Pr
M
ϕ(x), à îíè â ñâîþ î÷åðåäü � èç M , d(·) è δ, òî, �îðìèðóÿàíàëîãè îòîáðàæåíèé ψα(·) ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (15), ìû â ðàññìàòðèâàå-ìûõ íèæå âàðèàíòàõ áóäåì ïðèâîäèòü ëèøü âèä ìíîæåñòâàM , �óíêöèè íåâÿç-êè d(·) è ÷èñëà δ.Âàðèàíò 1. M1 :=

{[
x
u

]
| (c, x) = (b, u)

}, d1(x, u) = |(Ax − b)+|2 + |(c −

ATu)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2, δ1 =
m∑

j=1

|aj|2 +
n∑

i=1

|hi|2 +m+ n.Âàðèàíò 2. M2 :=

{[
x
u
v

]
|ATu− v = c, (c, x) = (b, u)

}, d2(x, u, v) = |(Ax −

b)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−v)+|2, δ2 =
m∑

j=1

|aj|2 +m+ 2n.Âàðèàíò 3. M3 :=

{[
x
u
v

]
|Ax− w = b, (c, x) = (b, u)

}, d3(x, u, w) = |(c −

ATu)+|2 + |(−x)+|2 + |(−u)+|2 + |(−w)+|2, δ3 =
n∑

i=1

|hi|2 + 2m+ n.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 21Âàðèàíò 4.M4 := Rn, d4(x, u) = |(Ax−b)+|2+|(c−ATu)+|2+|(−x)+|2+|(−u)+|2,
δ4 =

m∑

j=1

|aj|2 +
n∑

i=1

|hi|2 +m+ n.Ïîñëåäíèé âàðèàíò ãîäèòñÿ êàê äëÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷è, òàê è äëÿ íåðàçðåøè-ìîé ëþáîãî ðîäà íåðàçðåøèìîñòè (1-ãî, 2-ãî èëè 3-ãî).8. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàçðåøèìîé çàäà÷èËÏ, îñíîâàííûé íà åå ðåäóêöèè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèèêóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé âûïóêëîé �óíêöèèÍàì áåçðàçëè÷íî, â êàêîé �îðìå ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó ËÏ, íî äëÿïðîñòîòû ïîñëåäóþùåãî �îðìóëüíîãî òåêñòà çàïèøåì åå â âèäå
L : min {(c, x) |Ax ≤ b}. (34)Èçâåñòåí ðåçóëüòàò ïî ìåòîäàì øòðà�íûõ �óíêöèé [3, òåîðåìà 20.2℄: Çàäà-÷à (34) àñèìïòîòè÷åñêè ïî R = [R1, . . . , Rm ] > 0 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min

{
(c, x) +

m∑

j=1

Rjl
+2

j (x)

}
, (35)ò.å. çàäà÷à (35) ïðèáëèæàåò (êàê ïî àðãóìåíòó, òàê è ïî çíà÷åíèþ) çàäà÷ó (34),ïðè ýòîì òåì òî÷íåé, ÷åì áîëüøå ÷èñëî min

(j)
Rj. Íà ñàìîì äåëå èìåþòñÿ îöåíêèäëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óêëîíåíèé, íî ïðèâîäèòü èõ íå áóäåì. �åçóëüòàò âåðåí èäëÿ íåëèíåéíîé öåëåâîé �óíêöèè â çàäà÷å (34).Ïóñòü γ0 � íåêîòîðàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ opt (8.1), ò.å. (c, x) ≥ γ0, ∀x ∈

M := {x |Ax ≤ b}. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ òàêóþ îöåíêó ïîëó÷èòü íå ñîñòàâëÿåòòðóäà. Èìåííî â ñèëó òîãî, ÷òî (c, x)−γ0 ≥ 0 äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x, çàäà÷ó (34)ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:
min {[ (c, x) − γ0 ]2 | x ∈M}. (36)Ïðèìåíèâ ê íåé ïðèâåäåííûé âûøå ìåòîä êâàäðàòè÷íûõ øòðà�íûõ �óíêöèé,ïîëó÷èì çàäà÷ó
min
(x)

{l20(x) +
m∑

j=1

Rjl
+2

j (x)}, (37)ãäå l0(x) = (c, x)−γ0. Òàê ÷òî çàäà÷à (37) ïðèáëèæåííî ðåøàåò èñõîäíóþ çàäà-÷ó (34). Íî ìèíèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ â çàäà÷å (37) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìäëÿ �óíêöèè d(x) èç ðàçäåëà 3, òàê ÷òî äëÿ ïîèñêà òî÷êè èç Arg min
(x)

d(x) ìîæíîïðèìåíèòü �åéåðîâñêèé ïðîöåññ
{ϕk(x0)}k, (38)
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ϕ(x) = x− (λ / δ) ▽ d(x), λ ∈ (0, 2), δ = |c|2 +

m∑

j=1

|aj|2,

d(x) = [ (c, x) − γ0 ]2 +
m∑

j=1

Rjl
+2

j (x),

▽d(x) = 2

{
[(c, x) − γ0]c+

m∑

j=1

Rjl
+
j (x)aj

}
.Åñëè x̄ � ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäàåìîé ïðîöåññîì (37)ïðè ïðîèçâîëüíîì x0 ∈ Rn, òî x̄ ðåøàåò ïðèáëèæåííî çàäà÷ó (34), è òåì òî÷-íåé, ÷åì áîëüøå ÷èñëà Rj > 0, j = 1, . . . ,m. Ïîñêîëüêó x̄ ∈ Arg min

(x)
d(x),òî ▽d(x̄) = 0, à ïîòîìó ïðèçíàêîì îñòàíîâà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ìîæåòñëóæèòü âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà | ▽ d(xk)| ≤ ε, ε � íàïåðåä çàäàííîå ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî.9. Äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ �åéåðîâñêèõîòîáðàæåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íå-ðàâåíñòâÊàê óæå îòìå÷àëîñü (ñì. ðàçäåë 4), ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ S ñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ, èìåþùåé áëî÷íóþñòðóêòóðó. Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé çàäà÷è çàäà÷ó (13), òî ñèñòåìîé Sÿâëÿåòñÿ (15) ñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ ïåðåä ïåðåìåííûìè xi è yj:

Ā :=




A

−AT

cT − bT


 .Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ (17) áûëî îñíîâàíî íà äåêîìïîçèöèîííîì ïðèíöè-ïå, ó÷èòûâàþùåì áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû Ā. Íèæå ýòîò âîïðîñ ðàññìîò-ðèì ïîäðîáíåå ïðèìåíèòåëüíî ê êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èíåðàâåíñòâ

Ax = b, x ≥ 0 (39)ïðè ðàçíûõ âàðèàíòàõ áëî÷íîñòè ìàòðèöû A (â ñêîáêàõ çàìåòèì, ÷òî ñèìâîë Aâ äàííîì êîíòåêñòå íå ñëåäóåò ñâÿçûâàòü ñ ñèìâîëîì A â ïðåäûäóùèõ çàïèñÿõ).Âàðèàíò 1. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçáèòà íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîäìàòðèöû Ai:
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


A1...
An


 , (40)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû

Aix = bi, x ≥ 0, i = 1, . . . , n. (41)Ïóñòü Hi = {x |Aix = bi}. Òîãäà
ϕ(x) =

[
n∑

i=1

αPr
Hi

(x)

]+

∈ F
M
,ãäå M = {x ≥ 0 |Ax ≤ b} (ñì. ï. 2 è 50 èç ðàçäåëà 2). Íà ñàìîì äåëå ϕ(x)íåïðåðûâíî, ïîýòîìó ϕ(·) ∈ F̄

M
, ÷òî äàåò

{ϕk(x0)}k → x̄ ∈M.Öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçáèåíèÿ ñèñòåìû (39) íà ïîäñèñòåìû ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïðî-áëåìîé ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îáðàùåíèåì ìàòðèöû AAT (ñì.�îðìóëó ïðîåêòèðîâàíèÿ (4) íà H = {x |Ax = b}). Ïðè ðàçáèåíèè ñèñòåìû (39)íà ïîäñèñòåìû (41) íóæíî áóäåò îáðàùàòü ìàòðèöû AiA
T
i ìåíüøèõ ðàçìåðîâ.Ê òîìó æå ñàìî ðàçáèåíèå, ó÷èòûâàþùåå ñòðóêòóðó ìàòðèöû A, ìîæåò áûòüíàöåëåíî èìåííî íà ý��åêòèâíîñòü óêàçàííûõ îáðàùåíèé.Âàðèàíò 2. Ïóñòü

A :=




A1 . . . An

A0


 ,òîãäà ñèñòåìà (39) èìååò âèä

Aix
i = bi, i = 1, . . . , n,

A0x = b0, xT = [x1, . . . , xn] ≥ 0

} (42)è Hi := {xi |Aixi = bi} ⊂ Rni , H0 = {x |A0x = b0}.Åñëè ïîäñèñòåìàì Aix
i = bi, i = 1, . . . , n, A0x = b0 ñîîòíåñòè ϕi(·) ∈ F̄

Hiè ϕ0(x) ∈ F̄
H0
, òî

ϕ(x) := ϕ+
0 (ϕ1(x

1), . . . , ϕn(x
n)) ∈ F̄

M
,ïðè÷åì âûáîð îòîáðàæåíèé {ϕi}ni=0 ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè,íàïðèìåð, ϕi(xi) = Pr

Hi
(xi), i = 1, . . . , n; ϕ0(x) = Pr

H0
(x).
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


A1 . . .
An

B1...
Bn


è åé ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó

Aix
i +Bix

0 = bi, i = 1, . . . , n,

xT = [x1, . . . , xn, x0 ] ≥ 0.

} (43)Ïîäñèñòåìå Aixi + Bix
0 = bi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ϕi(xi, x0) ∈ F̄

Hi
(xi, x0),ãäå Hi = {[xi, x0 ] |Aixi + Bix

0 = bi}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i àëãåáðàè÷åñêèé ñëåäâåêòîðà ϕi(x
i, x0) â Rni � êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (

n∏

i=1

Rni) × Rn0èñõîäíîé ïåðåìåííîé xT = [x1, . . . , xn, x0 ], (x̄0)i � àíàëîãè÷íûé ñëåä â Rn0 .Îáðàçóåì îòîáðàæåíèå
ϕ(x) =

[
x̄1, . . . , x̄n,

1

n

n∑

i=1

(x̄0)i

]+

.Îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì M -�åéåðîâñêèì [5℄.10. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ �åéåðîâñêèõîòîáðàæåíèéÎáñóäèì íåêîòîðûå âîïðîñû ý��åêòèâíûõ ðåàëèçàöèé �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ,ñîîòíåñåííûõ çàäà÷àì ïîèñêà ðåøåíèÿ, ëèáî ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ëè-áî çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ ïðîñòî íà ñèñòåìå ëèíåé-íûõ íåðàâåíñòâ
Ax ≤ b ∼ lj(x) := (aj, x) − bj ≤ 0, j = 1, . . . ,m, (44)ïîñêîëüêó çàäà÷è ËÏ ñâîäÿòñÿ ê òàêèì ñèñòåìàì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü

M := {Ax ≤ b} 6= ∅. Â ðàçäåëå 9 ìû óæå îáñóæäàëè âîïðîñ îá ó÷åòå ñòðóê-òóðû ìàòðèöû A ïðè ïîñòðîåíèè �åéåðîâñêîãî èòåðàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ
ϕ(·) ∈ F̄M . Íåñîìíåííî, ý��åêòèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäà-åìîãî îòîáðàæåíèåì ϕ(·), çàâèñèò îò ðàçóìíîãî ó÷åòà îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðûìàòðèöû A. Íî ýòî òîëüêî îäíà ñòîðîíà äåëà. Ñàìî ãåíåðèðîâàíèå èòåðàöèîí-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñêàåò áîëüøîå ÷èñëî ìîäè�èêàöèé, îñíîâàííûõ íàèíûõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ïóñòü âûáðàíî äëÿ ñèñòåìû (44) áàçîâîå îòîáðàæåíèå

ϕ(x) = x− (λ / δ)
m∑

j=1

l+j (x)aj ∈ F̄
M
.
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ϕk(x) = x− (λ / δk)

k∑

j=1

l+j (x)aj, δk =
k∑

j=1

|aj|k� ýòî îòîáðàæåíèå, ñîîòíåñåííîå ïîäñèñòåìå lj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , k. Ïðè áîëü-øèõ çíà÷åíèÿõ m (òûñÿ÷è è äåñÿòêè òûñÿ÷) öåëåñîîáðàçíåé ñ÷åò âåñòè ñîãëàñíîñîîòíîøåíèþ
xk+1 = ϕ

tk
k (xk), (45)ïðè ýòîì ϕk(x) = ϕ(x) è tk = 1 ïðè k ≥ m.Â ïðîöåññå (45) ïðåäóñìîòðåíû ïî êðàéíåé ìåðå äâà îáñòîÿòåëüñòâà:1) íà øàãå ñ íîìåðîì k (ïðè k < m) èòåðàöèÿ ϕk(xk) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîä-ñèñòåìû èç k íåðàâåíñòâ, ÷òî ñîêðàùàåò ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõîïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîäñ÷åòà ϕk (xk);2) òàê âû÷èñëÿåìûå ϕk(·) ìîæíî ïîâòîðèòü íåñêîëüêî, ïóñòü tk, ðàç, äî îáåñ-ïå÷åíèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèÿ k∑

j=1

l+j (xk) ≤ ε. Ïîñëå ýòîãî ñðàáàòûâàåò èíòåãðèðî-âàííàÿ èòåðàöèÿ (45).Ïðè òàêîé òàêòèêå ïåðåõîäà îò xk ê xk+1 ïîäñ÷åò δk+1 âåäåòñÿ ðåêóððåíòíî:
δk+1 = δk + |ak+2|2.Ïðè îïèñàííîé îðãàíèçàöèè ñ÷åòà �àêò ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè {xk} ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (44) ñîõðàíÿåòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (45) ïðèãîäíî è äëÿ ðåøåíèÿ áåñ-êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ( [1℄, ñòð. 106).×òî êàñàåòñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàññìîòðåííûõ �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâïðèìåíèòåëüíî ê ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ïóñòü ýòî áó-äåò (44), òî åå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòüþ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-ñèè, ïîíèìàåìîé â ñìûñëå

|xk+1 −M | ≤ θ |xk −M |, ∀ k, θ ∈ (0, 1);çäåñü |x−M | := inf
y∈M

|x−y|. Îöåíêè äëÿ θ áûëè äàíû â ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ( [1℄, ñòð. 68).Ïî �åéåðîâñêèì ìåòîäàì ïðîâîäèëèñü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íàìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíå ÌÂÑ�100/1000 ñ ïðèìåíåíèåì ìå-òîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ñì. [2�4℄). �åøàëèñü çàäà÷è ËÏ ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ
n ≤ 4000 è ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé m ≤ 1000. Â îñíîâó ìåòîäà áûë ïîëîæåí èòå-ðàöèîííûé ïðîöåññ zk+1 = Pr+

M
(zk) äëÿ ñèñòåìû Az = b, z ≥ 0, ê êîòîðîéðåäóöèðîâàëàñü çàäà÷à ËÏ. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ áûëè óäîâëåòâîðèòåëü-íûìè. Ýêñïåðèìåíòû ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü.
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 27�37 ÓÄÊ 514.763ÄÂÓÌÅ�ÍÛÅ �ÅËÜÌ�ÎËÜÖÅÂÛ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÂ.À. ÊûðîâThe Helmholtz planes are defined and their motion groups are given. Thequasi-metri
 tensor that is analogues of metri
 tensor of the Riemannian spa
esis found.Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ ãåëüìãîëüöåâû ïëîñêîñòè è ïðèâîäÿòñÿ ãðóï-ïû èõ äâèæåíèé. Íàõîäÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè f ãåëüìãîëüöåâûõ äâóìåð-íûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå â áåñêîíå÷íî ìàëîì èìåþò ñòðóêòóðó ãåëüìãîëüöå-âûõ ïëîñêîñòåé. Îïðåäåëÿåòñÿ êâàçèìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âíåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãîì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîé êâàçèìåòðè÷åñêîé (ñîãëà-ñîâàííîé) ñâÿçíîñòè ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðè ïàðàë-ëåëüíîì ïåðåíîñå ñîõðàíÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f . Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîé-ñòâà òåíçîðà êðèâèçíû R ãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ââîäèòñÿ ñåêöèîííàÿãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíà K è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî ïëîñêèõïðîñòðàíñòâ îíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ïðè÷åì ðàâíîé íóëþ.Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãåëüìãîëüöåâûõ ïëîñêîñòåé.�.�. Ìèõàéëè÷åíêî â ìîíîãðà�èè [1℄ ïðîâîäèò ïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ äâó-ìåðíûõ �åíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé, òî åñòü ãåîìåòðèé ñî ñëå-äóþùèì ñâîéñòâîì. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå N , â êîòîðîììîæíî ââåñòè åäèíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå
N ′ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ N ×N íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N íà ñå-áÿ. Ñóùåñòâóåò òàêæå äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ íåâûðîæäåííàÿ �óíêöèÿ f : N ′ → R,êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé, è ãëàäêàÿ �óíêöèÿ øåñòèïåðåìåííûõ Φ : R6 → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà èç ÷åòûðåõ ïðîèçâîëü-íûõ òî÷åê < xyzu >, êàæäàÿ ïàðà èç êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N ′,èìååò ìåñòî �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå: Φ(f(xy), f(xz), f(xu), f(yz), f(yu),
f(zu)) = 0.Ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûå èçâåñòíûå, à òàêæå è íåèçâåñòíûåãåîìåòðèè. Ê èçâåñòíûì ãåîìåòðèÿì ñ òàêèì ñâîéñòâîì ïðèíàäëåæàò: ïëîñ-êîñòü Åâêëèäà, ïñåâäîåâêëèäîâà ïëîñêîñòü, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü è ò.ä.Íåèçâåñòíûå ãåîìåòðèè ñî ñâîéñòâîì �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè � ýòî:ïëîñêîñòü �åëüìãîëüöà Γ2, ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(xy) êîòîðîé â ñïåöèàëüíîéåäèíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

f(xy) = [(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2] exp

(
2γarctg

x2 − y2

x1 − y1

)
, (1)
© 2002 Â.À. Êûðîâ�îðíî-àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



28 Â.À. Êûðîâ. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâàãäå γ > 0, x1 è x2 � êîîðäèíàòû òî÷êè x, ïðè÷åì �óíêöèÿ arctg ðàññìàòðèâà-åòñÿ îäíîçíà÷íîé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé â ïðîìåæóòêå (−π/2, π/2] (ýòîò òåðìèíïîÿâèëñÿ èç àíàëèçà çíàìåíèòîé ðàáîòû �åëüìãîëüöà ¾Î �àêòàõ, ëåæàùèõ âîñíîâàíèè ãåîìåòðèè¿, ãäå îí ïðåäëàãàë èçó÷àòü ãåîìåòðèþ, â êîòîðîé ðîëüîêðóæíîñòè âûïîëíÿåò ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñïèðàëü); ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïëîñ-êîñòü PΓ2, ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f êîòîðîé â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàòèìååò âèä:
f(xy) = [(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2] exp

(
2βAr(c)th

x2 − y2

x1 − y1

)
, (2)ãäå β > 0 è β 6= 1, ïðè÷åì âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ Arth, åñëè àðãóìåíò ïî ìîäó-ëþ ìåíüøå åäèíèöû, è âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ Arcth, åñëè àðãóìåíò ïî âåëè÷èíåáîëüøå åäèíèöû; äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïëîñêîñòü D2 ñ ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé

f â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
f(xy) = (x1 − y1)2 exp

(
2
x2 − y2

x1 − y1

)
(3)è, íàêîíåö, ñèìïëèöèàëüíàÿ ïëîñêîñòü S2 ñ ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé f(ij),êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

f(xy) =
x2 − y2

x1 − y1
. (4)Îáúåäèíèì â îäíîì âûðàæåíèè ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè (1)-(3):

f(xy) = [(x1 − y1)2 − ε(x2 − y2)2] exp 2αΦε

(
x2 − y2

x1 − y1

)
, (5)ãäå äëÿ ïëîñêîñòè �åëüìãîëüöà Γ2 ε = −1, α = γ è Φ−1(x) = arctgx; äëÿ ïñåâ-äîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè PΓ2 ε = 1, α = β è Φ1(x) = Ar(c)thx; äëÿ äóàëü-íîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè D2 ε = 0, α = 1 è Φ0(x) = x. Íèæå ïîä òåðìèíîìïëîñêîñòü �åëüìãîëüöà, åñëè íåò îïàñíîñòè ïóòàíèöû, áóäåò ïîíèìàòüñÿ îäíàèç ýòèõ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç F 2.Òåïåðü ââåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòè �åëüìãîëüöà F 2. Èòàê,áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê x äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N ïðèíàä-ëåæàò F 2, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y èç N , ÷òî ïàðà < xy >∈ N ′.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîá-ðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ N.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè F 2 è åå ïîä-ãðóïïû âðàùåíèé.Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè F 2. Ïðåîáðàçîâàíèå g íàçîâåìäâèæåíèåì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ f , òî åñòü îñòàâëÿåò ååèíâàðèàíòíîé: f ◦ (g × g) = fÌèõàéëè÷åíêî �.�. â ìîíîãðà�èè [1℄ ïîêàçàë, ÷òî ïî ìåòðè÷åñêîé �óíêöèè

f íàõîäèòñÿ òðåõìåðíàÿ ãðóïïà äâèæåíèé G, à ïî ýòîé ãðóïïå äâèæåíèé âîñ-ñòàíàâëèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ñ òî÷íîñòüþ äî ¾ìàñøòàáíîé¿ ãëàäêîé



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 29�óíêöèè ϕ : R → R. �åøàÿ ýòó çàäà÷ó äëÿ âûøå ïðèâåäåííûõ ïëîñêîñòåé,ïðèõîäèì ê ãðóïïàì äâèæåíèé GF 2 , êîòîðûå â âûøå îïðåäåëåííûõ êîîðäèíà-òàõ è ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ äëÿ ïëîñêîñòåé Γ2, PΓ2, D2 çàäàþòñÿñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
x1′ = ax1 + εbx2 + c, x2′ = bx1 + ax2 + d, (a2 − εb2) exp 2αΦε

(
b

a

)
= 1; (6)äëÿ ïëîñêîñòè S2:

x1′ = ax1 + c, x2′ = ax2 + d, a 6= 0. (7)Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû à��èííûõ ïðåîáðà-çîâàíèé. Âûäåëèì â ãðóïïàõ GF 2 ïîäãðóïïû G̃F 2 ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó. Â
GF 2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T , ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé ñäâèãîâ,÷òî �àêòîð-ãðóïïà GF 2/T èçîìîð�íà ïîäãðóïïå G̃F 2 . Òîãäà GF 2 ÿâëÿåòñÿ ïîëó-ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì G̃F 2 è T . Ýòó ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé âðàùåíèéïëîñêîñòè F 2 è îáîçíà÷àòü O(F 2). Â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò èïàðàìåòðîâ ýòè ãðóïïû èìåþò, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

x1′ = ax1 + εbx2, x2′ = bx1 + ax2, (a2 − εb2) exp 2αΦε

(
b

a

)
= 1 (6′)è

x1′ = ax1, x2′ = ax2, a 6= 0. (7′)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ãðóïïû O(F 2) èìååòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ äâóõòî÷å÷-íûõ ãëàäêèõ èíâàðèàíòà ψ1, ψ2, ψ3: O(F 2) → (ψ1, ψ2, ψ3), îò êîòîðûõ óäîáíî ïå-ðåéòè ê òðåì èíâàðèàíòàì [2℄ (íåîáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûì è íåâûðîæäåííûì).Ýòè èíâàðèàíòû â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ: äëÿ ïëîñêîñòåé F 2 = Γ2, PΓ2, D2:
(x, y)F 2 = (x1y1 − εx2y2) exp

(
αΦε

(
x2

x1

)
+ αΦε

(
y2

y1

))
, (8a)

< x, y >F 2= (x1y2 − x2y1) exp

(
αΦε

(
x2

x1

)
+ αΦε

(
y2

x1

))
, (8b)

(x, x)F 2 = ((x1)2 − ε(x2)2) exp 2αΦε

(
x2

x1

)
; (8c)äëÿ ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè S2:

(x, y)S2 =

√
x2y2

x1y1
, (9a)

< x, y >S2=
x1y2

x2y1
, (9b)



30 Â.À. Êûðîâ. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâà
(x, x)S2 =

x2

x1
, (9c)ãäå, íàïîìíèì, x1 è x2 � êîîðäèíàòû òî÷êè x.Ïóñòü V 2 � äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì �èê-ñèðóåì áàçèñ e1, e2. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ξ èìååò êî-îðäèíàòû (ξ1, ξ2). Â V 2 îïðåäåëèì ãåëüìãîëüöåâî êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå(àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ) ìåæäó âåêòîðà-ìè ξ è η, êîòîðîå îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, e2 â êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ �îðìóëîé(9a) èëè (10) è îáîçíà÷àåòñÿ (ξ, η)F 2 , ãäå óæå F 2 = Γ2, PΓ2, D2, S2. Âòîðûå �îð-ìóëû îïðåäåëÿþò â V 2 îòíîñèòåëüíî ýòîãî æå áàçèñà e1, e2 ïëîùàäü ìåæäóýòèìè âåêòîðàìè, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ < ξ, η >F 2 . Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííîåçäåñü êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì îáû÷íîãîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íå îïðåäåëåíî âíóëå.1. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâàÑ äàííîãî ìîìåíòà ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ äâóìåðíûõ ãåëüìãîëüöåâûõ ïðî-ñòðàíñòâ, êîòîðûå â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè óñòðîå-íû êàê ãåëüìãîëüöåâû ïëîñêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèå ñòðóêòóðíûõ�óíêöèé, ÷åðåç êîòîðûå ìû âûðàçèì ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.Ïóñòü M � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü T (M) � êàñàòåëüíîå ðàñ-ñëîåíèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì V n è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tx(M) â òî÷êå

x ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïóñòü L(M) � ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ u ñî ñòðóê-òóðíîé ãðóïïîé GL(n,R). Ñëîé Lx(M) â L(M) íàä òî÷êîé x ∈ M ñîñòîèò èçëèíåéíûõ ðåïåðîâ u, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ýëåìåíòû èç GL(n,R),òî åñòü v = uA, A ∈ GL(n,R), u, v ∈ Lx(M). Î÷åâèäíî,÷òî â òî÷êå x ∈ M
u = (X1, ..., Xn). Êàæäûé ëèíåéíûé ðåïåð u èç L(M) ìîæíî ðàññìîòðåòü êàêèçîìîð�èçì V n íà Tx(M) [3℄. Ïóñòü (e1, ..., en) � �èêñèðîâàííûé áàçèñ â V n.Òîãäà uei = Xi, ãäå i = 1, ..., n, ñëåäîâàòåëüíî, uξ = ξiXi ∈ Tx(M), ïðè÷åì
ξ = ξiei.�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ω : Lx(M) × Lx(M) × Tx(M) → V n, (10)êîòîðîå â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé. Ïóñòü u è v � ïðîèçâîëü-íûå ðåïåðû èç Lx(M). Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð X ∈ Tx(M) â áàçèñå v èìååòêîîðäèíàòû X1, ..., Xn. Òîãäà ïîëîæèì
ω(u, v,X) = ajiX

iej. (11)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = (Y1, ..., Yn) è u = (X1, ..., Xn). Ïîýòîìó u = (Xj
1Yj, ..., X

j
nYj),ïðè÷åì i, j = 1, ..., n. Â îòíîøåíèè îòîáðàæåíèÿ (10) âûäâèíåì åùå òðåáî-âàíèå: a = X−1, ãäå X � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà u îò v. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîñîîòâåòñòâèå (10) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Êðîìå òîãî, áóäåìïîëàãàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ Uα ìíîãîîáðàçèÿ M â ñèëó



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 31ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L(M) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî èçîìîð�èç-ìîâ κα : L(Uα) → Uα × GL(n,R), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñå÷åíèÿ ÷åðåç u è v:
σα : Uα → L(M) ïî �îðìóëàì σ1α(x) = κ−1

1α (x, e) è σ2α(x) = κ−1
2α (x, e) ñîîò-âåòñòâåííî. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå x 7→ ω ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç äè�-�åðåíöèðóåìûì â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M . Ïîýòîìóýëåìåíòû ìàòðèöû a ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè â U , êîòîðûåáóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè �óíêöèÿìè.Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (10):

ω : Lx(M) × {v} × Tx(M) → V n.Åãî ìû îáîçíà÷èì
ωv : Lx(M) × Tx(M) → V n. (12)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = (∂x1, ..., ∂xn) � êîîðäèíàòíûé áàçèñ â êîîðäèíàòíîéîêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà
ωv(u, ∂x

i) = e∗i = ajiej.Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ ωv:
u ◦ ωv(u, ∂xi) = ∂xiè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
u ◦ ωv(u,X) = X.Ëåììà 1. Ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò U ê ñèñòåìå êîîðäèíàò U ′ñòðóêòóðíûå �óíêöèè a ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
a

′j
i = ajk

∂xk

∂x′i
, (13)ãäå a � ñòðóêòóðíûå �óíêöèè â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U , à a′ � ñòðóê-òóðíûå �óíêöèè â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ′, ïðè÷åì i, j, k = 1, ..., n.Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè (11) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-íîé çàìåíû êîîðäèíàò.�àññìîòðèì ïîäãðóïïó Ëè G ãðóïïû GL(n,R) è ðåäóêöèþ îáùåé ëèíåé-íîé ãðóïïû GL(n,R) ê ïîäãðóïïå G. �åäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå áóäåì îáî-çíà÷àòü Q(M,G) èëè ïðîñòî Q. �àññìîòðèì ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (10) íà Qxîòíîñèòåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà.

ω : Qx(M) × Lx(M) × Tx(M) → V n. (14)Ôóíêöèÿ (14), òàê æå, êàê è �óíêöèÿ (10), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà äëÿ �èê-ñèðîâàííîãî ðåïåðà v ∈ Lx(M)

ωv(u,X) = ajiX
iej, (15)



32 Â.À. Êûðîâ. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâàãäå u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè (15) â ñèëó âûøåäîêàçàííîé ëåììû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.Ïîñêîëüêó u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx, à v � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûéðåïåð èç Lx(M), òî ìàòðèöà a ïðåäñòàâèìà â òàêîì âèäå:
a = bc (16)èëè â êîîðäèíàòàõ

aij = bikc
k
j ,ãäå b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû G, à c � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿìàòðèöà èç GL(n,R). Ïóñòü Uα � íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ

M . Â ñèëó ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L(M) è òîãî, ÷òî Q(M) � ðåäó-öèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå ðàññëîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâîèçîìîð�èçìîâ κα : L(Uα) → Uα ×GL(n,R), êîòîðîå èíäóöèðóåò ñåìåéñòâî èçî-ìîð�èçìîâ κα : Q(Uα) → Uα × G. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ σα : Uα → L(M)è τα : Uα → Q(M), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñå÷åíèÿ: σα(x) = κ−1
α (x, e) ÷åðåç ðåïåð

v ∈ Lx(M), â ÷àñòíîñòè, åñëè v � êîîðäèíàòíûé áàçèñ, òî â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ
σα(x) óäîáíî âçÿòü ñå÷åíèå, çàäàâàåìîå ðåïåðàìè ∂x1 , ..., ∂xn , τ1α(x) = κ

−1
1α (x, e)÷åðåç ïðîèçâîëüíûé ðåïåð u ∈ Qx(M) è τ2α(x) = κ

−1
1α (x, e) ÷åðåç íåêîòîðûéðåïåð u′ ∈ Qx(M). Òîãäà a−1 � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà τ1α(x) îò ðåïåðà σα(x),à c−1 � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà τ2α(x) îò ðåïåðà σα(x). Çàìåòèì, ÷òî c � ýòîíåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííàÿ ìàòðèöà. Èç âûøå ïðèâîäèìûõðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (14), òàê æå êàê è �óíêöèÿ (10) â êîîð-äèíàòíîé îêðåñòíîñòè U , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñ ãëàäêèì ñîîòâåòñòâèåì x 7→ ω.Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëîæåíèå (16) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé â êî-îðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U .Ïóñòü òåïåðü M � ãëàäêîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü G � ýòî ãðóïïàãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé O(F 2). �àññìîòðèì ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå

Q(M) = Q(M,O(F 2)) ðàññëîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M). Ýòîìó ïîäðàññëîå-íèþ ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå
ωv : Qx(M) × Tx(M) → V 2.Ïîñêîëüêó äëÿ G-ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé(16), òî îòîáðàæåíèå ωv â êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

ωv(u,X) = bjkc
k
iX

iej, (17)ãäå b � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç O(F 2). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (17) ïðè ïðî-èçâîëüíîì u çàäàåò ñåìåéñòâî âåêòîðîâ â V 2, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îäíî è òî æåçíà÷åíèå êâàçèñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ñåáÿ (ξ, ξ)F 2 ïî �îðìóëå(8a) èëè (9
). Òàê êàê â (17) X � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Tx(M), òî åñòåñòâåííîïåðåíîñèòñÿ êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx(M)ïî �îðìóëå
f(X,Y ) = (ωv(u,X), ωv(u, Y ))F 2 , (18)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 33ïðè÷åì X,Y ∈ Tx(M). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå
f : Qx(M) × Tx(M) × Tx(M) → R.Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è êàê ñîîò-âåòñòâèå x 7→ f . Ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò â L(M) ââåñòè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè. Êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåäóöèðîâàííûå ïîäðàññëîåíèÿ

Q(M,O(F 2)). Ôóíêöèþ (18) ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ïîäðàñ-ñëîåíèÿ Q(M,O(F 2)). Ýòó �óíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåéãåëüìãîëüöåâà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Íàéäåì ÿâíûé âèä ìåòðè÷åñêîé �óíêöèè (18) â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè
U . Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ωv ïåðåâîäèò âåêòîðû X,Y ∈ Tx(M) â ñîîòâåò-ñòâåííî ñëåäóþùèå âåêòîðû

ωv(u,X) = ajiX
iej, ωv(u, Y ) = ajiY

iej,ãäå ïîä v òåïåðü ïîíèìàåòñÿ êîîðäèíàòíûé áàçèñ â U . Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè-÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ïðèíèìàåò òàêîé âèä: äëÿ ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöåâûõ, ïñåâ-äîãåëüìãîëüöåâûõ è äóàëüíîãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ:
f(X,Y ) = gεijX

iY j exp

(
αΦε

(
a2
kX

k

a1
lX

l

)
+ αΦε

(
a2
kY

k

a1
l Y

l

))
; (19)äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

f(X,Y ) =

√
a2
kX

ka2
jY

j

a1
lX

la1
iY

i
, (20)

i, j, k, l = 1, 2, ïðè÷åì
gεij = a1

ia
1
j − εa2

i a
2
j , (21)ãäå ε = −1, 1, 0 è ïîä ε íå ïîíèìàåòñÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî çäåñüïîä a óæå ïîíèìàåòñÿ �èêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû(21) îáðàçóþò òåíçîð. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (19) èëè (20)îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ïåðåõîäå ê ïðîèçâîëüíîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò dxi îáðàçóþò êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð ïåðâîãîðàíãà, êîòîðîìó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Tx(M). Ïîëîæèì â (19) è (20) X i = Y i = dxi. Òîãäà áóäåì èìåòü
f = gεijdx

idxjexp

(
2αΦε

(
a2
kdx

k

a1
l dx

l

))
; (19′)

f =
a2
jdx

j

a1
i dx

i
, (20′)ãäå i, j, k, l = 1, 2.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè âìåñòî Q(M,O(F 2)) âçÿòü ðàññëîåíèå îðòîíîð-ìèðîâàííûõ ðåïåðîâ O(M) è ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, òî ïîëó÷èìðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà [3℄.



34 Â.À. Êûðîâ. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâà2. Êâàçèìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòüÇàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-ñòâàìè ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïðèñòóïèì ê èññëåäîâàíèþ ñâÿçíîñòåé â ýòèõïðîñòðàíñòâàõ. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàçèìåòðè÷åñêîéñâÿçíîñòè ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì.Ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M) íàçûâàåòñÿ êâàçèìåòðè÷å-ñêîé èëè ñîãëàñîâàííîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñëîåâ èç T (M)ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ f ãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà.Èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèìåòðè÷åêîé ñâÿçíîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ êîâà-ðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé:
∇kf(X,X) = 0.Êðó÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâî-ñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 1. �åëüìãîëüöåâî äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â êîîðäèíàòíîé îêðåñò-íîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ êâàçèìåòðè÷åñêóþ ñâÿç-íîñòü ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì, ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ âûðà-æåíèÿìè

Γεlik =
1

2
hεlk

(
∂hεjk
∂xi

+
∂hεki
∂xj

− ∂hεij
∂xk

)
− αhεlk(λjki + λkij − λijk), (22)

Γlik =
1

2
hlk
(
∂hjk
∂xi

+
∂hki
∂xj

− ∂hij
∂xk

)
− hlk(λjki + λkij − λijk), (23)ãäå äëÿ êâàçèìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìååì âûðàæåíèå

hεij = a1
i a

1
j − εa2

ia
2
j + α(a1

i a
2
j − a1

ja
2
i ), hij = a1

i a
2
j − a1

ja
2
i , (24)äëÿ ñèìâîëîâ

λijk = a2
j

∂a1
i

∂xk
− a1

j

∂a2
i

∂xk
(25)è, íàêîíåö, hijhjk = δik, hεijhεjk = δik, ε = −1, 1, 0 è α = γ, β, 1, ïðè÷åì ïîä ε íåñëåäóåò ïîíèìàòü èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è âûðàæåíèÿ äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîéòåíçîðà ñëåäóåò, ÷òî

∇kh
ε
ij = 2αqijk, qijk = Γεlkih̃jl + λijk, ∇khij = 2αqijk, qijk = Γlkih̃jl + λijk.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-âîäíàÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ðàâíà òàêæåíóëþ.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû hεij è hij ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêî-íó, êîòîðûå áóäóò íàçûâàòüñÿ êâàçèìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè. Ñèìâîëû λijkïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó:

λ′ijk = λlmn
∂xl

∂x′i

∂xm

∂x′j

∂xn

∂x′k
+ hlm

∂2xl

∂x′ix′k

∂xm

∂x′j
,



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 35ãäå i, j, k, l = 1, 2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈
M �óíêöèè aij = const. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ëîêàëüíî ê ãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêî-ñòè F 2. Îñóùåñòâèì ëîêàëüíî îáðàòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò x = a1

ix
i, y = a2

ix
i,ãäå ïî ¾íåìîìó¿ èíäåêñó i âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 2. Çíà÷èò, ìåòðè÷åñêèå�óíêöèè (19'), (20') ïðèíèìàþò òàêîé âèä:

f = [dx2 − εdy2]exp

(
2αΦε

(
dy

dx

))
; (19′′)

f =
dy

dx
. (20′′)Ñðàâíèâàÿ ñ (19'), (20'), èìååì a1

1 = a2
2 = 1, a1

2 = a2
1 = 0. Ïîýòîìó êâàçèìåòðè-÷åñêèé òåíçîð ãåëüìãîëüöåâûõ ïëîñêîñòåé ðàâåí:

hεij =

(
1 α
−α −ε

)
, hij =

(
0 1
−1 0

)
.3. Ñåêöèîííàÿ ãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ââåäåì ïîíÿòèå ñåêöèîííîé ãåëüìãîëüöåâîé êðèâèçíû O(F 2)-ïðîñòðàíñòâ, ãäå óæå ñòðîãî ïîä F 2 ïîíèìàåòñÿ ëèáî Γ2, ëèáî PΓ2, ëèáî D2.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîíÿòèå ñåêöèîííîé êðèâèç-íû íå îïðåäåëÿåòñÿ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñâîéñòâà êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíûãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ äàííîãî ìîìåíòà ïîä O(F 2) áóäåì ïîíèìàòüèçîìîð�íûé îáðàç ãðóïïû âðàùåíèé ñ êîíå÷íûìè óðàâíåíèÿìè (6') â îáùåéëèíåéíîé ãðóïïå GL(n,R). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2. Àëãåáðà Ëè o(F 2) ãðóïïû Ëè O(F 2) ñîñòîèò èç ìàòðèö

(
−αa εa
a −αa

)
, (26)ãäå, íàïîìíèì, α = γ, β, 1 è ε = −1, 1, 0 ñîîòâåòñòâåííî.Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M) íàçûâàåòñÿñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé, åñëè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñëîåâ â T (M)ñîõðàíÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà �îð-ìà êðèâèçíû [3℄ ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîìàëãåáðû Ëè o(F 2), òî åñòü èìååò âèä (26). Ïåðåõîäÿ îò �îðìû êðèâèçíû êòåíçîðó êðèâèçíû R [3℄, óñòàíàâëèâàåì åãî ñâîéñòâà:1. Àíòèñèììåòðèÿ ïî íèæíèì èíäåêñàì: Ri
jkl = −Ri

jlk;2. Ïðè �èêñèðîâàííûõ èíäåêñàõ k è l â òî÷êå x Ri
jkl ∈ o(F 2).Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóþò ðàâåíñòâà

R1
112 = −αR2

112, R1
212 = εR1

112, R2
212 = −αR2

112.Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó âûðàæåíèé äëÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû. �àññìîò-ðèì äâóìåðíîå ãåëüìãîëüöåâî ìíîãîîáðàçèå M ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
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Tx(M). Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx(M) ÿâëÿåòñÿ òàêæå äâóìåðíûì è ïîýòîìóñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, òî åñòü M èìååò åäèíñòâåííîåäâóìåðíîå íàïðàâëåíèå. �àññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõâåêòîðà X,Y ∈ Tx(M), êîòîðûå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà èìåþò êî-îðäèíàòû X i è Y i, ãäå i = 1, 2. Ñåêöèîííóþ êðèâèçíó K îïðåäåëèì ñëåäóþùåé�îðìóëîé:

K =
f(R(X,Y )Y,X)

< X, Y >F 2

ϕ(X,Y ), (27)ãäå ââåäåíî ñîêðàùàþùåå îáîçíà÷åíèå
ϕ(X,Y ) = exp

[
αΦε

(
a2
iX

i

a1
jX

j

)
+ αΦε

(
a2
iY

i

a1
jY

j

)]
,ïðè÷åì aij � ñòðóêòóðíûå �óíêöèè. Èç âûðàæåíèé (8.2) äëÿ ãåëüìãîëüöåâîéïëîùàäè ñëåäóåò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ

< X, Y >F 2= hijX
iY jϕ(X,Y ).�àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Sx(M) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Tx(M) × Tx(M),ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïàð âåêòîðîâ < X, Y >, òî åñòü ýòîìó ìíî-æåñòâó íå ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëü èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïàðó âåêòîðîâáóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç èõêîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî â Sx(M) ìîæíî åñòåñòâåííî ââåñòè ãëàä-êóþ ñòðóêòóðó. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ < X, Y >F 2= 0òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < X, Y >∈ Tx(M) × Tx(M)/Sx(M). Â òàêîì ñëó÷àåñåêöèîííóþ êðèâèçíó K ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå

K : M × Sx(M) → R. (28)Ïóñòü âåêòîðû X,Y ∈ Tx(M), ïðè÷åì < X, Y >∈ Sx(M), âêëþ÷åíû â ãëàä-êèå âåêòîðíûå ïîëÿ èç T (M). Òîãäà �óíêöèè f,<,>F 2 , ϕ áóäóò ãëàäêî çàâèñåòüîò òî÷åê èçM è ïàð âåêòîðîâ èç Sx(M). Çíà÷èò, �óíêöèÿ (28) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.Âûðàæåíèå (27) ìîæíî åùå çàïèñàòü â òàêîé �îðìå:
K =

f(R(X,Y )Y,X)

hijX iY i
. (27′)Èç âûøå äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò â òî÷êå xñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.Âûÿñíèì òåïåðü, êàê èçìåíÿåòñÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K â çàâèñèìîñòè îòïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M).Ïóñòü Hx � ñîâîêóïíîñòü äè��åîìîð�èçìîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Tx(M). Î÷åâèäíî, ÷òî Hx ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè, ñîâïàäàþùåé ñ GL(Tx(M)).Ýëåìåíòû hx ãðóïïû Hx òîãäà ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè. Áó-äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå x 7→ hx ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. �ðóïïà Hx âêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M) äåéñòâóåò òàê: hx : X 7→ hx(X). Îïðåäå-ëèì äåéñòâèå ãðóïïû Hx â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Tx(M) × Tx(M) ïî �îðìóëå
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hx × h′x :< X, Y >7→< hx(X), h′x(Y ) >. Ýòó ãðóïïó ìû îáîçíà÷èì (H × H)x.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sx(M) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû (H × H)x.�àññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû (H×H)x, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà-÷àòü ïðîñòî H0. Ïóñòü ýëåìåíò (h× h)x ãðóïïû H0 ïàðó âåêòîðîâ < X, Y > èçïðîñòðàíñòâà Sx ïåðåâîäèò â ïàðó < hx(X), hx(Y ) >. Âûÿñíèì, êàê ïðè ýòîìáóäåò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèå ñåêöèîííîé êðèâèçíû K. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå. Åñëè hx ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû ãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé
O(F 2), ãäå F 2 = Γ2, PΓ2, D2, òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

K(x,X, Y ) = K(x, hx(X), hx(Y )). (29)Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sx(M) ðàçáèâà-åòñÿ íà êëàññû Sx(H0). Ýòè êëàññû ñîñòîÿò èç ïàð âåêòîðîâ < X, Y >, êîòîðûåîòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ìàòðèöû ãðóïïû ãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé O(F 2).Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð âåêòîðîâ êëàññà Sx(H0) èìååò ìåñòî �îðìóëà (29).Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâîäëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû H0.Åñëè K = const äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ M , òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.Îò (27') ïðèõîäèì ê �îðìóëå
f(R(X,Y )Y,X) = KhijX

iY i, (30)êîòîðàÿ íàì íèæå ïîíàäîáèòñÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Åñëè ñåêöèîííàÿ ãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíà K â íåêîòîðîé êî-îðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U íåêîòîðîé òî÷êè ãåëüìãîëüöåâà äâóìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò âåêòîðîâ X è Y , òî K = 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U íåêîòîðîéòî÷êè K íå çàâèñèò îò X è Y . Òîãäà â (30) ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé�îðìîé, à ëåâàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ òàêîé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè K = 0.Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ãåëüìãîëüöåâî ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðè-âèçíû ìîæåò èìåòü òîëüêî íóëåâóþ êðèâèçíó.Ëèòåðàòóðà1. Ìèõàéëè÷åíêî �.�. Ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè. Íîâîñèáèðñê, 2001.2. Êûðîâ Â.À. Âåêòîðû íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ �åíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõãåîìåòðèé // Íàóêà, êóëüòóðà, îáðàçîâàíèå (�îðíî-Àëòàéñê). 2000. N.6/7. C.111 -114.3. Êîáàÿñè Ø., Íîìèäçó Ê. Îñíîâû äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ì.: Íàóêà, 1981.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 38�44 ÓÄÊ 517.91:510.642ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂ ÑÈÍÒÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ�ÅÎÌÅÒ�ÈÈ ËÎÂÅ�À-ÊÎÊÀÀ.À. ÇâÿãèíöåâTheory of differential equations in intuitionisti
 Syntheti
 Differential Geometryof Ko
k-Lawvere is 
onsidered. The problem of solution uniquness is diss
ussed.Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïîä äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãîïîðÿäêà íàä ìíîãîîáðàçèåì (ìèêðîëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì [1℄) M áóäåì ïî-íèìàòü ïàðó (M,X), ñîñòîÿùóþ èç ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è âåêòîðíîãî ïîëÿ
X íàä íèì, ò. å. îòîáðàæåíèÿ âèäà X : M → T (M), çäåñü T (M) � îáîçíà÷åíèåäëÿ MD [2℄. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîð�èçìîì âåêòîðíûõ ïîëåé (M1, X1) → (M2, X2)íàçîâåì òàêîå îòîáðàæåíèå f : M1 → M2, ÷òî êîììóòàòèâåí ñëåäóþùèé êâàä-ðàò:

T (M1)
Tf−→ T (M2)

X1 ↑ ↑ X2

M1
f−→ M2Îáúåäèíÿÿ òåïåðü ýòè îïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîèì êàòåãîðèþ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (1ODE), âçÿâ â êà÷åñòâå îáúåêòîââñåâîçìîæíûå ïàðû âèäà (M,X), à â êà÷åñòâå ìîð�èçìîâ � ìîð�èçìû âåêòîð-íûõ ïîëåé.1. Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà [3℄Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ýòîé êàòåãîðèè è áóäåò ñîñòàâëÿòü îñíîâíóþ ÷àñòü ýòîãî ïà-ðàãðà�à.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàê-æå ìîæíî çàïèñàòü âíåøíèì îáðàçîì, ò.å. ÷åðåç íåêîòîðóþ äèàãðàììó â êà-òåãîðèè (1ODE). À èìåííî, åñëè (M,X) ∈ Ob(1ODE), òî åãî (ãëîáàëüíûì)ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç (R, ∂

∂x
) â (M,X).Ïîäîáíûì îáðàçîì 2ODE � êàòåãîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà � îáû÷íî ñòðîèòñÿ êàê êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà T (M), ò.å.îòîáðàæåíèé âèäà

ξ : TM → TTM
© 2002 À.À. ÇâÿãèíöåâE-mail: zvyagin�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 39Â êà÷åñòâå åå ìîð�èçìîâ áåðåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå f : M1 → M2, ÷òî êîììó-òàòèâåí ñëåäóþùèé êâàäðàò:
TT (M1)

TTf−→ TT (M2)

ξ1 ↑ ↑ ξ2
T (M1)

Tf−→ T (M2)Â îòëè÷èå îò ðåøåíèé óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîð�èçìàìè èç R, åñëè, êîíå÷íî,ýòî óðàâíåíèå íå ñòðóÿ íà M. Êðîìå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1 [3℄. Ïóñòü ξ : MD → MD2 ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì 2ODE íà M,è ξ̃ : MD ξ→ MD2
M+

→ MD×D ñîîòâåòñòâóåò 1ODE íà MD, è ïóñòü çàäàíìîð�èçì y : R → M. Òîãäà, åñëè y � ðåøåíèå 2ODE ξ, òî .
y: R → MD �ðåøåíèå 1ODE ξ̃. Îáðàòíîå âåðíî, åñëè M+ ìîíîìîð�èçì.Â êîíòåêñòå âñåãî âûøåñêàçàííîãî, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êàòåãî-ðèÿ E , ÿâëÿëàñü àòîìîì, ò.å. �óíêòîð (−)D : E → E èìåë áû íå òîëüêî ëåâûéïðèñîåäèíåííûé − × D, íî òàêæå è ïðàâûé ïðèñîåäèíåííûé (−)1/D, êîòîðûéîáû÷íî íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ýêñïîíåíòîé (òåðìèíîëîãèÿ Ëîâåðà). Ïîäðîáíåå îñâîéñòâàõ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [1℄.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êàòåãîðèÿì 1ODE è 2ODE, íî âíà÷àëå çàìåòèì (ñì. [1℄), ÷òîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ìîæíîîïðåäåëèòü êàê îòîáðàæåíèå

MD →MD2 ,êîòîðîå ¾ïðîäîëæàåò¿ 1-äæåò íà 2-äæåò.Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåäñâÿçíîñòüþ íàM íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ξ : MD(2) →
MD×D òàêîå, ÷òî

MD(2) ξ→MD×DM i→MD(2) = idMD(2) ,ãäå i : D(2) → D ×D � êàíîíè÷åñêîå âêëþ÷åíèå.Òåîðåìà 2 [3℄. Ïóñòü E � òîïîñ �ðîòåíäèêà, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-åòñÿ ìîäåëüþ SDG, è ïóñòü G � îäíà èç ñëåäóþùèõ êàòåãîðèé:1. Âåêòîðíûõ ïîëåé (1ODE) íà E ;2. Äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (2ODE) íà E ;3. Ïðåäñâÿçíîñòåé íà E ;4. Ñòðóé íà E ;5. À��èííûõ ñâÿçíîñòåé íà E .ÒîãäàG � òîïîñ �ðîòåíäèêà, è òî÷íûé �óíêòîð (M, ξ) 7→M ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûìîáðàçîì íåîòúåìëåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñþðúåêöèè E → G.



40 À.À. Çâÿãèíöåâ. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ...2. Ïðèìåðû è ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêàÂàæíîé çàäà÷åé êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé, áàçèðóþùåéñÿ íà Ñèíòåòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèèËîâåðà-Êîêà (ÑÄ�) [2℄, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõðåøåíèé íåêîòîðîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî èçëîæåííàÿ âûøå�îðìàëüíàÿ òåîðèÿ íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ íåé, ïîñêîëüêó ïîðîé ïîèñê âåêòîðíî-ãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî èñõîäíîìó óðàâíåíèþ, ñòàíîâèòñÿ òðóäîåìêèì, àèíîãäà è íåðàçðåøèìûì ïðîöåññîì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ââåäåì èíîå îïðåäåëåíèåäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îñíîâàííîå íà ïîíÿòèè �óíêöèè, îïðåäåëåííîéíà M |U ×MDn ñî çíà÷åíèÿìè â R. Çäåñü U ïîäîáúåêò îáúåêòà M. Äàëåå áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî M = R, à U = [a, b].Îïðåäåëåíèå 2. Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàä êîëüöîì R íàçûâàåò-ñÿ óðàâíåíèå âèäà
F (t, y(t), . . . , y(n)(t)) = 0 ∀t ∈ [a, b]. (∗)Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ g : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (∗),åñëè

F (t, g(t), . . . , g(n)(t)) ≡ 0.Ïåðåéäåì òåïåðü ê èíòåðïðåòàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä êîëü-öîì R. Èòàê, ïóñòü y ∈ R[a,b] è F : Rn+1 → R � �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íàìíîãîîáðàçèè S = {(t, y(t), y′(t), . . . , y(n)(t)) | t ∈ [a, b]}. Òîãäà äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå
F (t, y(t), y′(t), . . . , y(n)(t)) = 0 (∗)íà ñòàäèè lA ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

F (x, t, y(t), y′(t), . . . , y(n)(t)) = 0 mod π∗(I). (∗∗)Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∗) � ýòî êëàññ Y (x, t) mod π∗(I), ò.÷.
F

(
x, t, Y (x, t),

∂Y (x, t)

∂t
, . . . ,

∂nY (x, t)

∂tn

)
≡ 0 mod π∗(I).�àññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 1. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′(t) = y(t)
y(0) = a, a ∈ R�åøåíèå. Íà ñòàäèè lA = lC∞(Rn)/I îíà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂Y (x, t)

∂t
= Y (x, t) mod π∗(I)

Y (x, 0) = A(x) mod I, A ∈ lC∞(Rn).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 41�åøèì âíà÷àëå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà èñòèííîñòèàêñèîìû èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî:
Y (x, t) = (Y (x, 0) +

t∫

0

Y (x, s) ds) mod π∗(I).Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ä.ó. = ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî ä.ó. â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ + mod π∗(I). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðåøèòü äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå:
∂Y (x, t)

∂t
= Y (x, t).Ýòî êëàññè÷åñêîå êâàçèëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Çàïèøåì óðàâ-íåíèÿ õàðàêòåðèñòèê:

dt

1
=
dx

0
=
dy

y
.Íàõîäÿ õàðàêòåðèñòèêè, èìååì:

{x = C1, ln y − t = C2} ⇒ Φ(x, ln y − t) = 0,

ln y − t = C(x) ⇒ ln y = t+ C(x) ⇒ y = eC(x)et,

(eC(x) = C1(x)) ⇒ Y (x, t) = C1(x)e
t.Ïðîâåðÿåì íà÷àëüíîå óñëîâèå:

Y (x, 0) = A(x) ⇒ C1(x) = A(x) ⇒ y(x, t) = A(x) · et.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = c · y, ãäå c ∈ R �íåîáðàòèìî.�åøåíèå. Íà ñòàäèè lA = lC∞(Rn)/I îíî çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
∂H(u, t)

∂t
= C(u) · Y (u, t) mod π∗(I).Î÷åâèäíî, ÷òî Y (u, t) = et C(u) � ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Ïîëîæèì, ÷òî F (u, t) � ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëü-íî,

∂F (u, t)

∂t
= C(u) · F (u, t),òîãäà çàïèøåì F (u, t) â âèäå:

F (u, t) =
F (u, t)

eC(u)·t
· eC(u)·t.



42 À.À. Çâÿãèíöåâ. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ...Î÷åâèäíî, ÷òî G(u, t)
df
=

F (u, t)

eC(u)·t
� ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿåì F (u, t) =

G(u, t) · et·C(u) â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:
∂(G(u, t) · et·C(u))

∂t
= C(u) ·G(u, t) · et·C(u).Òîãäà

(
∂G(u, t)

∂t

)
· et·C(u) + C(u)G(u, t) · et·C(u) = C(u) ·G(u, t) · et C(u).Îòñþäà ïîëó÷àåì:

et·C(u) · ∂G(u, t)

∂t
= 0.À ñëåäîâàòåëüíî:

∂G(u, t)

∂t
= 0.Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì êâàçèëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-íåíèåì. Çàïèøåì åãî óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê:

dt

1
=
du

0
=
dG

0
.Íàõîäèì õàðàêòåðèñòèêè:

u = C1 G = C2.Çíà÷èò, Φ(u,G) = 0. Òîãäà: G(u, t) = C1(u) ⇒ F (u, t) = C1(u) · et·C(u).Ñîâåðøàÿ îáðàòíûé ïåðåõîä èç ìîäåëè â òåîðèþ, ïîëó÷àåì:
f = C1(u) · et·C(u) mod π∗(I) = c1 · ec·t,çäåñü c1 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîëüöà R.Â ñëó÷àå, åñëè c = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî f = c1. Òî åñòü âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ = 0 åñòü êîíñòàíòà.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
d · y′(t) = y(t), (1)ãäå d ∈ D

df
= {x ∈ R | x2 = 0}.�åøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).Òåïåðü óìíîæèì íà d îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà. Òîãäà ñëåâà áóäåò ñòîÿòü âûðà-æåíèå

d · d · y′(t), (2)à ñïðàâà
d · y(t).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 43Òàê êàê d · d ðàâíî íóëþ ( ïî îïðåäåëåíèþ d), òîãäà
d · y(t) = 0. (3)Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò âûðàæåíèÿ (3), ïîëó÷èì, ÷òî
d · y′(t) = 0. (4)Åñëè g : R → R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî è óðàâíåíèå (4).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ.Íî íå äëÿ âñÿêîé çàäà÷è Êîøè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè òî÷íîå ðåøå-íèå.Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d · y′(t) = y2(t), (5)ãäå d ∈ D
df
= {x ∈ R | x2 = 0}.�åøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5). Òåïåðü óìíî-æèì íà d îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà. Òîãäà ñëåâà áóäåò ñòîÿòü âûðàæåíèå

d · d · y′(t), (6)à ñïðàâà
d · y2(t).Òàê êàê d · d ðàâíî íóëþ ( ïî îïðåäåëåíèþ d), òîãäà

d · y2(t) = 0. (7)Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò âûðàæåíèÿ (7), ïîëó÷èì, ÷òî
2 · d · y(t) · y′(t) = 0. (8)Åñëè g : R → R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî è óðàâíåíèå (8).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g3 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(5) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ g : R → D2.Êðîìå ýòîãî, äëÿ óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî óêàçàòü â ÿâíîì âèäå íåíóëåâîå ðåøåíèå
d1 · exp




t∫

0

f(s) ds


+

d

2
· f(t),ãäå d1 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò D, à f : R → R � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Òàêèìîáðàçîì, äîáàâëåíèå îäíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (5) îäíîçíà÷íîíå îïðåäåëÿåò ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà îåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ

d · y′(t) = y2(t)
y(0) = a, a ∈ D2íå âûïîëíÿåòñÿ.



44 À.À. Çâÿãèíöåâ. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ...Îáîáùàÿ ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèéÏðèíöèï 1. Åñëè y : R → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
d · y′(t) = yn(t),ãäå d ∈ D, òî y2n−1 = 0.Çàìåíÿÿ òåïåðü D íà Dk, ïîëó÷àåìÏðèíöèï 2. Åñëè y : R → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
d · y′(t) = yn(t),ãäå d ∈ Dk, òî yk·n+(n−k) = 0. Ëèòåðàòóðà1. Moerdijk I., Reyes G.E. Models for Smooth Infinitesimal Analysis. Springer-Verlag,1991.2. Ko
k A. Syntheti
 Differential Geometry. Cambridge University Press, 1981.3. Ko
k A., Reyes G.E. Aspe
ts of Fra
tional Exponent Fu
tors // Theory andAppli
ations of Categories. 1999, V.5, No.10.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 45�47 ÓÄÊ 514:510.642ÑÂßÇÍÎÑÒÜ ËÅÂÈ-×ÅÂÈÒÀ Â ÑÈÍÒÅÒÈ×ÅÑÊÎÉÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ �ÅÎÌÅÒ�ÈÈ ÊÎÊÀ-ËÎÂÅ�ÀÀ.À. ÇâÿãèíöåâIn the arti
le we 
onsider 
orresponden
e between 
onne
tion and the Riemannianmetri
 on a mi
rolinear spa
es.Öåëü äàííîé ðàáîòû � âîñïîëíèòü ïðîáåë, âîçíèêøèé â ëèòåðàòóðå ïî ñèíòå-òè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Êîêà-Ëîâåðà (ÑÄ�). À èìåííî äàäèìîïðåäåëåíèå à��èííîé ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, çà-äàííîé íà ïðîèçâîëüíîì ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, è âûâåäåì èçâåñòíîå âêëàññè÷åñêîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ñîîòíîøåíèå:
Γijk =

1

2
gli
(
∂glj
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)
.Âêðàòöå íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû è îïðåäåëåíèÿ èç ÑÄ�, áîëüøóþ ÷àñòüêîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [2℄.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÀ��èííîé ñâÿçíîñòüþ íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåM áóäåì íàçûâàòü îòîá-ðàæåíèå ∇ : MD ×M MD →MD×D òàêîå, ÷òî

∇(t1, t2)(d1, 0) = t1(d1), ∇(t1, t2)(0, d2) = t2(d2), (1)
∇(α · t1, t2)(d1, d2) = ∇(t1, t2)(α · d1, d2), (2)
∇(t1, α · t2)(d1, d2) = ∇(t1, t2)(d1, α · d2). (3)Äëÿ âñåõ (t1, t2) ∈ MD ×M MD, di ∈ D, α ∈ R. Çäåñü R � êîììóòàòèâíîåëîêàëüíîå êîëüöî (ïîäðîáíåå ñì. [2℄), à D = {d ∈ R|d2 = 0}.À��èííóþ ñâÿçíîñòü áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íîé, åñëè

∇(t1, t2)(d1, d2) = ∇(t2, t1)(d2, d1).Â òîì ñëó÷àå, êîãäà M ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì êîíå÷íîìåðíûì R-ìîäóëåì
V, à��èííàÿ ñâÿçíîñòü îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé

∇̃x : V × V → V,
© 2002 À.À. ÇâÿãèíöåâE-mail: zvyagin�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



46 À.À. Çâÿãèíöåâ. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà...îïðåäåëåííîé íà ãëàâíûõ ÷àñòÿõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâàM â òî÷êå
x. Ïðè ýòîì

∇(t1, t2)(d1, d2) = x+ b1d1 + b2d2 + ∇̃x(b1, b2)d1d2. (4)Êðîìå òîãî, åñëè {e1, ..., en} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V, òî
∇̃x(ei, ej) = −Γkij(x)ek. (5)Êîý��èöèåíòû Γkij, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëàìèÊðèñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäà.�èìàíîâîé ìåòðèêîé íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå M áóäåì íàçûâàòüòàêîå îòîáðàæåíèå g : MD×MMD → R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ (ñì. [1℄):
t = 0 ⇒ g(t, t) = 0, (6)
t 6= 0 ⇒ g(t, t) > 0, (7)

g(t1 + t, t2) = g(t1, t2) + g(t, t2), (8)
g(t1, t+ t2) = g(t1, t) + g(t1, t2), (9)

g(α · t1, t2) = g(t1, α · t2) = α · g(t1, t2) (10)äëÿ ëþáûõ t, t1, t2 ∈MD è α ∈ R.2. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòàÌû íåïîñðåäñòâåííî ïîäîøëè ê öåëè ýòîé ñòàòüè è ñåé÷àñ äàäèì ñëåäóþùåå:Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè íà ìèêðîëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàíà ðèìàíî-âà ìåòðèêà g, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî à��èííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ∇ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé g, åñëè
g(∇(t, t1)(d),∇(t, t2)(d)) = g(t1, t2) (11)äëÿ ëþáûõ t, t1, t2 ∈ MD è d ∈ D. Ñâÿçíîñòü ∇ â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòüñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×åâèòà.Òåîðåìà 1. À��èííàÿ ñâÿçíîñòü ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà êî-íå÷íîìåðíîì R-ìîäóëå V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂gij
∂xk

− Γlikglj − Γljkgil = 0. (12)Çäåñü gik � îáîçíà÷åíèå äëÿ g(x, ei, ek).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {e1, ..., en} � áàçèñ íà V, òîãäà êàæäûé êàñàòåëüíûéâåêòîð ïðîñòðàíñòâà V â òî÷êå x ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïàðó (x, αiei). Îãðà-íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïàð âèäà (x, ei). Çàìåòèì òàêæå èç (4), ÷òî
∇((x, ei), (x, ej))(d) = (x+ d · ei, ej + d · ∇x(ei, ej)).
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g(∇((x, ek), (x, ei))(d),∇((x, ek), (x, ej))(d)) = g(x+d·ek, ei−d·Γlikel, ej−d·Γljkel) =

g(x+ d · ek, ei, ej − d · Γljkel) − d · Γlikg(x+ d · ek, el, ej − d · Γljkel) =

g(x+ d · ek, ei, ej) − d · Γlikg(x+ d · ek, el, ej) − d · Γljkg(x+ d · ek, ei, el) =

g(x, ei, ej) + d · ∂g
∂xk

(ei, ej) − d · Γlikg(x, el, ej) − d · Γljkg(x, ei, el) = g(x, ei, ej). (13)Îòñþäà äëÿ ëþáîãî d ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
d · ∂g

∂xk
(ei, ej) − d · Γlikg(x, el, ej) − d · Γljkg(x, ei, el) = 0. (14)À çíà÷èò, è

∂g

∂xi
(ej, ek) − Γlikg(x, ej, el) − Γlijg(x, el, ek) = 0 (15)èëè

∂gij
∂xk

− Γlikglj − Γljkgil = 0. (16)Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè íà êîíå÷íîìåðíîì R-ìîäóëå V çàäàíà ðèìàíîâà ìåò-ðèêà g, òîãäà íà V ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ à��èííàÿñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýòîé ìåòðèêîé. Ýòà ñâÿçíîñòü â ëþáîé ñèñòåìåêîîðäèíàò çàäàåòñÿ �îðìóëàìè
Γijk =

1

2
gli
(
∂glj
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)
. (17)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì.Ëèòåðàòóðà1. Guts A.K., Grinkevi
h E.B. Toposes in General Theory of Relativity. Preprint gr-q
/9610073 (1996).2. Moerdijk I., Reyes G.E. Models for Smooth Infinitesimal Analysis. Springer-Verlag,1991.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 48�50 ÓÄÊ 007:681.517.2ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÎÒÍÎØÅÍÈÉÄËß ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈÈ ÇÍÀÍÈÉÂ.À. ÌàðåíêîThe des
ription of knowledge representation is given in terms of fuzzy sets.Íå÷åòêîå îòíîøåíèå � íåêîòîðûé êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó ìîæíî îòëè÷àòüîäíè óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà îò äðóãèõ. Åñëè ïåðå÷åíü âñåõóïîðÿäî÷åííûõ ïàð çàäàí, òî î êàæäîé ïàðå ìîæíî ñêàçàòü, íàõîäèòñÿ îíàâ ðàññìàòðèâàåìîì îòíîøåíèè èëè íåò. �àññìîòðèì äâà ïîäìíîæåñòâà P1 è
P2, èç ìíîæåñòâà P êëþ÷åâûõ ñëîâ; ïóñòü ýëåìåíòàìè ïåðâîãî ïîäìíîæåñòâàÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûå ñëîâà pi , âòîðîãî � pj . Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
(pi, pj) îïðåäåëÿåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå P1 × P2. Íå÷åòêèì ïîäìíîæåñòâîì Uáóäåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî, ÷òî

∀(pi, pj) ∈ P1 × P2 : µU(pi,pj) ∈M,ãäå M � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè èç èíòåðâàëà [0, 1].Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M − µU(pi,pj) åñòü çíà÷åíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
(pi, pj), ïðåäëîæåííîå ýêñïåðòîì [1℄.Ïîäìíîæåñòâî êëþ÷åâûõ ñëîâ â îäíîì äîêóìåíòå èí�îðìàöèîííî-êîíñóëüòà-öèîííîé ñèñòåìû ¾Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñîâìåñòèìîñòü¿ (ÊÑ ÝÌÑ) [2℄: äèíà-ìè÷åñêèé äèàïàçîí, áëîêèðîâàíèå, ïîìåõà âçàèìíàÿ, à â äðóãîì � îáñòàíîâêàýëåêòðîìàãíèòíàÿ, èíòåðìîäóëÿöèÿ. Ñ�îðìèðóåì U. Ýòî íå÷åòêîå îòíîøåíèåìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîíèìàíèå ýêñïåðòîì ¾ñõîäñòâà¿ â ðåøàåìîé çàäà÷å.Äëÿ êàæäîé ïàðû êëþ÷åâûõ ñëîâ çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè � ñóáú-åêòèâíàÿ îöåíêà ýêñïåðòîì ñòåïåíè ñõîäñòâà êàæäîãî ýëåìåíòà èç ýòîé ïàðû.Èõ �óíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, óñòàíîâëåííûå ýêñïåðòîì, ñëåäóþùèå:

U = {((p11)|0, 5), ((p12)|0, 5), ((p21)|0, 4), ((p22)|1), ((p31)|1), ((p32)|0, 5)}.Èç ýòîãî íå÷åòêîãî ïîäìíîæåñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íîå ïîäìíîæåñòâî ïó-òåì óïîðÿäî÷åíèÿ ïàð ýëåìåíòîâ â èíòåðâàëå {0, 1}:
U = {((p11)|1), ((p12)|1), ((p21)|1), ((p32)|1)}.Ïàðû p22, è p31 íå ïðèíàäëåæàò ïîëó÷åííîìó îáû÷íîìó ïîäìíîæåñòâó (èõ �óíê-öèè ïðèíàäëåæíîñòè ðàâíû íóëþ). Ýêñïåðò òàêæå óêàçàë íà íåïðèíàäëåæíîñòü
© 2002 Â.À. ÌàðåíêîE-mail: marenko�iitam.omsk.net.ruÎìñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ �ÀÍ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 49ýòèõ ïàð êëþ÷åâûõ ñëîâ (ïîìåõà âçàèìíàÿ, îáñòàíîâêà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ; áëî-êèðîâàíèå, èíòåðìîäóëÿöèÿ) U , ìîòèâèðóÿ òåì, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ ¾êàê áû íàäðóãîì óðîâíå¿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ïàðàìè, òî åñòü ïðèíàäëåæàò äðó-ãîìó ïîäìíîæåñòâó êëþ÷åâûõ ñëîâ. Ïðèâåäåííîå íå÷åòêîå îòíîøåíèå èñïîëü-çóåòñÿ â ÊÑ ÝÌÑ ïðè �îðìèðîâàíèè ìîäåëè ïîëüçîâàòåëÿ, åãî ìîæíî íàçâàòüîäíîøàãîâûì îòíîøåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû ëèøüïîïàðíîãî ñðàâíåíèÿ êëþ÷åâûõ ñëîâ äðóã ñ äðóãîì.Ïóñòü µ1(pi, pj) � �óíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ¾ñõîäñòâî¿ íà çàäàííîì íàáîðå êëþ÷åâûõ ñëîâ. Äëÿ êàæäîé ïàðû êëþ÷åâûõñëîâ pi, pj çíà÷åíèå µ1(pi, pj) åñòü ñóáúåêòèâíàÿ îöåíêà ÷åëîâåêîì ñòåïåíè èõñõîäñòâà pi, pj . Ýòî íå÷åòêîå îòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå¿, îòðàæàþùèå ïîíèìàíèå ÷åëîâåêîì ¾ñõîäñòâà¿ â äàííîéçàäà÷å. Ñëåäóþùèì ýòàïîì èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ¾äàííûõ¿ ñòàíîâèòñÿ ýòàï êëàñ-ñè�èêàöèè âñåõ êëþ÷åâûõ ñëîâ. Äëÿ µ1(pi, pj) ââîäèòñÿ n-øàãîâîå îòíîøåíèå [3℄
µn(pi, pj) = sup

p1,...,pn−1∈Pi

min[µ1(pi, p1), . . . , µ1(pn−1, pj)].Äëÿ ëþáûõ pi, pj ∈ Pi âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ
0 ≤ µ1(pi, pj) ≤ µ2(pi, pj) ≤ . . . ≤ µn(pi, pj),èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ pi, pj ∈ Pi ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk(pi, pj)èìååò ïðåäåë ïðè k → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå îòíîøåíèåñõîäñòâà, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

µ(pi, pj) = lim
k→∞

µk(pi, pj)∀pi, pj ∈ Pi.Ýòî ïðåäåëüíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðîäóêòîì îáðàáîòêè ðåçóëüòà-òîâ íå÷åòêèõ èçìåðåíèé µ1(pi, pj) è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññè�èêàöèè êëþ÷åâûõñëîâ.Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå �îðìàëèçàöèè óñëîâèé âû-áîðà. Ýòî îòíîøåíèå èñïîëüçóþòñÿ â ÊÑ ÝÌÑ â ñâÿçè ñ âûäà÷åé íåîáõîäèìûõäîêóìåíòîâ ïî çàïðîñó ïîëüçîâàòåëÿ. Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíå-íèÿ ýòàëîííîãî ïîäõîäà ê âûáîðó íàèëó÷øåé àëüòåðíàòèâû. Ýòàëîíû íàçíà÷à-þòñÿ èçâíå ïîëüçîâàòåëåì ÊÑ ÝÌÑ. Åñëè íåîáõîäèìî âûäàòü äîêóìåíò ñ îïðå-äåëåííûì íàáîðîì êëþ÷åâûõ ñëîâ, òî ýòîò äîêóìåíò ïðèíèìàåòñÿ çà ýòàëîí,è ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåííîé ñõåìå. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà ýòàëî-íîâ � Y , ýòàëîííîå îòíîøåíèå � S, ýêñïåðòíûå îöåíêè � F ′, íîðìèðîâàííûåýêñïåðòíûå îöåíêè � F . Ïóòåì ýêñïåðòíîé îöåíêè âûáèðàåòñÿ äëÿ êàæäîãî xiìàêñèìàëüíî áëèçêèé ê íåìó ýòàëîí yj ïðè i = const è îöåíèâàåòñÿ ñòåïåíü èõñõîäñòâà åäèíèöåé, à îñòàëüíûå îöåíêè íàçíà÷àþòñÿ, èñõîäÿ èç ýòîé ìàêñèìàëü-íî ñõîæåé ïàðû. Íà îñíîâàíèè çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå
X ñòðîèòñÿ íå÷åòêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ R è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñòå-ïåíü âûðàæåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî ýëåìåíò x ¾íå õóæå¿ ýëåìåíòà y.
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�èñ. 1. Íîðìèðîâàííîå îòíîøåíèå â âèäå îðãðà�àÏðèìåð 1. Ïóñòü äàíî ïîäìíîæåñòâî äîêóìåíòîâ D1 = {d1, d2, d3}, ïîäìíî-æåñòâî ýòàëîíîâ ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ äîêóìåíòàìè D2 = {d1, d2}, íà êîòîðûõîïðåäåëåí ÷åòêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê:
S = {((p11)|1), ((p12)|1), ((p21)|0), ((p22)|1)}.Çàäàíû ýêñïåðòíûå îöåíêè ñòåïåíè ñõîäñòâà êàæäîãî äîêóìåíòà ñ êàæäûì ýòà-ëîíîì:

F ′ = {((p11)|0.16), ((p12)|0.8), ((p21)|0.75), ((p22)|0.52)), ((p31)|0.36), ((p32)|0.9)}.Ïîñëå íîðìèðîâàíèÿ F ′ (ðèñ.1) è â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì âçàèìîäåéñòâèÿ îò-íîøåíèé îïðåäåëèì íå÷åòêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà D è íå÷åòêîå îòíî-øåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ íà D [4℄.Èç ðèñ.1 ñëåäóåò, ÷òî èç äàííûõ òðåõ äîêóìåíòîâ äîêóìåíò d2 íàèáîëåå ïðåä-ïî÷òèòåëåí, òàê êàê îí ñî ñòåïåíüþ 1 ñõîæ ñ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ýòà-ëîíîì d′1. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäåí è âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðîé îòíîøåíèÿñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.ßçûê íå÷åòêèõ îòíîøåíèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü øèðîêèé ñïåêòð êà÷å-ñòâåííûõ äàííûõ îá èññëåäóåìûõ îáúåêòàõ. Îïåðèðóÿ íå÷åòêèìè îòíîøåíèÿìè,îïðåäåëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ äîêóìåíòîâ â ÊÑ ÝÌÑ, ñòðîèòñÿëîãè÷åñêèé âûâîä. Ëèòåðàòóðà1. Êî�ìàí À. Ââåäåíèå â òåîðèþ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Ì.: �àäèî è ñâÿçü, 1982.2. Ìàðåíêî Â.À. , Ìàðåíêî Â.Ô. Êîíñóëüòàöèîííàÿ ýêñïåðòíàÿ ñèñòåìà ¾Ýëåêòðî-ìàãíèòíàÿ ñîâìåñòèìîñòü¿ // Ñá.ìàòåðèàëîâ ìåæäóíàðîäíîãî èí�îðìàöèîííî-ãî êîíãðåññà ¾ÌÈÊ-2001¿, 2001.3. Îðëîâñêèé Ñ.À. Äîáàâëåíèå â êíèãå Çàäå Ë. ¾Ïîíÿòèå ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåí-íîé è åãî ïðèìåíåíèå ê ïðèíÿòèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé¿. Ìèð, 1976. �168 ñ.4. Êóçüìèí Â.Á. Ïîñòðîåíèå ãðóïïîâûõ ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå ÷åòêèõ è íå÷åò-êèõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ì.:Íàóêà, 1982. � 168ñ.
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onditions in the dinami
al sistems 
ontrol are presented.Ïðåäëîæåííûé íàìè [1℄ ìåòîä íàïðàâëåííîé îïòèìèçàöèè íà÷àëüíûõ óñëî-âèé (ìåòîä âîçâðàòà) ïðåäíàçíà÷àëñÿ ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ îïòèìèçàöèè âåêòî-ðà íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò â ÷àñòíîé ìîäåëè êîí�ëèêòà ïîäâèæíûõ îáúåêòîâ,õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ óõóäøàëèñü â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îáúåêòà-ìè ïðîòèâíèêà è ñòàðåíèÿ. Ìîäåëü ñâÿçûâàëà õàðàêòåðèñòèêè (â òåðìèíîëî-ãèè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ñîñòîÿíèÿ) è êîîðäèíàòû îáúåêòîâ äè�-�åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà óðàâíåíèé Ëàí÷åñòåðà. Äàëåå ñòàíîâèëàñüè ðåøàëàñü êîíêðåòíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿìè ãðóïïûîáúåêòîâ, ïðîòèâîäåéñòâóþùèõ äðóãîé ãðóïïå îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè íà èíòåð-âàëå óïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèÿìè (ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé �óíêöèèêîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ).Ñóùåñòâåííî ñëîæíåå îïîðíîé îêàçàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðèåìëåìîãî ïîâðåìåíè ñ÷åòà è òî÷íîñòè àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè íà÷àëüíîãî âåêòîðà óïðàâ-ëåíèÿ, òî åñòü íà÷àëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãðóïïû óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ. Íàéäåí-íûé ïîäõîä îêàçàëñÿ âåñüìà îáùèì è, êàê íåäàâíî óäàëîñü ïîêàçàòü, ïîçâîëÿåòíàïðàâëåííî îïòèìèçèðîâàòü íà÷àëüíûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ ïî ìåíüøåé ìåðåâ êëàññå óïðàâëÿåìûõ ãëàäêèõ ñèñòåì ñ îòðèöàòåëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.Â ñàìîì îáùåì âèäå èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïòèìèçàöèè, âñìûñëå èçáðàííîãî �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà, íà÷àëüíûõ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷èîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷àè ðåàëèçóåòñÿ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, â øàãàõ êîòîðîãî ÷åðåäóþòñÿ èñõîäíàÿ èäâîéñòâåííàÿ çàäà÷è, à â êà÷åñòâå ÷àñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé î÷åðåäíîãî øàãàèòåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòü êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ïðåäûäóùåãî øàãà. Ïðè ýòîìäâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé îáðàùåíèåì çíàêîâ ïðàâûõ ÷àñòåéèñõîäíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è çíàêà �óíêöèîíàëà êà÷å-ñòâà, à òàêæå îáðàùåíèåì çàäàííûõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ (íàïðèìåð, çàäàí-íûõ äâèæåíèé). Äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ ëèøü íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå
© 2002 Á.Ê. ÍàðòîâE-mail: nartjd�iitam.omsk.net.ruÎìñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ �ÀÍ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 01-01-00303 è 01-07-90003).



52 Á.Ê. Íàðòîâ. Îá îäíîì ìåòîäå îïòèìèçàöèè...ïðàâèëà êîððåêöèè ÷àñòè êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ÷åòíûõ øàãîâ è îãðàíè÷åíèé íàâåêòîð óïðàâëåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. (Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êîíêðåòíîé çàäà÷åóïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèå ñóòü ìîíîòîííî, òî÷íî óõóäøàþùàÿñÿ �èçè÷åñêàÿ õà-ðàêòåðèñòèêà, ñõåìó ïðîöåññà îïòèìèçàöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé ÷åðåäóþùèõñÿ çàäà÷ ¾èñ÷åðïûâàíèÿ¿(ïðÿìàÿ) è ¾âîññòàíîâëåíèÿ¿ (îáðàòíàÿ).)Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:
Ṗi = fi(p̄(t), ā(t), ūi(t)), i = 1, N, (1)ãäå fi � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå óïðàâëåíèÿ (0, tf );

p̄(t) = (p1(t), . . . , pN(t));
ā(t) � çàäàííûå íà (0, tf ) âðåìåííûå ïðîöåññû;
ūi(t) = (ui1(t), ui2(t), ui3(t)) � i-îå óïðàâëåíèå, êîîðäèíàòà â R3.Íå îãîâàðèâàÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ, çàïèøåì äëÿ çàäàííûõ íà÷àëü-íûõ óñëîâèé çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(p̄(tf )) → inf, (2)ãäå J íåïðåðûâíà ïî (p1(t), . . . , pN(t)). Îïðåäåëèâ äàëåå
f̃i = −fi,

˜̄a(t) = ā(ti − t),ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
˜̇Pi = f̃i(˜̄p(t), ˜̄a(t), ˜̄ui(t)), i = 1, N (3)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

˜̄p(0) = p̄(tf ),

˜̄u(0) = ū(tf ), i = 1, Nè çàïèøåì äëÿ (3) çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äâîéñòâåííóþ çàäà÷å (2):
J(˜̄p(tf )) → sup . (4)Çàäàâ òåïåðü îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ

|u̇ij| < cij, | ˙̃uij| < cij, i = 1, N, j = 1, 3è ðàññìîòðåâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (2) � ïåðâûé øàã � è (4) �âòîðîé øàã, � ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
J(˜̄p(tf )) ≥ J(p̄(0)). (5)Î÷åâèäíî, ÷òî íà âòîðîì øàãå äîñòèãàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ðàâåíñòâî �óíê-öèîíàëîâ, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî îáðàòèòü îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, íàéäåííûåíà ïåðâîì øàãå:

˜̄ui(t) = ū∗i (tf − t), i = 1, N.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 53Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ðåàëèçàöèÿ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
J(˜̄p(tf )) > J(p̄(0)). (6)Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî (6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü äëÿ äâîéñòâåííîé îáðàòíîé çàäà÷è (4) ñóùåñòâîâà-íèÿ êðèâûõ, ñìåùåíèå ïî êîòîðûì ïðîèçâîëüíûõ íåîïòèìàëüíûõ íà÷àëüíûõóïðàâëåíèé (íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò) ìîíîòîííî óëó÷øàåò �óíêöèîíàë êà÷åñòâà� ïðè ñîõðàíåíèè íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòî óñëîâèåóäàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñëàáèòü). Äîïîëíèòåëüíî â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿëèøü îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèé f è J íà èíòåðâàëå óïðàâëåíèÿ (0, tf ). Çàìåòèìòàêæå, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ Ūi(t) âïîëíå ïðîèçâîëüíà, à òðåõìåðíîå ïðî-ñòðàíñòâî óïðàâëåíèÿ â (1) è (3) íàçíà÷åíî ëèøü èç ñîîáðàæåíèé íàãëÿäíîñòè.Ïîâòîðÿÿ òåïåðü ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè (6) äëÿèñõîäíîé çàäà÷è (2), ìû ïîëó÷àåì èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (2), (4), (2), (4), (2)... ñìîíîòîííûì âîçðàñòàíèåì ∆J = J(0) − J(tf ) èñõîäíîé çàäà÷è.Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ∆J è ïîñòðîåííûå íàìè àëãîðèòìû ñîõðàíåíèÿ èïàðàëëåëüíîé îïòèìèçàöèè íà÷àëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è òðå-áóþò îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ, îäíàêî âîçìîæíîñòè ïðÿìûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ðåà-ëèçàöèé ïðåäñòàâëåííîãî ïîäõîäà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû.Ëèòåðàòóðà1. Nartov B.K. Confli
t of Moving Systems. AMSE Press, Fran
e, 1994. 87 p.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 54�57 ÓÄÊ 541.124+517.95ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎ�Î�ÅÆÈÌÀ Â �ÅÀÊÒÎ�Å Ñ ÊÈÏßÙÈÌ ÑËÎÅÌÊÀÒÀËÈÇÀÒÎ�À�.Ê. �îìàíîâñêèé, È.Ä. Ìàêàðîâà, Ñ.Å. ÌàêàðîâÒhå arti
le 
onsiders the boundary value problem, simulating the pro
ess in
hemi
al rea
tor with the boiling layer of 
atalyst. The 
onditions of existen
eof stationary solutions are established.Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàêòîðîâ èäåàëüíîãî âûòåñíåíèÿ âîç-íèêàþò êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì [1�5℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðî-öåññ â ðåàêòîðå ñ êèïÿùèì ñëîåì êàòàëèçàòîðà ïðè ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà(ñêîðîñòü ðåàêöèè ëèíåéíî çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà)ìîäåëèðóåòñÿ [2, 3℄ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ïî÷òè ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-ñòåìû íà ïëîñêîñòè




∂C

∂t
+
∂C

∂x
= α(1 − C),

β
∂θ

∂t
+
∂θ

∂x
= γ(1 − C)eθ − δ(θ − θr),

∂θr
∂t

− ∂θr
∂x

= δ(θ − θr), (x, t) ∈ Π,

(θ − θr)x=0 = 0, C|x=0 = 0, θr|x=1 = θ0,

(C, θ, θr)t=0 çàäàíû. (1)
Çäåñü Π � ïîëóïîëîñà (0, 1) × (0,∞), C � êîíöåíòðàöèÿ ðåàãèðóþùåãî âåùå-ñòâà, θ, θr � òåìïåðàòóðû â ðåàêòîðå è õîëîäèëüíèêå, α, β, γ, δ, θ0 � êîíñòàíòû,èç íèõ ïåðâûå ÷åòûðå ïîëîæèòåëüíû. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ â òî÷êàõ (0, 0), (1, 0).Êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ òàêîãî êëàññà â ðàçëè÷íûõ �óíê-öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáñóæäàëàñü â ðÿäå ðàáîò [5�9℄. Â äàííîé ðàáîòåèññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1). Ïîïóò-íî ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åííûå ðå-çóëüòàòû ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû èç [1℄ äëÿ çàäà÷è (1).
© 2002 �.Ê. �îìàíîâñêèé, È.Ä. Ìàêàðîâà, Ñ.Å. ÌàêàðîâE-mail: makarov�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 55Ïîäñòàâëÿÿ â (1) C = u0(x), θ = u1(x), θr = u2(x), ïîëó÷èì: u0 = 1 − e−αx,




du1

dx
= γeu1−αx − δ(u1 − u2),

du2

dx
= −δ(u1 − u2), x ∈ (0, 1),

u1(0) = u2(0), u2(1) = θ0.

(2)Ââåäåì ïàðàìåòð ∆ = α+ δ/γeθ0 .Òåîðåìà 1. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (2) è òåì ñàìûì äëÿ ñóùå-ñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) íåîáõî-äèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
ρ =

α

γeθ0
+ e−α > 1 (3)è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

α > γeθ0 > 1,
α+ ln ∆

α+ δ
>
eδ − 1

δ
, ρ ≤ 1 + δ

(
1 − 1

γeθ0

)
. (4)Çàìåòèì, ÷òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, (3), ∆ > 1,à òàêæå âòîðîå íåðàâåíñòâî (4) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç (2) ëåãêî ïîëó÷èòü

e−(u1−u2)d(u1 − u2)

dx
= γeu2−αx ≥ γeθ0−αx.Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [0, 1], ïîëó÷èì

1 − eu2(1)−u1(1) ≥ γeθ0
1 − e−α

α
.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà ìåíü-øå 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (3).Îòìåòèì, ÷òî èç (2) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

ε = eu1(0)−θ0 > 1, T = u1(1) − u2(1) > 0, u1 − u2 ∈ [0, T ]. (5)2. Âûïîëíÿÿ â (2) çàìåíó (u1, u2) → (u, v) ïî �îðìóëàì
u = u1 − u2, v = γeu1−αx, (6)ïîëó÷èì 




du

dx
= v,

dv

dx
= v(v − δu− α), v > 0,

u(0) = 0, v(1) = γeθ0−α+T ,
(7)



56 �.Ê. �îìàíîâñêèé, È.Ä. Ìàêàðîâà, Ñ.Å. Ìàêàðîâ. Óñëîâèÿ...ãäå T � ïîñòîÿííàÿ (5). Î÷åâèäíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (7) ýêâèâàëåíòíà, ñ ó÷åòîì(6), çàäà÷å (2). Äàëåå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (7) ýêâèâàëåíòíà êðàåâîé çàäà÷åíà [0, T ] ñ íåèçâåñòíûìè v(u), x(u), T :




dv

du
= v − δu− α,

dx

du
=

1

v
, v > 0,

v(T ) = γeθ0−α+T , x(0) = 0, x(T ) = 1.
(8)Çàäà÷à (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäêëàññ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ïîêàæåì,÷òî ïðè óñëîâèÿõ (4) ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà.Ïåðâîå íåðàâåíñòâî (5) â îáîçíà÷åíèÿõ (6) èìååò âèä

ε =
v(0)

γeθ0
> 1. (9)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ

v(u) = δu+ α+ δ + γeθ0(ε− ∆)eu (10)óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ (8) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (9). Ñ ó÷åòîì (10)ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (8) ïðèíèìàåò âèä
δT + α+ δ = γeθ0(∆ + e−α − ε)eT . (11)Íàëîæèì íà íà÷àëüíóþ êîíñòàíòó (9) äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ∆ < ε <

∆ + e−α. Òîãäà v > 0 è óðàâíåíèå (11) èìååò òî÷íî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êî-ðåíü T. Ïîäñòàâëÿÿ (10) âî âòîðîå óðàâíåíèå (8), èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [0, u]è ó÷èòûâàÿ âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (8), ïîëó÷èì
x(u) =

u∫

0

ds

v(s)
, u ∈ [0, T ]. (12)Èç âûïîëíåííîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò: ïðè êàæäîì ε ∈ (∆,∆ + e−α) òðîéêà

T, v(u), x(u), ãäå T = T (ε) � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (11), v(u), x(u)� �óíêöèè (10), (12), óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñîîòíîøåíèÿì (8), êðîìå, áûòü ìî-æåò, òðåòüåãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äî-ñòàòî÷íî ïîêàçàòü: ñóùåñòâóåò ε ∈ (∆,∆+e−α), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ è ýòîóñëîâèå.Ñ ó÷åòîì (12) òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä
J(ε) =

T (ε)∫

0

ds

v(s, ε)
= 1, (13)ãäå v(u, ε) � �óíêöèÿ (10). Òàê êàê �óíêöèÿ J(ε) íåïðåðûâíà íà [∆,∆ + e−α),äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü: ïðè óñëîâèÿõ (4) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

J(∆) > 1, lim
ε↑∆+e−α

J(ε) < 1. (14)
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J(∆) =

T (∆)∫

0

ds

δs+ α+ δ
=

1

δ
ln
(
1 +

δ

α+ δ
T (∆)

)
. (15)Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò

1 +
δ

α+ δ
T0 > eδ, T0 = α+ ln ∆. (16)×èñëî T (∆) � êîðåíü óðàâíåíèÿ (11) ïðè ε = ∆, ÷èñëî T0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ,ïîëó÷àåìîå èç íåãî îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, îòêóäà ñëåäóåò T (∆) >

T0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (15), (16) ñëåäóåò ïåðâîå íåðàâåíñòâî (14). Äàëåå, òàê êàê
T (ε) → ∞ ïðè ε ↑ ∆ + e−α, òî

lim
ε↑∆+e−α

J(ε) =

∞∫

0

ds

v(s,∆ + e−α)
<

eα

γeθ0

∞∫

0

ds

es + ∆eα
=
α+ ln(e−α + ∆)

α+ δ
. (17)Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà (4) ëåãêî ïîëó÷èòü: ln(e−α + ∆) ≤ ln(1 + δ) ≤ δ.Îòñþäà è èç (17) ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî (14). Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8). Ïàðàìåòðû ε, T (ε) ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííîèç ñèñòåìû óðàâíåíèé (11), (13), çàòåì �óíêöèè v(u), x(u) íàõîäÿòñÿ ïî �îð-ìóëàì (10), (12). Ëèòåðàòóðà1. Çåëåíÿê Ò.È. Î ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ ñìåøàííûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó-÷åíèè íåêîòîðûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1966. Ò.2, N.2.Ñ.205�213.2. Øåïëåâ Â.Ñ., Ìåùåðÿêîâ Â.Ä. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêòîðîâ ñ êè-ïÿùèì ñëîåì êàòàëèçàòîðà // Â êí.: Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå õèìè÷åñêèõðåàêòîðîâ. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. Ñèá. Îòä. 1984. Ñ.44�65.3. Èâàíîâ Å.À. Óïðàâëåíèå ïðîöåññîì â ðåàêòîðå ñ ïñåâäîîæèæåííûì ñëîåì // Òàìæå. Ñ.116�127.4. Àêðàìîâ Ò.À. Êà÷åñòâåííûé è ÷èñëåííûé àíàëèç ìîäåëè ðåàêòîðà ñ ïðîòèâîòî-êîì êîìïîíåíòîâ //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàòàëèòè÷åñêèõ ðåàêòîðîâ.Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. 1989. Ñ.195�214.5. Ëàâðåíòüåâ Ì.Ì.(ìë.), Ëþëüêî Í.À. Ïîâûøåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèé íåêîòîðûõãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷ // Ñèá. ìàòåì. æóðíàë. 1997. Ò.38, N.1. Ñ.109�124.6. Àáîëèíÿ Â.Ý., Ìûøêèñ À.Ä. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïî÷òè ëèíåéíîé ãèïåðáîëè-÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè // Ìàò. ñá. 1960. Ò.50, N.4. Ñ.423�442.7. �îäóíîâ Ñ.Ê. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Íàóêà. 1979.8. Åëòûøåâà Í.À. Ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1986. Ò.289, N.1. Ñ.30-32.9. Âîðîáüåâà Å.Â., �îìàíîâñêèé �.Ê. Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõêðàåâûõ çàäà÷ íà ïëîñêîñòè // Ñèá. ìàòåì. æóðíàë. 2000. Ò.41, N.3. Ñ.531�540.
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onsider the Set Cover Problem. This problem is NP-hard[2℄.So it be
omes very important to find approximate solution of this problem inpolinimial time. Algorithm developed by V. Chvatal is su
h algorithm and it ismost effe
tive algorithm developed for set 
over problem. Followed statementtrue for this algorithm[1℄:
c(Chv)

c(Opt)
≤ ln m+ 1.We have found another proof for this statement. Our proof is more simple andvivid by our opinion.Â çàäà÷å î ïîêðûòèè äàíû: êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U, |U | = m è êîíå÷íûéíàáîð ìíîæåñòâ P = {P1, . . . , Pn} òàêèõ, ÷òî

∀j Pj ⊆ U,
n⋃

j=1

Pj = U.Áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå íàáîð èíäåêñîâ I = {1, 2, . . . , n}, ñîîòâåòñòâóþ-ùèé P .Íàáîð ìíîæåñòâ P ′ = {Pj1 , . . . , Pjp} (Pji ∈ P ) íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíî-æåñòâà U , åñëè p⋃
i=1

Pji = U . Íàáîðó ìíîæåñòâ P ′ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èíäåêñîââõîäÿùèõ â íåãî ìíîæåñòâ I ′ = {j1, . . . , jp}.Çàäàí òàêæå íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {c1, . . . , cn} ñòîèìîñòåé ìíî-æåñòâ èç P . Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàíà àääèòèâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ c :
P → R+. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü cj = c (Pj). Ñòîèìîñòü íàáîðà ìíîæåñòâ
P ′ = {Pj1 , . . . , Pjp} ðàâíà

c(P ′) =

p∑

i=1

c(Pji) =

p∑

i=1

cji .Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå ïîêðûòèÿ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè.Çàäà÷à î ïîêðûòèè ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [2℄. Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíûì ÿâëÿ-åòñÿ ïîèñê ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Øèðîêî
© 2002 À.Â. ÏðîëóáíèêîâE-mail: prolubnikov�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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c(Chv)

c(Opt)
≤ H(|A|) ≤ H(m) ≤ ln m+ 1, (1)ãäå Chv � ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò àëãîðèòì Õâàòàëà, Opt � îïòèìàëüíîå ðå-øåíèå çàäà÷è, m � ìîùíîñòü ïîêðûâàåìîãî ìíîæåñòâà U , |A| � ìàêñèìàëüíàÿìîùíîñòü ìíîæåñòâ èç îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ, H(p) =

p∑
k=1

1

k
.Àëãîðèòì Â. Õâàòàëà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, êîòîðûé íà-õîäèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïîêðûòèè. Â ñõåìå àëãîðèòìà Õâàòàëàìíîæåñòâà â ïîêðûòèå (íàáîð ìíîæåñòâ Chv) âûáèðàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìèíè-ìóìó îòíîøåíèÿ c(Pj)

|Pj|
� óäåëüíîé ñòîèìîñòè ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:Àëãîðèòì ÕâàòàëàØàã 0. Chv := ∅;Øàã 1. Åñëè Chv � ïîêðûòèå U , òî ðàáîòó çàâåðøèòü. Èíà÷å � Øàã 2.Øàã 2. Âûáèðàåì k òàê, ÷òî

ck
|Pk|

= minj

( cj
|Pj|

: Pj ∈ P, Pj 6⊂ ∪(Pl : l ∈ Chv)
)
;

Chv := Chv ∪ {Pk}, ∀Pj : Pj := Pj \ Pk. Ïåðåéòè íà Øàã 1.Äëÿ ðåøåíèé, íàõîäèìûõ àëãîðèòìîì Õâàòàëà, âåðíà îöåíêà:
c(Chv)

c(Opt)
≤ H(|A|) ≤ H(m), (2)ãäå |A| � ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâ èç îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ. Ñóùå-ñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé îöåíêè, íàïðèìåð äîêàçàòåëü-ñòâî ñàìîãî Â. Õâàòàëà [1℄. Â äîêàçàòåëüñòâå Â. Õâàòàëà çàäà÷à î ïîêðûòèèðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà-ìè ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî, ãäå çàäà÷à î ïîêðûòèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîì-áèíàòîðíàÿ çàäà÷à. È õîòÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åíà áîëåå ñëàáàÿ îöåíêàäëÿ ðåøåíèé, îòûñêèâàåìûõ àëãîðèòìîì Õâàòàëà, à èìåííî îöåíêà:

c(Chv)

c(Opt)
≤ H(m),ïîëó÷åííîå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ìàæîðèðîâàíèå îò-íîøåíèÿ c(Chv)

c(Opt)
ãàðìîíèêîé H(m). Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà êëþ÷åâîì ñî-îòíîøåíèè (ëåììà 2):

ci
|Pi|

≤ c(Opti)

mi

,



60 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ. Îöåíêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ...ãäå Pi � ìíîæåñòâî, êîòîðîå âûáèðàåòñÿ àëãîðèòìîì íà i-é èòåðàöèè; Opti �îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå ÷àñòè ìíîæåñòâà U , íåïîêðûòîé ê i-é èòåðàöèè ðàáîòûàëãîðèòìà, mi � ìîùíîñòü ýòîé ÷àñòè ìíîæåñòâà U .Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Òîãäà a
b
≤ c

d
⇒ a

b
≤ a+ c

b+ d
≤ c

d
.Äîêàçàòåëüñòâî. a

b
≤ c

d
⇔ ad ≤ bc;

a

b
=
a

b
· a+ c

a+ c
· b+ d

b+ d
=
a+ c

b+ d
· a(b+ d)

b(a+ c)
=
a+ c

b+ d
· ab+ ad

ab+ bc
≤ a+ c

b+ d
· ab+ bc

ab+ bc
=

=
a+ c

b+ d
;

c

d
=
c

d
· a+ c

a+ c
· b+ d

b+ d
=
a+ c

b+ d
· c(b+ d)

d(a+ c)
=
a+ c

b+ d
· bc+ cd

ad+ cd
≥ a+ c

b+ d
· ad+ cd

ad+ cd
=

=
a+ c

b+ d
.

Ñëåäñòâèå 1. a1

b1
≤ a2

b2
≤ . . . ≤ ak

bk
⇒ a1

b1
≤

k∑
i=1

ai

k∑
i=1

bi

.Ïóñòü (P1, P2, . . . , Pl) � ïîêðûòèå, êîòîðîå äàåò àëãîðèòì Õâàòàëà, è àëãî-ðèòì Õâàòàëà âûáèðàåò ìíîæåñòâî Pi íà i-é èòåðàöèè, (A1, A2, . . . , Ak) � îïòè-ìàëüíîå ïîêðûòèå, ai � ñòîèìîñòü ìíîæåñòâà Ai.
Ëåììà 2. c1

|P1|
≤ c(Opt)

m
=

k∑
i=1

c(Ai)

m
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A′

1 = A1, A
′
2 = A2 \ A1, . . . , A

′
k =

= Ak \
(
k−1⋃
i=1

Ai

)
⇒ A′

i � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ. Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâà Aiè ââåäåì íîâóþ èíäåêñàöèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåóáûâàíèåì îòíîøåíèÿ ai
|A′

i|
:

a1

|A′
1|

≤ a2

|A′
2|

≤ . . . ≤ ak
|A′

k|
⇒ a1

|A′
1|

≤

k∑
i=1

ai

k∑
i=1

|A′
i|

=
c(Opt)

m
(ïî ëåììå 1). Ïîàëãîðèòìó c1

|P1|
≤ a1

|A1|
=

a1

|A′
1|

≤ c(Opt)

m
.
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c(Chv)

c(Opt)
≤ H(m).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà i-é èòåðàöèè àëãîðèòì Õâàòàëà âûáèðàåò ìíî-æåñòâî P i

i , ãäå P i
i � ìíîæåñòâî Pi ê i-é èòåðàöèè: P i

i = Pi \ (
i−1⋃
k=1

Pk); îáîçíà÷èì
pi = |P i

i | ⇒
l∑

i=1

pi = m. Îáîçíà÷èì Opti � îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå äëÿ i-é çàäà÷è(ò.å. çàäà÷è íà i-é èòåðàöèè). Ïî ëåììå 2
c1
p1

≤ c(Opt)

m
,
c2
p2

≤ c(Opt2)

m− p1

, . . . ,
cl
pl

≤ c(Optl)

m− p1 − p2 − . . .− pl−1

.Òàê êàê c(Opt) ≥ c(Opt2) ≥ . . . ≥ c(Optl), òî
c(Chv) =

l∑
i=1

ci ≤
(
p1

m
+

p2

m− p1

+ . . .+
pl

m− p1 − p2 − . . .− pl−1

)
· c(Opt) ≤

≤
[(

1

m
+

1

m− 1
+ . . .+

1

m− p1 + 1

)
+

(
1

m− p1

+
1

m− p1 − 1
+ . . .

. . .+
1

m− p1 − p2 + 1

)
+ . . .+

(
1

m− p1 − . . .− pl−1

+
1

m− p1 − . . .− pl−1 − 1
+

+ . . .+
1

m− p1 − p2 − . . .− pl + 1

)]
· c(Opt) =

[
1

m
+

1

m− 1
+ . . .+

1

2
+

+1

]
· c(Opt) = H(m) · c(Opt). Ëèòåðàòóðà1. Chvatal V. A greedy heuristi
 for the set-
overing problem // Mathemati
s of operationresear
h. 1979. V.4, N 3. P.233�235.2. �ýðè Ì. Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. Ì.:Ìèð, 1982.
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onsider heuristi
 algorithm for solving graph isomorphismproblem. The algorithm based on a su

essive splitting of the eigenvalues ofthe matri
es whi
h are modifi
ations (to positive defined) of graphs' adja
en
ymatri
es. Modifi
ation of the algorithm allows to find a solution for Frobeniusproblem. Formulation of the Frobenius problem is following one. Given a pairof two matri
es with the same number of rows and 
olumns. We must findout whether one of the matrix 
an be a
quired from another by permutationof it's rows and strings or not. Solution of Frobenius problem 
an give to useffi
ient way for de
rypting of double permutation 
yphers problem for highdimension matri
es.1. Èçîìîð�èçì ãðà�îâÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿèçîìîð�íîñòè ãðà�îâ, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàñùåïëåíèè ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë, âèäîèçìåíåííûõ (äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ) ìàòðèö ñìåæíî-ñòè, è ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ îáðàòíûå ìàòðèöû.Ñðàâíåíèå íîðì ñòîëáöîâ îáðàòíûõ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøàþùóþ ïå-ðåñòàíîâêó.Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ ïðèíàäëåæèò ê çàäà÷àì, îòíîñè-òåëüíî êîòîðûõ íåò ÿñíîñòè: ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìèèëè íåò [1℄. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�íîñòèãðà�à ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðà�îâ, â÷àñòíîñòè äëÿ ïëàíàðíûõ, ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñòðîåíûý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è [2℄, [3℄, [4℄. Ïðåäëàãàåìûéíàìè àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì äëÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íî-ñòè ãðà�îâ.Â çàäà÷å äàíû äâà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àGA = 〈VA, EA〉 èGB = 〈VB, EB〉,ãäå VA, VB � ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�îâ, EA, EB � ìíîæåñòâà ðåáåð. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî |VA| = |VB|, |EA| = |EB|. Çàäà÷à èçîìîð�èçìà ãðà�îâ �îðìóëèðó-åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : VA → VB,òàêîå, ÷òî åñëè (i, j) ∈ EA, òî (ϕ(i), ϕ(j)) ∈ EB?
© 2002 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ, �.Ò. ÔàéçóëëèíE-mail: e-mail: faizulin�univer.omsk.su, prolubnikov�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 63Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�íîñòèãðà�îâ ðàáîòàåò ñ âèäîèçìåíåííûìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ãðà�îâ.Ïóñòü A0 � ìàòðèöà ñìåæíîñòè GA, òî åñòü A0 = (a0
ij), ãäå

a0
ij =

{
1, åñëè(i, j) ∈ EA,

0, èíà÷å.
B0 � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðà�à GB.Ïî ìàòðèöå A0 ñòðîèì ìàòðèöó DA0 :




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . dn


 .

DA0 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:
di =

n∑

j=1

a0
ij + 1.Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìàòðèöà DB0 ïî ìàòðèöå ñìåæíîñòè ãðà�à GB.�àññìàòðèâàåìûå äàëåå ìàòðèöû

A = A0 +DA0 , B = B0 +DB0 (1)� ìàòðèöû, ñ êîòîðûìè áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì, ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìèïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè.Åñëè ãðà�û GA = 〈VA, EA〉 è GB = 〈VB, EB〉 èçîìîð�íû, òî ñîîòâåòñòâóþ-ùèå èì ìàòðèöû îïèñàííîãî òèïà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îäíà èç äðóãîé ïåðå-ñòàíîâêîé ñòðîê ñ îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ñ òåìè æå íîìåðàìè.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè äâóõ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ñ�îð-ìóëèðîâàíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è Ôðîáåíèóñà: ìîæåò ëè áûòü ïîëó÷åíàìàòðèöà B èç ìàòðèöû A ïîñëåäîâàòåëüíîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ñ îäíîâðåìåí-íîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ?Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ñ íîìåðàìè i è j ýêâèâàëåíò-íà åå óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè Pij. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöûýêâèâàëåíòíà åå óìíîæåíèþ ñïðàâà íà òó æå ìàòðèöó. Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðàíà ìàòðèöó Pij êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà ïðîèñõîäèò ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíòâåêòîðà ñ íîìåðàìè i è j.�àññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:
Ax = ej, By = ek, (2)ãäå âåêòîðû ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) � áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå Rn,ìàòðèöû A è B � îïèñàííîãî âûøå âèäà. Îáå ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò ðåøå-íèå, è ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê A è B � ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîá-ëàäàíèåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ îïðåäåëèòåëè íå ðàâíû íóëþ. Ïóñòü äàëåå xj �



64 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ, �.Ò. Ôàéçóëëèí. Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì...ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = ej, yk � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé By = ek.Îòìåòèì, ÷òî, ðåøèâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ïîëó÷èì îáðàòíûå ìàòðèöûäëÿ A è B. Òàê, äëÿ i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà xj âåðíî: xji = (−1)i+jAij/ det(A),ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A. Òî åñòü âåêòîðûðåøåíèé xj, j = 1, . . . , n ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè îáðàòíîé ê A ìàòðèöû.Åñëè B = PjkAPjk, òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (2) äîëæíû âûïîë-íÿòüñÿ ðàâåíñòâà:
xi = yi, i 6= j, i 6= k;

xj = yk, xk = yj.Äåéñòâèòåëüíî: (Ax = ej) ∼ (PjkAx = Pjkej) ∼ (PjkAxPjk = PjkejPjk) ∼
(PjkAPjkx = ej) ∼ (PjkAPjkxPjk = ejPjk) ∼ (BxPjk = ek). Òî åñòü xPjk = y.Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ìíîãîêðàòíîé îäíîâðåìåííîé ïå-ðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî:

B = Pjlkl
. . . Pj1k1APj1k1 . . . Pjlkl

,è, ñîîòâåòñòâåííî, xPj1k1 . . . Pjlkl
= y.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû áóäåì ìåíÿòü âåêòîð ek â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2)ïðè �èêñèðîâàííîì j, òî åñòü èíäåêñ k áóäåò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ 1, . . . , n, òîâåêòîðû xj è yk � ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñèñòåì (2)áóäóò ñîâïàäàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè ñòðîêå j ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà k ìàòðèöû B. Òî åñòü ýëåìåíòûñòðîêè k ìàòðèöû B åñòü ïåðåñòàâëåííûå ýëåìåíòû ñòðîêè i ìàòðèöû A. Òî æåâåðíî è äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèö.Ïðè íàõîæäåíèè â ìàòðèöå B ñòðîêè è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêåè ñòîëáöó ñ íîìåðîì i ìàòðèöû A, íà êàæäîé i-é èòåðàöèè àëãîðèòìà áóäåìïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäèòü âîçìóùåíèÿ åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Àëãî-ðèòì ðàáîòàåò ñ ñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû êäèàãîíàëüíîé �îðìå ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òî åñòü
Ã = UAAU

T
A ,

B̃ = UBBU
T
A ,ãäå Ã, B̃ � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà äèàãîíàëè,à UA, UB � ìàòðèöû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

Ã, B̃ � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A è B.Ñïåêòðû ìàòðèö ñìåæíîñòè èçîìîð�íûõ ãðà�îâ ñîâïàäàþò [5℄. Òî æåìîæíî ñêàçàòü è î ñïåêòðàõ ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, òàê êàêîïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà çàìåíû íóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûñìåæíîñòè ïðèâîäèò ëèøü ê ñäâèãó ñïåêòðà ìàòðèöû. Ïðè÷åì, åñëè ìàòðèöûñîîòâåòñòâóþò èçîìîð�íûì ãðà�àì, òî ñïåêòðû ìàòðèö áóäóò ñîâïàäàòü è ïî-ñëå ñäâèãà.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 65Î÷åâèäíî, åñëè ñïåêòð êàæäîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü ñðåäèñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íåò êðàòíûõ, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�-íîñòè ãðà�îâ ðàçðåøèìà îäíîçíà÷íî ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ìàòðèö Ã, B̃, UAè UB.Îñíîâíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè ãðà�îâ, ñïåêòðû êîòîðûõñîäåðæàò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âîçìóùàÿ ìàòðèöû â õîäå èòåðàöèéàëãîðèòìà, ìû áóäåì ïîëó÷àòü âîçìóùåíèå ñïåêòðà ìàòðèö, ïðè êîòîðîì ïðî-èñõîäèò ðàñùåïëåíèå êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòüîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèö.Â èòîãå, åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö A è B åñòü êðàòíûå, òî âõîäå ðàáîòû àëãîðèòìà îíè áóäóò ðàñùåïëåíû, è áóäåò âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïå-ðåñòàíîâêè, çàäàþùåé èñêîìîå îòîáðàæåíèå ϕ, óñòàíàâëèâàþùåå èçîìîð�èçìãðà�îâ GA = 〈VA, EA〉 è GB = 〈VB, EB〉. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò,÷òî ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà ìàòðèö, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâó-þùèõ äðóã äðóãó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö, ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî ðàíüøåçàêëþ÷èòåëüíîé èòåðàöèè.Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì ðàáîòàòü íå ñ èñõîä-íûìè, íî 
 óæå âîçìóùåííûìè â õîäå ïðåäûäóùèõ èòåðàöèé àëãîðèòìà ìàò-ðèöàìè. Òàê, ïîëó÷èâ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòðîêîé j ìàòðèöû Aj è ñòðîêîé kìàòðèöû Bj íà èòåðàöèè j, à òàêæå ñòîëáöàìè ñ òåìè æå íîìåðàìè, ðàññìàò-ðèâàåì äàëåå âîçìóùåííûå ìàòðèöû Aj+1 è Bj+1:
Aj+1 = Aj + εCj, Bj+1 = Bj + εCk.Âîçìóùåíèÿ ïðîèçâîäèì ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Ck ñ äèàãîíàëüíûìèýëåìåíòàìè

ci =

{
1, åñëè i = j = k,

0, èíà÷å.Â ðåçóëüòàòå, åñëè ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ïîñëåäî-âàòåëüíûìè îäíîâðåìåííûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî ïîêà j ïðî-áåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n, áóäåò ïîëó÷åíà, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíà èç âîçìîæíûõïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A:
(

1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)
,ãäå kj � íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû B, ïîëó÷åííûé íà j-é èòåðàöèè ðàáîòû àëãî-ðèòìà.Ïåðåñòàíîâêà çàäàåò òàêóþ ïåðåíóìåðàöèþ âåðøèí ãðà�à GA, òî åñòü îòîá-ðàæåíèå ϕ : VA → VB, ïðè êîòîðîé ìàòðèöû A è B, ïðåäñòàâëÿþùèå ãðà�û,ñîâïàëè áû, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ.Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâØàã 0. A0 := A, j := 1.Øàã 1. Åñëè j < n, òî Aj := Aj−1 + εCj, èíà÷å ðàáîòó àëãîðèòìà çàâåðøèòü.



66 À.Â. Ïðîëóáíèêîâ, �.Ò. Ôàéçóëëèí. Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì...Øàã 2. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = ej. xj � ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.Øàã 3. k := 1. Åñëè k < n, òî � Øàã 3.1, èíà÷å ïåðåéòè íà Øàã 4.Øàã 3.1. Bk := Bk−1 + εCk.Øàã 3.2. �åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Bky = ek. yk � ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.Øàã 3.3. k := k + 1. Ïåðåéòè íà Øàã 3.Øàã 4. Ñðàâíåíèå íîðì xj è yk, k = 1, . . . , n.Åñëè ∀k ||xj|| 6= ||yk||, òî ãðà�û GA è GB íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìàçàâåðøèòü.Åñëè ∃k : ||xj|| = ||yk|| è xjj = ykk , òî âåðøèíå j ãðà�à GA ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèåâåðøèíó k ãðà�à GB. Èíà÷å ãðà�û GA è GB íåèçîìîð�íû. �àáîòó àëãîðèòìàçàâåðøèòü.Øàã 5. j := j + 1. Ïåðåéòè íà Øàã 1.Òðóäîåìêîñòü ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû àëãîðèòìà ðàâíà O(n4), ãäå n � ÷èñëîñòðîê â êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ A è B, ïîäàþùèõñÿ íà âõîä àëãîðèòìà. Ñëåäó-åò îòìåòèòü, ÷òî ñ äîáàâëåíèåì ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ñïåêòðà ìàòðèö A è Bíà ðàñùåïëåííîñòü ñõåìà àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðîâàíà äî ñõåìû ñòðóäîåìêîñòüþ O(n3.5).2. �åøåíèå çàäà÷è Ôðîáåíèóñà äëÿ ïðîèçâîëüíûõêâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîëíîãî ðàíãàÀëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè íåîðèåíòèðî-âàííûõ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí áåç êàêèõ-ëèáî ìîäè�èêàöèé äëÿ ïðî-âåðêè èçîìîð�íîñòè âçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ. Ñõåìà àëãîðèòìàîñòàåòñÿ â òî÷íîñòè òîé æå, ìîäè�èöèðóþòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâëÿþùèå ãðà�ûìàòðèöû, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì.Â çàäà÷å äàíû äâà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àGA = 〈VA, EA〉 èGB = 〈VB, EB〉,ãäå VA, VB � ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�îâ, EA, EB � ìíîæåñòâà ðåáåð. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî |VA| = |VB|, |EA| = |EB|. Íà ìíîæåñòâàõ ðåáåð ãðà�îâ GA è GBîïðåäåëåíû �óíêöèè HA : EA → R è HB : EB → R, çàäàþùèå âåñà ðåáåð. Çàäà-÷à îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�èçìà âçâåøåííûõ ãðà�îâ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : VA → VB, òàêîå, ÷òî åñëè
(i, j) ∈ EA, òî (ϕ(i), ϕ(j)) ∈ EB è HA(i, j) = HB(ϕ(i), ϕ(j))?Ìàòðèöû ñìåæíîñòè âçâåøåííûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ òàêæå ïðåîá-ðàçóþòñÿ äî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäà-íèåì, íî ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ÷èñëà îáó-ñëîâëåííîñòè ìàòðèö, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, áûëè îãðàíè÷åíû.Ïóñòü A0 = (a0

ij) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè âçâåøåííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà-�à GA. DA0 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè di:
di = d+

n∑

j=1

a0
ij,
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1≤i≤n

n∑
j=1

a0
ij. Òàêèì æå îáðàçîì ñòðîèòñÿ ìàòðèöà DB0 äëÿ âçâåøåííîãîíåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à GB ïî åãî ìàòðèöå ñìåæíîñòè B0.Äëÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè µ(A) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà ñëå-äóþùàÿ îöåíêà [6℄:

µ(A) ≤ η(A)

χ(A)
,ãäå η(A) = max

1≤i≤n
(aii +

∑
j 6=i

|aij|), χ(A) = min
1≤i≤n

(aii −
∑
j 6=i

|aij|).Ïðè íàøåì âûáîðå d
η(A) = max

1≤i≤n
(aii +

n∑
j=1

|a0
ij|) = ai1i1 +

n∑
j=1

|a0
i1j
| = di1 +

n∑
j=1

|a0
i1j
| = d+ 2

n∑
j=1

|a0
i1j
| =

= 3
n∑
j=1

|a0
i1j
|,

χ(A) = min
1≤i≤n

(aii −
n∑
j=1

|a0
ij|) = ai2i2 −

n∑
j=1

|a0
i2j
| = di2 −

n∑
j=1

|a0
i2j
| =

n∑
j=1

|a0
i2j
| + d−

−
n∑
j=1

|a0
i2j
| =

n∑
j=1

|a0
i2j
| +

n∑
j=1

|a0
i1j
| −

n∑
j=1

|a0
i2j
| =

n∑
j=1

|a0
i1j
|.Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(A) =
η(A)

χ(A)
≤

3
n∑
j=1

|a0
i1j
|

n∑
j=1

|a0
i1j
|

= 3.Â çàäà÷å Ôðîáåíèóñà äàíû äâå ìàòðèöû FA è FB ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîêè ñòîëáöîâ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ìîæåò ëè îäíà èç ìàòðèö áûòü ïîëó÷åíà èçäðóãîé ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè åå ñòðîê è ñòîëáöîâ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû FA è FB � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãàñ ÷èñëîì ñòðîê, ðàâíûì n. Ìàòðèöà A0 âèäà
(

0 FA
F T
A 0

)ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòðèöà ñìåæíîñòè íåêîòîðîãî âçâåøåííîãî íåîðè-åíòèðîâàííîãî ãðà�à. Ïîñòðîèâ äëÿ ìàòðèöû A0 ìàòðèöó DA0 îïèñàííîãî âûøåâèäà, ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èñõîäíîé ìàòðèöå FA ìàòðèöó A:
A = A0 +DA0 .Òî åñòü

A =

(
D1
A0

FA
F T
A D2

A0

)è
DA0 =

(
D1
A0

0
0 D2

A0

)
,
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D1
A0

=




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . dn


 , D2

A0
=




dn+1 0 . . . 0
0 dn+2 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . d2n


 .Èòàê, A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëü-íûì ïðåîáëàäàíèåì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó äâóäîëüíîìó âçâåøåííîìóíåîðèåíòèðîâàííîìó ãðà�ó. Ìàòðèöà FB � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ òåì æå ÷èñ-ëîì ñòðîê, ÷òî è ìàòðèöà FA. Àíàëîãè÷íî ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå FBìàòðèöó B. Ïðèìåíÿÿ ê ìàòðèöàì A è B îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì, �îðìè-ðóåì ðåøàþùóþ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B.Ïî ïåðåñòàíîâêàì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B �îðìèðóåì ïåðåñòàíîâêèñòðîê è ñòîëáöîâ èñõîäíûõ ìàòðèö FA è FB ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü àëãî-ðèòìîì ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâèå ñòðîêè è ñòîëáöà íîìåð i ìàòðèöû A ñòîëáöóè ñòðîêå íîìåð j ìàòðèöû B. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, òîïåðåñòàíîâêà ïàðû ñòðîê {i, j} è ñòîëáöîâ {i, j} ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-ñòàíîâêå ñòðîê i è j èñõîäíîé ìàòðèöû FA. Åñëè n+1 ≤ i ≤ 2n, n+1 ≤ j ≤ 2n,òî ïåðåñòàíîâêà ïàðû ñòðîê {i, j} è ñòîëáöîâ {i, j} ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåòïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ i è j èñõîäíîé ìàòðèöû FA. Òàê êàê ìàòðèöû A è B, ñêîòîðûìè ðàáîòàåò àëãîðèòì, èìåþò âèä:




∗ 0 . . . 0 ∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . 0 ∗ ∗ . . . ∗... ... . . . ... ... ... ...
0 0 . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ ∗ 0 . . . 0
∗ ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . 0... ... ∗ ... ... . . . ...
∗ ∗ . . . ∗ 0 0 . . . ∗




,

ãäå ∗ îáîçíà÷åíû ïîçèöèè, äîïóñòèìûå äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ñèòóàöèÿ,êîãäà àëãîðèòì ïîñòàâèë áû â ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó ïàðó ñòðîê è ñòîëáöîâìàòðèö A è B ñ íîìåðàìè {i, j} è 1 ≤ i ≤ n, n+1 ≤ j ≤ 2n íåâîçìîæíà, òàê êàêïîñëå òàêîé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, åñëè èñõîäíûå ìàòðèöû FA è FB íåÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, â ëåâîé âåðõíåé ÷àñòè ìàòðèöû A (â ìàòðèöå D1
A0

)è ïðàâîé íèæíåé ÷àñòè (â ìàòðèöå D2
A0

) ïîÿâèëèñü áû êðîìå äèàãîíàëüíûõ äî-ïîëíèòåëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèö
A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíèå òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìàíåâîçìîæíî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 693. Äåøè�ðîâàíèå øè�ðà äâîéíîé ïåðåñòàíîâêèïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿÏóñòü èñõîäíûé òåêñò ïðåäñòàâëåí íåêîòîðîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ñèìâîëîâ.Ôîðìèðóåì ìàòðèöó øè�ðà, ãäå êàæäîìó ñèìâîëó òåêñòà ïîñòàâëåí â ñîîòâåò-ñòâèå åãî íåêîòîðûé ÷èñëîâîé êîä. Âòîðàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæåíåêîòîðûé êîäèðîâàííûé òàêèì æå îáðàçîì òåêñò. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ÿâ-ëÿåòñÿ ëè òåêñò, ïðåäñòàâëåííûé âòîðîé ìàòðèöåé, øè�ðîì äâîéíîé ïåðåñòà-íîâêè òåêñòà, ïðåäñòàâëåííîãî ïåðâîé ìàòðèöåé. Òî åñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,ÿâëÿåòñÿ ëè îí òåêñòîì, ïîëó÷åííûì èç ïåðâîé òåêñòîâîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùèïåðåñòàíîâîê åå ñòðîê è ñòîëáöîâ. Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíàêàê çàäà÷à Ôðîáåíèóñà äëÿ ïàð ÷èñëîâûõ ìàòðèö, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åå ðå-øåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðîâåðêèèçîìîð�íîñòè ãðà�îâ.Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè íåîðèåíòèðîâàííûõ íåâçâåøåííûõ è âçâå-øåííûõ ãðà�îâ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî 60-òè èòå-ðàöèé ìåòîäà Çåéäåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïðè òîì, ÷òî ðàñ-ùåïëåíèå ñïåêòðà ïðîèñõîäèò çà ÷èñëî èòåðàöèé, íå ïðåâûøàþùåå ÷èñëà ãðóïïêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö A è B, ïîäàâàåìûõ íà âõîä àëãîðèòìà.Äëÿ çàäà÷ ïðîâåðêè èçîìîð�íîñòè ãðà�îâ ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-ðèìåíòû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ ñ ÷èñëîì âåðøèí äî 2500. Äëÿçàäà÷ äåøè�ðîâàíèÿ øè�ðà äâîéíîé ïåðåñòàíîâêè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûåýêñïåðèìåíòû ñ òåêñòàìè ñ ÷èñëîì ñèìâîëîâ äî 5000.Ëèòåðàòóðà1. �ýðè Ì., Äæîíñîí Ä.Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. Ì.:Ìèð, 1982.2. Hop
roft, Wong A linear time algorithm for isomorphism of planar graphs. Pro
eedingsof the Sixth Annual ACM Symposium on Theory of Computing. 1974. P.172�184.3. Luks Isomorphism of graphs of bounded valen
e 
an be tested in polynomial time. Pro
.21st IEEE FOCS Symp., 42, 49, 1980.4. Hoffmann Group-Theoreti
 Algorithms and Graph Isomorphism. Le
ture Notes inComputer S
ien
e (Chapter V). 1982. P.127�138.5. Öâåòêîâè÷ Ä. è äð. Ñïåêòðû ãðà�îâ. Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèå. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,1984.6. �îäóíîâ Ñ.Ê. è äð. �àðàíòèðîâàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1988.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 70�79 ÓÄÊ 514.132;515.124ÎÁ ÓËÜÒ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÒÅÒ�ÀÝÄ�ÀÕÈ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀÕ�.�. ÔàéçóëëèíIn this arti
le relationships between ultrametri
 spa
es and spa
es of negative
urvature are 
onsidered.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïðåäëîæåíèé î ïðî-ñòðàíñòâàõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.1. Îáùèå óòâåðæäåíèÿÎïðåäåëåíèå 1. Óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ÓÌÏ) � ýòî ìåòðè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûìíåðàâåíñòâîì:
ρ(A,B) ≤ max(ρ(A,C), ρ(B,C)). (1)Ïðåäëîæåíèå 1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ óëüòðàìåòðè÷å-ñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ òðîéêà åãî òî÷åê ïðè âëîæåíèè â

S2
k åñòü ïîäìíîæåñòâî îêðóæíîñòè. Êîãäà òðè òî÷êè íå ïîä÷èíÿþòñÿ óëü-òðàìåòðèêå, òî ñîñòàâëåííûé èç íèõ òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü â S2

k íåäëÿ âñÿêîãî k. Ïóñòü äàíû òðè òî÷êè â S2
k è îíè èçîìåòðè÷íû ïîäìíîæåñòâóÓÌÏ. Òîãäà ïðè ëþáîì k îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè.Ïðåäëîæåíèå 2. Ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè ÓÌÏ èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàþò-ñÿ â S3

k, îáðàçóÿ ïðè ëþáîì k â S3
k âïèñàííûé â ñ�åðó òåòðàýäð. È îáðàòíî,åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U òàêîâî, ÷òî êàæäàÿ ÷åòâåðêà åãî òî÷åêèçîìåòðè÷åñêè âëîæåíà â ïîäìíîæåñòâî ñ�åðû â S3

k ïðè ëþáîì k ≤ 0, òî Uåñòü ÓÌÏ.Åñëè æå òåòðàýäð â S3
k âïèñûâàåòñÿ â øàð, òî åãî âåðøèíû âëîæåíû èçÓÌÏ.Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ �àêòîâ îòðîéêàõ è ÷åòâåðêàõ òî÷åê ÓÌÏ.Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ è èçâåñòíûì ñâîéñòâîì óãëîâïàðàëëåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî: cosPk(a) = th(ka) [1℄.Íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òðîéêàìè òî÷åê ÓÌÏ è ñîîòâåòñòâóþùèå èìòðåóãîëüíèêè. Îïðåäåëèì, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ (1) íàêëàäûâàåò íà ýòè òðåóãîëü-íèêè. �àññìîòðèì ÷åòûðå òèïà òðåóãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, à)-ã).
© 2002 �.�. ÔàéçóëëèíE-mail: ramillien�mail.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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�èñ. 1.Èç íèõ óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òðåóãîëüíèêèñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:Òèï 1. �àâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè: ñòîðîíà a = a = a (ðèñ.1,a).Òèï 2. �àâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì ìåíüøèì, ÷åì áîêîâàÿ ñòîðîíà: a > b(ðèñ.1,á).�àññìàòðèâàåì òàêæå äâà òèïà òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿóëüòðàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî:Òèï 3. �àâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì áîëüøèì, ÷åì áîêîâàÿ ñòîðîíà: b > a(ðèñ.1,â).Òèï 4. Òðåóãîëüíèêè ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñòîðîíàìè: c > max(a, b) = b(ðèñ.1, ã).Èòàê, èç ÷åòûðåõ âûäåëåííûõ òèïîâ òðåóãîëüíèêîâ äîïóñòèìûìè ìû ñ÷èòà-åì äâà òèïà òðåóãîëüíèêîâ � 1-é è 2-é. Òî÷íî òàê æå íàéäåì òèïû òåòðàýäðîâ,êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç äîïóñòèìûõ òðåóãîëüíèêîâ.Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå ïî øàãàì, îòñåèâàÿ òåòðàýäðû, äëÿ âåðøèí êîòîðûõíå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1).Íà ïåðâîì øàãå âûáèðàåì òèï òðåóãîëüíèêà ABC. Âñïîìíèâ êëàññè�èêà-öèþ òðåóãîëüíèêîâ, çàìå÷àåì, ÷òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü äâà âàðèàíòà.Âàðèàíò 1.Ïåðâûé øàã. �àññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ABC òèïà 1, ñòîðîíà AD = d(ðèñ.1,ä).Âòîðîé øàã. Âàðèàíò ðàçîáüåì íà ïîäâàðèàíòû:1a) AD > a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âûøåèçëîæåííîé êëàññè�èêàöèè △ ADC2-ãî òèïà, DA = DC = d, DB = DC = d èç ðàññìîòðåíèÿ △DBC.1á) AD = a, AD = AC = a.



72 �.�. Ôàéçóëëèí. Îá óëüòðàìåòðè÷åñêèõ òåòðàýäðàõ...Óäîáíî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:1á1) DC = a. Ïî (1) DB ≤a.1á2) DC < a, çíà÷èò, èëè DB = BC èëè DC = BC (èç ïîä÷èíåíèÿâåðøèí △DBC íåðàâåíñòâó (1)) .1á3) DC > a è △ADC 3-ãî òèïà, òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 1á3) ïðîòèâî-ðå÷èò (1).1â) AD < a, è ïî ïîä÷èíåíèþ âåðøèí △ADC íåðàâåíñòâó (1) âûïîëíÿåòñÿ
DC = AC. À ïî ðàññìîòðåíèþ △ DBC âåðíî DB = DC.Âàðèàíò 2.Ïåðâûé øàã. �àññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ABC òèïà 2, ñòîðîíà a = AB =
AC > BC = b.Âòîðîé øàã. Âàðèàíò òàêæå ðàçîáüåì íà ïîäâàðèàíòû:2a) AD < a èç ðàññìîòðåíèÿ △ ADC, ïî (1), DC = a. Èç ðàññìîòðåíèÿ △
ADB, ïî (1), DB = AD. Âåðøèíû òåòðàýäðà ABCD íå ïðîòèâîðå÷àò (1) è ADñ BC â ëþáîì îòíîøåíèè.2á) AD = a, ïî (1), DC ≤ a DB ≤ a BC ≤ a. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè:
DB = DC ≥ BC2â) AD > a. Èç (1) äëÿ △ ADC è △ ADB AD = DB = DC ≥ AB =
AC ≥ BC.Èòàê, ðàññìîòðåâ ýòè òåòðàýäðû, äëÿ âåðøèí êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâî (1), � áóäåì íàçûâàòü óëüòðàìåòðè÷åñêèìè � âûäåëèì äâà òèïà òåòðàýäðîâ,ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèå âñå òåòðàýäðû ñ âåðøèíàìè, èçîìåòðè÷íûìè òî÷êàìÓÌÏ.Òèï I: AD = DC = DB = d ≥ a = AB = AC ≥ BC = b.Òèï II: AD = d ≤ DC = DB = AB = AC = a ≥ BC = b. Îòíîøåíèÿ ìåæäó
AD è BC ïðîèçâîëüíûå.2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1Íåîáõîäèìîñòü. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b ≥ c. Åñëèîêðóæíîñòü äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò, òî åå öåíòð � ýòî ïåðåñå÷åíèåñðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû,ïðîâåäåííûå ê b è c, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîñòàòî÷íî áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå ïå-ðåñåêàþò áèññåêòðèñó óãëà A. �àññìîòðèì óãëû ïàðàëëåëüíîñòè îòðåçêîâ M1A,
M2A. Íàäî ñðàâíèòü A/2 
 Pk(c/2). Òàê êàê th(t) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ñíèçóê 1 ïðè t→ ∞, òî

cos(Pk(c/2)) = th(kc/2) <= th(kb/2) = cos(Pk(b/2)). (2)Òî åñòü ïðè k → ∞ Pk(c/2) → +0.Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî cos(Ak/2) < cos(Pk(c/2)) ïðè áîëüøèõ
k. Ýòî áóäåò äîñòàòî÷íûì, òàê êàê èç (2) ñëåäóåò, ÷òî Pk(c/2) > Pk(b/2). Ïî
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cos(Ak) =

cosh(kb) cosh(kc) − cosh(ka)

sinh(kb) sinh(kc)
. (3)Òàê êàê A, B, C � òî÷êè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìèïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî a < b+ c, cos(Ak) → 1, lim

k→∞
Ak = 0.Ñðàâíèì ïðè âîçðàñòàþùåì k ÷èñëà cos(Ak/2) =

√
(1 + cos(Ak))/2 è th(kc/2).Ïîêàæåì, ÷òî

√
0.5 +

cosh(kb) cosh(kc) − cosh(ka)

2 ∗ sinh(kb) sinh(kc)
< th(

kc

2
). (4)Î÷åâèäíî, ÷òî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4) ïîëîæèòåëüíû (äàëåå èñïîëüçóåì ñèì-âîëû ñðàâíåíèÿ � ∨, ∨) è

sinh kb sinh kc+ cosh kb cosh kb− cosh ka

2 sinh kb sinh kc
∨ exp(2kc) − 2 exp(kc) + 1

exp(2kc) + 2 exp(kc) + 1
, (5)

2 exp(kb+ kc) + 2 exp(−kb− kc) − 2(exp(ka) + exp(−ka))
2(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) − exp(−kc)) ∨

(
exp(kc) − 1

exp(kc) + 1

)2

.(6)Óïðîñòèì ýòè âûðàæåíèÿ, ââåäÿ ñëàãàåìûå:
C1(k) =

exp(−ak)(exp(2ck) + 2 exp(ck) + 1)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C2(k) =
exp(ak)(2 exp(ck) + 1)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C3(k) =
exp(bk)(exp(ck) + exp(−ck) − 2)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C4(k) =
exp(−bk)(exp(3ck) − 2 exp(2ck) + exp(ck) + 4)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C5(k) =
− exp(ak + 2ck) + 4 exp(bk + 2ck)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
.�àññìîòðèì ñðàâíåíèå:

C1(k) + C2(k) + C3(k) + C4(k) + C5(k)
∨

0. (7)Ïðè kc > 0 �óíêöèÿ exp(kc) − exp(−kc) > 0, ò.å. çíàê íåðàâåíñòâà (7) ïðèóìíîæåíèè íà (exp(kc) − exp(−kc)) íå èçìåíèòñÿ.Ïîëó÷àåì
(exp(kc) − exp(−kc))(C1(k) + C2(k) + C3(k) + C4(k) + C5(k))

∨
0. (8)



74 �.�. Ôàéçóëëèí. Îá óëüòðàìåòðè÷åñêèõ òåòðàýäðàõ...Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñëàãàåìûõ â �îðìóëå (8) ïðè óâåëè÷åíèè k,ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî a > b ≥ c. Ó íàñ âîçíèêàþò äâà íàáîðà ñëàãàåìûõ.
14) Ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê 0 ïðè k → +∞. Ýòî (C1(k), C2(k), C3(k), C4(k)):

lim
k→+∞

exp(−ak)(exp(2ck) + 2 exp(ck) + 1)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(ak)(2 exp(ck) + 1)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(bk)(exp(ck) + exp(−ck) − 2)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(−bk)(exp(3ck) − 2 exp(2ck) + exp(ck) + 4)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0.Îáîñíîâàíèå: −a+c < −a+2c < b+2c; a < a+c < b+2c; b−c < b+c < b+2c;

−b+ c < −b+ 2c < −b+ 3c < b+ 2c;
5) Ñëàãàåìîå (exp(kc)−exp(−kc))C5, êîòîðîå íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè k → +∞.Çàìåòèì, ÷òî a + 2c > b + 2c. À (− exp(ak + 2ck) + 4 exp(bk + 2ck))/((exp(kb) −

exp(−kb))(exp(kc)+1)2) ïðè âîçðàñòàíèè k åñòü �óíêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ �óíê-öèè − exp(ak + 2ck − bk − 2ck) = − exp(ak − bk) è lim
k→+∞

[− exp(ak − bk)] = −∞.Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ íåêîòîðîãî k0 çíàê â (7) ìåíüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäàêðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ìåíåå −k2
0, òî ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê b è c íåìîãóò ïåðåñåêàòü èäóùóþ ìåæäó íèìè ïðÿìóþ � áèññåêòðèñó óãëà A. Çíà÷èò,îíè òåì áîëåå íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè A,B,Cíå ëåæàò íà îêðóæíîñòè.Äîñòàòî÷íîñòü. Íàéäåì òî÷êó M : |MA| = |MB| = |MC|. Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî |AB| = c ≤ |AC| = |BC| = a (ñì. ðèñ.1,e).Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç C íà AB. Òî÷êà T ïðîèçâîëüíà: T ∈ CH. Íàéäåì�óíêöèþ f8(t) = |CT |−|BT |, ãäå t åñòü ðàññòîÿíèå îò T äî C. f8(t) = t−|BT (t)|.Èñïîëüçóåì òåîðåìó ñèíóñîâ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî äëÿ òðåóãîëüíèêà HCB.Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî CH > BH. �àññìîòðèì △ABC, â íåì ïðîòèâ áîëüøåéñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠ACB ïðîòèâ îñíîâàíèÿ, à óãîë ∠ABC ïðîòèâ áîêî-âîé ñòîðîíû. Âñïîìíèì íàøó êëàññè�èêàöèþ òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ 1-ãî è 2-ãîòèïîâ òðåóãîëüíèêîâ ýòî çíà÷èò, ÷òî ∠ACB ≤ ∠ABC, ∠HCB = 1/2∠ACB <

∠ABC. Âèäèì, ÷òî â △HCB ñòîðîíà CH, ëåæàùàÿ ïðîòèâ ∠ACB, áîëüøåñòîðîíû BH, ëåæàùåé ïðîòèâ ∠HCB. Ñëåäîâàòåëüíî, f8(|CH|) > 0. Â òî æåâðåìÿ f8(t), ÿâëÿÿñü êîìïîçèöèåé íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïðèíèìàåò íà êîí-öàõ ïðîìåæóòêà [0, |CH|] ðàçíûå çíàêè. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íà
(0, |CH|) åñòü òî÷êà t0 òàêàÿ, ÷òî f8(t0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà èñêîìàÿòî÷êà M, îíà ëåæèò íà ðàññòîÿíèè t0 îò C. Òàê êàê CH ñðåäèííûé ïåðïåí-äèêóëÿð ê AB, òî ðàññòîÿíèÿ îò ∀T ∈ CP äî A è B ñîâïàäàþò. À òàê êàê
f8(t0) = 0, òî ñîâïàäàåò ðàññòîÿíèå îò M äî C è B. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A,
B, C ïðèíàäëåæàò îêðóæíîñòè.
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f(u) =

ch2(u) − ch(u)

sh2(u)è
cos(γ) = f1(u, a) =

ch2(u) − ch(a)

sh2(u)
.Íåîáõîäèìîñòü.Íàäî äîêàçàòü, ÷òî:1) Óëüòðàìåòðè÷åñêèå òåòðàýäðû âêëàäûâàþòñÿ â S3
k ïðè êàæäîì k.2) Ýòè òåòðàýäðû � ïîäìíîæåñòâà ñ�åð.Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:a) Ñóììà óãëîâ ïðè êàæäîé âåðøèíå < 2π.á) Äëÿ óãëîâ ïðè âåðøèíå âåðíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: (α ≤ β + γ.)Âû÷èñëèì êîñèíóñû óãëîâ (γ0) äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 1-ãî òèïà (d), 2-ãî òèïà(d > b, γ < γ1). �àññìîòðèì

cos(γ0) = f(u) =
ch2(u) − ch(u)

sh2(u)
. (9)Òàê êàê lim

u→0
f(u) = 1/2, à u = |d

√
K|, f ′(u) > 0 ïðè u > 0, f((0,+∞)) =

(1/2, 1), f(u) = cos(γ0), çíà÷èò, γ0 ∈ (0, π/3).Ýòî âû÷èñëåíèå áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.Äëÿ òðåóãîëüíèêà 2-ãî òèïà γ � ýòî óãîë ïðè âåðøèíå, cos(γ) = f1(u, a),

f1(u, a) =
ch2(u) − ch(a)

sh2(u)
, (10)

f1(u, a) ≥ f(u) ïðè ch(a) ≤ ch(u). Äëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîîñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà b ìåíüøå áîêîâîé ñòîðîíû d. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîë-íóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f1(u, a) ïî êðèâèçíå k
f ′

1(u, a) =
2 ch(u)(ch(a) − 1)

sh(u) · (ch(u)2 − 1)
· d− sh(a)

sh2(u)
· b > 0. (11)Ôóíêöèÿ f1(u(k), a(k)) âîçðàñòàåò ïî k ïðè k > 0. Ìû âñïîìíèëè òàêæå, ÷òî uè a åñòü �óíêöèè îò k.Î÷åâèäíî, ÷òî f1([a,+∞), a) = [f(a), 1) è lim

k→+∞
f1(u(k), a(k)) = 1. Ñëåäîâà-òåëüíî, cos(γ) ∈ (f(a), 1), γ ∈ (0, arccos(f(a)), arccos(f(a)) ∈ (0, π/3).Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

cos(γ1) = f3(u, a) =
ch(u) ch(a) − ch(u)

sh(u) sh(a)
. (12)
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 f(u):
ch(u) ch(a) − ch(u)

sh(u) sh(a)
∨ ch2(u) − ch(u)

sh2(u)
. (13)Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî èññëåäîâàòü �óíêöèþ

f4(t) =
ch(t) − 1

sh(t)
. (14)Òàêæå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ′

4(t) = (ch(t) − 1)/(sh2(t)) > 0 ïðè t > 0, ïî (1) f4(a) ≤
f4(u). À f3(u, a) ≤ f(u). Óãîë γ1 ∈ (arccosf4(a), arccosf(a)]. Ïîëó÷åíû ïðåäåëûè îòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ 1 è 2 òèïîâ: óãîë γ0 ∈ (0, π/3]. Óãîë γ ∈
(0, arccos(f(a))), γ1 ∈ (arccosf4(a), arccosf(a)]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γi ∈ (0, π/2),
γ ∈ (0, π/3),

0 < γ0 < γ < γ1 < π/2. (15)Äîêàæåì ïóíêò (à). Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó, òðè åå ïëîñêèõ óãëà α, β, η ïîä-÷èíÿþòñÿ (15), çíà÷èò, α+ β + η < 3π/2 < 2π.Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (á) îïèðàåòñÿ íà ïðîâåäåííóþ âûøå êëàññè�èêàöèþòåòðàýäðîâ ïî äâóì òèïàì.Òèï I. Çäåñü d = DA = DC = DB ≥ a = AB = AC ≥ BC = b è u =
√

(|K|).Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî âåðøèíàì.Âåðøèíà A. Òðèâèàëüíûå íåðàâåíñòâà ∠DAB + ∠BAC ≥ ∠DAC = ∠DAB;
∠DAC + ∠BAC ≥ ∠DAB = ∠DAC. Ñðàâíèì cos(BAC) è cos(DAB) ïî âåëè-÷èíå. Èìååì

cos(BAC) =
ch(ua) ch(ua) − ch(ub)

sh(ua) sh(ua)
, (16)

cos(DAB) =
ch(ud) ch(ua) − ch(ud)

sh(ud) sh(ua)
. (17)�àññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
≥ ch2(ua) − ch(ua)

sh2(ua)
≥ ch(ud)

sh(ud)

ch(ua) − 1

sh(ua)
. (18)Äîêàæåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Ïîñëå óïðîùåíèÿ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü

f5(t) = ch(t)/ sh(t). Ïðè t > 0

f ′
5(t) =

−4 exp(2t)

(exp(2t) − 1)2
< 0. (19)Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f5(t) óáûâàåò ïðè t > 0. È ud ≥ ua, ñëåäîâàòåëü-íî, f5(ud) ≤ f5(ua), cos(BAC) ≥ f5(ua) ≥ cos(DAB) > 0, çíà÷èò, ∠BAC <

∠DAB < 2∠DAB.Ïåðåéäåì ê âåðøèíå D. Î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà: ∠BDA = ∠CDA < ∠CDA+
∠BDC. Äëÿ äðóãîãî óãëà ìîæíî çàïèñàòü

cos(BDC) =
ch( ud) − ch(ub)

sh2(ud)
>

ch2(ud) − ch(ua)

sh2(ud)
= cos(BDA). (20)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 77Çíà÷èò, ∠BDC < ∠BDA < 2∠BDA.Â ñèëó ñèììåòðèè (óãëû ïðè B, C îäèíàêîâû) îñòàëîñü ðàññìîòðåòü B. Äî-êàæåì, ÷òî ∠CBD > ∠DBA è ∠CBD > ∠ABC. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ íèæåñëåäóþ-ùåãî ñðàâíåíèÿ (21) èñïîëüçóåì �óíêöèþ f4 :

cos(CBD) =
ch(ub) ch(ud) − ch(ud)

sh(ub) sh(ud)
∨ cos(DBA) = f5(ud)f4(ua). (21)Î÷åâèäíî, ÷òî f4(ub) < f4(ua), òàê êàê ua > ub è f ′

4(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
cos(CBD) < cos(DBA), cos(ABC) = f5(ua)f4(ub), cos(CBD) = f5(ud)f4(ub),
f5(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè t > 0 è d > a. Ïîýòîìó cos(CBD) < cos(ABC).Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: ∠DBA + ∠CBD > ∠CBD >
∠ABC; ∠ABC + ∠CBD > ∠DBA. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

∠ABC + ∠DBA > ∠CBD. (22)Èìååì ∠ABC + ∠DBA ∈ (0, π), ∠CBD ∈ (0, π/2). Îòñþäà ïîëó÷àåì
∠ABC + ∠DBA ≥ ∠CBD ⇔ cos(ABC +DBA) ≤ cos(CBD). (23)Âûðàæåíèå (23) ýêâèâàëåíòíî �îðìóëå

cos(ABC) cos(DBA) − sin(ABC) sin(DBA) ∨ cos(CBD).Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå �óíêöèè:
T1(u, b, a, d) =

√
sh2(ud) sh2(ub) − (ch(ub) − 1)2 ch2(ua) sh2(ud)

sh2(ua)
,

T2(u, b, a, d) =

√
sh2(ud) sh2(ub) − ((ch(ua) − 1))2 ch2(ud) sh2(ub)

sh2(ua)
,

Tr(u, b, a, d) = T1(u, b, a, d)T2(u, b, a, d).Íåðàâåíñòâî (23) äëÿ óãëîâ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) − Tr(u, b, a, d) ≤ (ch(ub) − 1) ch(ud). (24)Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) − Tr(u, b, a, d) ≤
≤ (ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud)

(25)èëè
(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) = (ch(ub) − 1)f(ua) ch(ud). (26)Òàê êàê ua ∈ [0,+∞), òî f(ua) ≤ 1 è, çíà÷èò,

ch(ud)(ch(ub) − 1)f(ua) ≤ ch(ud)(ch(ub) − 1).



78 �.�. Ôàéçóëëèí. Îá óëüòðàìåòðè÷åñêèõ òåòðàýäðàõ...Íåðàâåíñòâî (24) âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (22) äîêàçàíî. Ïåðâûé òèïòåòðàýäðîâ èññëåäîâàí.Äîêàæåì ïóíêò á) äëÿ II-ãî òèïà òåòðàýäðîâ, AD = d;BC = b. �àññìîòðèìâåðøèíó A. Íåòðèâèàëüíîå íåðàâåíñòâî: ∠CAB ∨ 2∠CAD, ïðè÷åì êîñèíóñûýòèõ óãëîâ ðàâíû
cos(CAB) =

ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
, (27)

ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
≥ ch2(ua) − ch(ua)

sh2(ua)
=

= f4(ua)f5(ua) ≥ f4(ud)f5(ua) = cos(CAD).

(28)Ñëåäîâàòåëüíî, ∠CAB ≤ ∠CAD < 2∠CAD. Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ âåðøèíû
D äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé. Äëÿ âåðøèí B,
C ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∠DBA < 2∠CBD.2) Äîêàæåì âëîæåíèå ÷åòâåðêè òî÷åê â ñ�åðó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëü-çóåì ðåçóëüòàòû î âïèñûâàåìîñòè óëüòðàìåòðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ â îêðóæ-íîñòè.Ó òåòðàýäðà I-ãî òèïà îñíîâàíèå (ABC) âïèñûâàåòñÿ â îêðóæíîñòü, åå öåíòð
H. Îòðåçîê DH � ðàâíîóäàëåí îò A,B,C. Íà ýòîì îòðåçêå âûáåðåì íåêîòîðóþòî÷êó T. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì âïèñûâàåìîñòè óëüòðàìåòðè÷åñêîãîòðåóãîëüíèêà â îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî DH > HA. Ïðîâåäÿ
AH äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ BC, ïîëó÷èì M. Ñðàâíèâ íàëîæåíèåì ìåäèàíû ê BCó △ ABC è △DBC, ïîëó÷èì DM ≥ AM, ∠DAM ≥ ∠MDA > ∠MDA/2 =
∠HDA, ñëåäîâàòåëüíî, â △MAH ñòîðîíû DH > AH � ïî ïðîòèâîëåæàùèìóãëàì. Èñïîëüçîâàâ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà âïèñàíèÿ óëüòðàìåòðè÷å-ñêîãî òðåóãîëüíèêà â îêðóæíîñòü, ïîëó÷èì ∃ T0 ∈ DH: |T0D| = |T0A|. Òàê êàê
T0 ðàâíîóäàëåíà îò A, B, C, òî T0 � öåíòð èñêîìîé ñ�åðû.�àññìîòðèì òåòðàýäð II òèïà c = CD < DA = DB = AC = AB = d >
AB = b. Îòìåòèì òî÷êè M1 è M2 � ñåðåäèíû AB è CD. Ïîëó÷èì M1M2 =
1/kch[(ch(kd))/(ch(kc/2)ch(kb/2))]. Íàéäåì ãëàäêóþ �óíêöèþ äëÿ |DT | − |AT |
T ∈ M1M2. Ñðàâíèâàÿ óãëû â òðåóãîëüíèêàõ △AM1D △AM2D, ïîëó÷èì, ÷òî
AM1 < DM1, AM2 > DM2 è

|AT | − |DT | = f9(t) =

=
1

k

(
arcch

(
ch[

kb

2
]ch(C1 − kt)) − arcch(ch(kt)ch

(
kc

2

)))
,

(29)ãäå
C1 = arcch

[
ch(kt)

ch(kb/2) ch(kc/2)

]
.Ôóíêöèÿ f9(t) ãëàäêàÿ. Íà M1 è M2 îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðîòèâîïîëîæ-íûå ïî çíàêó. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íà M1M2 íàéäåòñÿ òî÷êà

M0: AM0 = DM0. Ïî ïîñòðîåíèþ AM0 = BM0 DM0 = CM0. Ìû ïîëó÷èëè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 79öåíòð ñ�åðû, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà ABCD. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) äîêàçà-íû. Òî åñòü ÷åòâåðêè òî÷åê, ïîä÷èíÿþùèåñÿ óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâóòðåóãîëüíèêà (1), âêëàäûâàþòñÿ â ïîäìíîæåñòâà ñ�åð â S3
k ïðè ëþáîì k > 0.Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ÷åòûðåõ âåðøèí âûáèðàåì òðè. Îïóñòèì èç öåíòðà øà-ðà ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âûáðàííûå òðè òî÷êè ïëîñêîñòü Ô. Ïå-ðåñå÷åíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ïëîñêîñòüþ Ô áóäåò òî÷êà Ë. Îò òðåõ âûáðàííûõâåðøèí òî÷êà Ë ðàâíîóäàëåíà, òåì ñàìûì îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè. Èñïîëüçóÿïðåäëîæåíèå 1, ïîëó÷àåì: ëþáàÿ òðîéêà âåðøèí èç ÷åòûðåõ äàííûõ âëîæåíà âÓÌÏ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷åòûðå òî÷êè âëîæåíû â ÓÌÏ.Ëèòåðàòóðà1. Ëîáà÷åâñêèé Í.È. �åîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé.Ì.-Ë.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1945.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 80�87 ÓÄÊ 519.17(075.8)ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÍÀËÎ�ÈÈ Â ÇÀÄÀ×ÅØÒÅÉÍÅ�ÀÍ.Ô. Áîãà÷åíêî, �.Ò. ÔàéçóëëèíThe statement of the Shteiner problem and some approximate approa
hes are
overed in this arti
le. It is suggested the heuristi
 algorithm to the de
isionof the Shteiner problem whi
h based on the me
hani
al analogies.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è òî÷íûå àëãîðèòìû�àññìîòðèì çàäà÷ó Øòåéíåðà î ïîñòðîåíèè êðàò÷àéøåé ñâÿçûâàþùåé ñåòè íàïëîñêîñòè è ñïîñîáû åå ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåõà-íè÷åñêèõ àíàëîãèé. Äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ ïðèðåøåíèè òðàíñïîðòíûõ çàäà÷, â òåîðèè ãðà�îâ, ïðè êîíñòðóèðîâàíèè èíòå-ãðàëüíûõ ýëåêòðîííûõ ñõåì, ïðè ïëàíèðîâàíèè òîïîëîãèè òåëå�îííûõ ñåòåé,òðóáîïðîâîäîâ, øîññåéíûõ äîðîã è ò.ä. [1, 5℄.Ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé. Êðàò÷àéøåé ñâÿçûâàþùåé ñåòüþ (ÊÑÑ) äëÿ òî÷åê
a1, a2, . . . , an, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâîM , íàçûâàåòñÿ äåðåâî ñ âåðøèíàìè â ýòèõòî÷êàõ, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ äëèíó, òî åñòü íàèìåíüøóþ ñóììó äëèí ðåáåð.Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè.Èçâåñòíû ïðîñòûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òàêîãî äåðåâà (îñòîâà ìèíèìàëüíîãîâåñà), íàïðèìåð àëãîðèòì Êðàñêàëà [4, ñ.60�61℄, àëãîðèòì Ïðèìà [4, ñ.61�62℄. Íîèíîãäà âîçìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå êîðîòêîå äåðåâî, ñâÿçûâàþùåå èñõîäíûå òî÷-êè ïóòåì äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåðøèí, êîòîðûå â äàëüíåéøåì, ñîãëàñíî îáùåïðè-íÿòîé òåðìèíîëîãèè, áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè Øòåéíåðà. Â îáùåì ñëó÷àå ïîäçàäà÷åé Øòåéíåðà ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà [5℄: Ïóñòü M � �èêñèðî-âàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Íåîáõîäèìî îïèñàòü âñå ÊÑÑ,¾çàòÿãèâàþùèå¿ ìíîæåñòâî M , òî åñòü âûáðàòü èç âñåõ ïëîñêèõ ãðà�îâ,ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ñîäåðæèò M , ñåòè íàèìåíüøåé äëèíû. Ôîðìó-ëèðóÿ çàäà÷ó â òåðìèíàõ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøóþñåòü ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé çàäàííîå ìíîæåñòâîòî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòåéíåðà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòüÊÑÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ óçëîâ � òî÷åê Øòåéíåðà. Äåðåâî, èìåþùåå ìèíè-ìàëüíóþ äëèíó ñðåäè äåðåâüåâ ñ ëþáûì äîïóñòèìûì ÷èñëîì òî÷åê Øòåéíåðà,íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì äåðåâîì Øòåéíåðà (ÌÄØ). Ïîä òîïîëîãèåé äåðåâàïîíèìàåòñÿ åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòåé [4, ñ.27℄. Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûì äå-ðåâîìØòåéíåðà ÿâëÿåòñÿ äåðåâî, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ äëèíó ñðåäè äåðåâüåâñ òîé æå òîïîëîãèåé.
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�èñ. 1. Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ ØòåéíåðàÂ îáùåé �îðìå çàäà÷à Øòåéíåðà áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíà â 1934 ãîäóÌ. Ê�åññëåðîì è Â. ßðíèêîì. Îäíàêî ñàìà ýòà ïðîáëåìà íå ïðèîáðåëà øèðîêîéèçâåñòíîñòè âïëîòü äî 1941 ã., êîãäà �. Êóðàíò è Å. �îááèíñ âêëþ÷èëè åå âñâîþ êíèãó [6℄, ñâÿçàâ ñ èìåíåì ß. Øòåéíåðà, ðàáîòàâøåãî íàä çàäà÷åé ïîèñêàîäíîé òî÷êè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî âñåõ òî÷åê çàäàííîãî ìíîæåñòâà
M áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîù-íîñòü ìíîæåñòâà M ðàâíà 3 [1℄. Ñóùåñòâóþùèå òî÷íûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿêðàò÷àéøåãî äåðåâà Øòåéíåðà [2℄ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èñõîäíûõ âåðøèíè òî÷åê Øòåéíåðà ãðîìîçäêè è, êàê ñëåäñòâèå, ìàëî ý��åêòèâíû íà ïðàêòèêå.Êðîìå òîãî, âûÿâëåíèå íàèáîëåå ïðèåìëåìîé òîïîëîãèè äëÿ çàäàííûõ âåðøèíè îïðåäåëåíèå ÷èñëà òî÷åê Øòåéíåðà çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé.Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, îòâå÷àþùåå çàäàííîé òîïî-ëîãèè, ìîæåò íå áûòü ìèíèìàëüíûì (ïðèìåð äâóõ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé è ñî-îòâåòñòâóþùèå ñóììû äëèí ðåáåð óêàçàíû íà ðèñ. 1).Äåéñòâóÿ ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà, íàéòè ìèíèìàëüíîå äåðåâî âîçìîæíîïóòåì ïîñòðîåíèÿ âñåõ îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà (äëÿ çà-äàííîé òîïîëîãèè è çàäàííûõ âåðøèí ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îòíîñèòåëü-íî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà [2℄). Àëãîðèòì Ìåëçàêà [1℄ òåîðåòè÷åñêèðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, íî íà ïðàêòèêå îí íåðåàëèçóåì äàæå äëÿ íåáîëü-øèõ çàäà÷ â ñëåäñòâèå îãðîìíîãî ÷èñëà ïåðåáîðîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãîàëãîðèòìà ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, íî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èîïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè è ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèòîò êîëè÷åñòâà òî÷åê. Áîëåå òîãî, çàäà÷à Øòåéíåðà îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷ [4, ñ.62�63℄, à ýòî äàåò ïîâîä îòêàçàòüñÿ îò ïîèñêà ý��åêòèâíîãîè òî÷íîãî àëãîðèòìà è íàïðàâèòü óñèëèÿ íà ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.Â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå ìíîãèå ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðå-âüåâ Øòåéíåðà è òî÷åê Øòåéíåðà õîðîøî èçó÷åíû [2℄. Äàëåå ïðèâåäåíû íåêî-òîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ.1. Êàæäûé óãîë ≥ 120◦, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà ñîåäèíÿåòñÿ ñ îñòàëü-íûìè âåðøèíàìè äåðåâà íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ðåáðàìè.2. ×èñëî ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè Øòåéíåðà, ðàâíî òðåì, îáðàçóÿ óãëû ïî

120◦.3. ×èñëî ðåáåð äåðåâà íà åäèíèöó ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà èñõîäíûõ âåð-øèí è òî÷åê Øòåéíåðà.4. Âñå òî÷êè Øòåéíåðà ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå èñõîäíûõ âåðøèí
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a1, a2, . . . , an.5. ×èñëî òî÷åê Øòåéíåðà s ≤ (n− 2) (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà êàæäàÿ èñõîäíàÿ âåðøèíà ai èìååò ðîâíî îäíî ðåáðî).Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èñõîäíûì äàííûìñëèøêîì âûñîêà: íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ãåîìåòðèè çàäà÷è ìîæåò êîðåííûìîáðàçîì èçìåíèòü êðàò÷àéøóþ ñåòü, ÿâëÿþùóþñÿ åå ðåøåíèåì.2. Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìûÂ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íåðåäêî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü óñëîâíî ìèíè-ìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, òî åñòü äåðåâî, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå ÊÑÑ, íî ìè-íèìàëüíîñòü êîòîðîãî íå ãàðàíòèðîâàíà, ëèáî ëîêàëüíî ìèíèìàëüíóþ ñåòü [5℄,õàðàêòåðèçóþùóþñÿ òåì, ÷òî ëþáàÿ åå ìàëàÿ äå�îðìàöèÿ óâåëè÷èâàåò äëèíóñåòè.Èñïîëüçóÿ ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè [2℄, äåðåâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîé ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèéìåæäó ñìåæíûìè âåðøèíàìè. Ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîé ìå-õàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò äåðåâó, èìåþùåìó îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëü-íóþ äëèíó. Â òàêîé ìîäåëè ðåáðà äåðåâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðóãèå íèòè,íàòÿæåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî îíè ðàñòÿíóòû. Èñõîäíûåâåðøèíû a1, a2, . . . , an çàêðåïëåíû, à òî÷êè Øòåéíåðà ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìå-ùàòüñÿ. Óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê è åñòü îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîåäåðåâî Øòåéíåðà.Ïðåäëîæåííûå ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãèè è òåîðåìà Ìàêñâåëëà [5, ñ.75℄ ïîçâî-ëÿþò äîêàçàòü íåêîòîðûå �àêòû, ñâÿçàííûå ñ ÌÄØ. Íàïðèìåð, êàê îòìå÷àëîñüðàíåå, â îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîì äåðåâå Øòåéíåðà óãëû ìåæäó ðåáðàìè âòî÷êåØòåéíåðà ðàâíû 120◦, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ ðåçóëüòèðóþùåé òðåõåäèíè÷íûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó Øòåéíåðà.Êóðàíò è �îááèíñ [1℄ èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ ñîçäàíèÿ òàêîéìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìûëüíóþ ïëåíêó, íàòÿíóòóþ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíû-ìè ïëîñêîñòÿìè, ñîåäèíåííûìè ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè â òî÷êàõ a1, a2, . . . , an.Òàê êàê ìûëüíàÿ ïëåíêà âñåãäà ñòðåìèòñÿ çàíÿòü òàêîå ïîëîæåíèå, â êîòîðîì ååïëîùàäü îêàçàëàñü áû íàèìåíüøåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîùàäÿìè âñåõ äîñòàòî÷íîáëèçêèõ ïîâåðõíîñòåé, è ìîæåò ìåíÿòü ¾ñâîþ òîïîëîãèþ¿, ðàñùåïëÿÿ âåðøèíóíà äâå è òåì ñàìûì îáðàçóÿ íîâóþ òî÷êó Øòåéíåðà, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè [5℄.Äðóãîé ýêñïåðèìåíò òàêæå èñïîëüçóåò ìåõàíè÷åñêóþ àíàëîãèþ, ïðè ýòîìëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé ñåòè îòâå÷àåò ¾ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ìåõà-íè÷åñêîé ñèñòåìû òî÷åê, äëÿ êîòîðîé ïîòåíöèàë � ýòî ñóììà íåêîòîðûõ ïî-ïàðíûõ ðàññòîÿíèé¿ [5, ñ.56℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ âåðøèíû, â êîòîðûõâñòðå÷àþòñÿ ïî ÷åòûðå ðåáðà è áîëüøå. Íî ¾ïîñêîëüêó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, à åå ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå ñåòè, ïîëó÷åííûåñåòè òàêæå ìèíèìàëüíû â íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå¿ [5, ñ.57℄.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 833. Êîìïüþòåðíûé àíàëîã äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûìàòåðèàëüíûõ òî÷åêÇàìåíèì ýòè ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè êîìïüþòåðíûì àíàëîãîì äèíàìè÷åñêîé ñè-ñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ÷àñòü èç êîòîðûõ æåñòêî çàêðåïëåíà, à ÷àñòü ñâî-áîäíî ïåðåìåùàåòñÿ. Ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû ñîîò-âåòñòâóåò ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íà áàçå ýòîé ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ óñëîâíî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà.Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà, òî åñòü äåðåâüÿ, â êîòî-ðûõ ÷èñëî òî÷åê Øòåéíåðà s = n− 2 (òàê êàê ëþáîå äåðåâî Øòåéíåðà, êîòîðîåíå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîëíûõ äå-ðåâüåâ Øòåéíåðà [2℄).Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæàò ñâîéñòâà 2), 4), 5). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèâíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè èñõîäíûõ èëè ãðàíè÷íûõ âåðøèí a1, a2, . . . , an, êîòî-ðûå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðóåòñÿ s = (n− 2) òî-÷åê Øòåéíåðà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷-êè ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçðàáîòêèàëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îãðàíè÷èòü îáëàñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî-÷åê Øòåéíåðà ïðÿìîóãîëüíèêîì, îáúåìëþùèì èñõîäíûå âåðøèíû. Åñëè ïðåä-ïîëîæèòü, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè îáðàçóþò âûïóêëóþ îáîëî÷êó èëè âûäåëåíîíåîáõîäèìîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ âåðøèí, òî ìîãóò áûòü ïðèåìëåìû ñëåäóþùèåñòðàòåãèè.1. Äîáàâî÷íûå âåðøèíû ãåíåðèðóþòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â öåí-òðå ìàññ ñèñòåìû èñõîäíûõ âåðøèí è ðàäèóñà, ðàâíîãî ìèíèìàëüíîìó ðàññòî-ÿíèþ îò öåíòðà äî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.2. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ðàçáèâàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîéâî âíîâü ñãåíåðèðîâàííîé òî÷êå. Ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ äîëæíà áûòüðàâíà ïëîùàäè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.Íà êàæäîé èòåðàöèè èçìåíåíèå êîîðäèíàò òî÷åê Øòåéíåðà ïðîèñõîäèò ïîñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ òåêóùåé âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ òðè áëèæàéøèõ ¾ñî-ñåäà¿, èç êîòîðûõ ãðàíè÷íûìè ìîãóò áûòü ìàêñèìóì äâå òî÷êè (ïðè ýòîì êàæ-äàÿ ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ¾áëèæàéøåé¿ íå áîëåå îäíîãîðàçà). Äàëåå êîîðäèíàòû òî÷êè Øòåéíåðà èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëàì:
xsht =

m1x1 +m2x2 +m3x3

m1 +m2 +m3

, ysht =
m1y1 +m2y2 +m3y3

m1 +m2 +m3

, (1)ãäå m1, m2, m3 � ¾ìàññû¿, à (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) � êîîðäèíàòû òî÷åê, ñî-îòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà Øòåéíåðà ïå-ðåìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òðåõ áëèæàéøèõ âåðøèí. Ñî-åäèíåíèÿ òî÷êè Øòåéíåðà ñ ýòèìè âåðøèíàìè îáðàçóþò ðåáðà ãðà�à, êîòîðûéñòðîèòñÿ íà äàííîé èòåðàöèè. Êðèòåðèåì îñòàíîâà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ñè-ñòåìû, òî åñòü åå ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.Çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê÷àñòèöû ñìåùàþòñÿ â íàïðàâëåíèè öåíòðà ìàññ ëèáî ñèñòåìû â öåëîì, ëèáîïîäìíîæåñòâà áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ìàêñè-ìèçèðîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Ñèñòåìà ÷àñòèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé
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�èñ. 2. Îøèáî÷íûå êîí�èãóðàöèèâåðøèíû äåðåâà Øòåéíåðà, òàêæå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-ãèåé, íî ïðè óñëîâèè íåïîäâèæíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê.Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, àëãîðèòì íàèáîëåå ý��åêòèâåíâ ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûå âåðøèíû ¾òÿæåëåå¿ òî÷åê Øòåéíåðà. Âåëè÷èíà ðàç-íîñòè ¾ìàññ¿ íåïîäâèæíûõ è ñâîáîäíî ïåðåìåùàþùèõñÿ òî÷åê, ïðè êîòîðîéóäàåòñÿ íàéòè óñëîâíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, ÿâëÿåòñÿ íàñòðàèâàå-ìûì ïàðàìåòðîì è çàâèñèò êàê îò îáùåãî ÷èñëà âåðøèí, òàê è îò íà÷àëüíîéêîí�èãóðàöèè èñõîäíûõ òî÷åê.Èçëîæåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ñâÿçíîñòè ïîëó-÷àåìîãî ãðà�à. Îäíà èç ïðè÷èí � ¾ñêëåéêà¿ òî÷åê Øòåéíåðà. Êðîìå òîãî, ïî-ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû, èìåþùèå áîëåå òðåõ ðåáåð. �åøèòü ïîñëåäíþþ ïðîáëåìóâîçìîæíî ïóòåì �îðìèðîâàíèÿ ãðà�à íå ïîñëåäîâàòåëüíî (¾îò òðåóãîëüíèêàê òðåóãîëüíèêó¿), à ñòðîÿ ÊÑÑ (äåðåâî ìèíèìàëüíîé äëèíû) íà ïîëó÷åííûõ

2(n−1) âåðøèíàõ. ×òî êàñàåòñÿ âîïðîñà ñâÿçíîñòè, òî îäèí èç âàðèàíòîâ ðåøå-íèÿ � ýòî îáÿçàòåëüíàÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè Øòåéíåðà íàéäåííîìó òðåóãîëü-íèêó. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñàìàÿ äàëüíÿÿ òî÷êà ¾áëîêèðóåòñÿ¿ è âíîâü èùóòñÿòðè áëèæàéøèõ; åñëè ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ òî÷åê äîïóñòèìûé òðåóãîëüíèê íåíàéäåí, òî ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå êîîðäèíàò òåêóùåé òî÷êè Øòåéíåðà ñîãëàñíîíåêîòîðîìó ïðàâèëó. Íî, êàê ïîêàçûâàåò âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, íàèáî-ëåå ý��åêòèâíà ñëó÷àéíàÿ ñìåíà êîîðäèíàò.) Ê ñîæàëåíèþ, ýòà èíòåðïðåòàöèÿàëãîðèòìà òàêæå íå çàùèùåíà îò ïîÿâëåíèÿ ¾âèñÿ÷èõ¿ âåðøèí èëè íåïðèåì-ëåìûõ êîí�èãóðàöèé (ñì. ðèñ. 2).Îòñëåæèâàíèå âñåõ íåäîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ïðèâîäèò ê îáû÷íûì êîìáèíà-òîðíûì ïðîáëåìàì.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîãäà òðåáóåòñÿîïðåäåëèòü ãåîìåòðèþ âåðøèí, ïðèåìëåì èñõîäíûé âàðèàíò àëãîðèòìà, òðóäî-åìêîñòü êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîñòðàí-ñòâà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëüøå äâóõ, òàê êàê ðåáðà èñêîìîãî äåðåâà ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè è ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèòòðåõ [5, ñ.57℄.Â ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè è ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðè-ñòèêè àëãîðèòìà, à òàêæå íå çàòðàãèâàþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè. Öåëüþ ÿâ-ëÿëîñü îïèñàíèå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé ïðî-áëåìû. Óñïåøíîå ðåøåíèå îòäåëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íàäàëüíåéøåå ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Íà ðèñóíêàõ 3, 4
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�èñ. 3. Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 8

�èñ. 4. Ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà äëÿ n = 14
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�èñ. 5. Óñëîâíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 7, 5

�èñ. 6. Óñëîâíî ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà äëÿ n = 7, 8

Òàáëèöà 1.Èñõîäíûå âåðøèíû�èñ. n m S Ssht5 7 2,55 5 1,5 14,46 13,976 7 2,0 38,01 37,476 8 1,2 39,03 38,95



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 87ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ïî ïîèñêó òîïîëîãèè, îòâå÷àþùåéÌÄØ (èñõîäíûå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà èç n âèñÿ÷èõâåðøèí ðåçóëüòèðóþùèõ äåðåâüåâ, n = 8 è 14). Äàííûå ãðà�û ñîâïàäàþò ñäåðåâüÿìè, ïîñòðîåííûìè ïðè ïîìîùè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ [2℄. �èñóíêè 5, 6äåìîíñòðèðóþò ðàáîòó àëãîðèòìà ïî ïîñòðîåíèþ óñëîâíî ìèíèìàëüíîãî äåðå-âà (èñõîäíûå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà âèñÿ÷èõ âåðøèíðåçóëüòèðóþùèõ äåðåâüåâ). Ïóñòü S � äëèíà ÊÑÑ, íàéäåííîé ïðèáëèæåííûìàëãîðèòìîì: ïåðâîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå áëèæàéøèå âåðøèíû, çàòåì íà êàæäîéèòåðàöèè äîáàâëÿåòñÿ áëèæàéøàÿ, åùå íå ïðèñîåäèíåííàÿ âåðøèíà è ñòðîèòñÿñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî, èç ðåçóëüòèðóþùåé çàìêíóòîé öåïè óäàëÿåòñÿ ðåáðîìàêñèìàëüíîé äëèíû; Ssht � äëèíà äåðåâà Øòåéíåðà, ïîëó÷åííîãî ïðè ðàáîòåïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåõàíè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ; n � ÷èñëîèñõîäíûõ âåðøèí; m � ¾ìàññà¿ èñõîäíûõ âåðøèí (¾ìàññà¿ òî÷êè Øòåéíåðàðàâíà 1).Â çàêëþ÷åíèè åùå ðàç âåðíåìñÿ ê âîïðîñó íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî-÷åê Øòåéíåðà. Âîçìîæíî, ÷òî íàèáîëåå ¾áëàãîïðèÿòíûì¿ ÿâëÿåòñÿ òàêîå ðàñ-ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè èñõîäíûõ âåðøèí, ÷òî ïðî-âåäåííàÿ ÷åðåç íèõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (íàïðèìåð, ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ) ¾äîñòàòî÷íî¿ ãëàäêàÿ [3℄.Ëèòåðàòóðà1. Áåðí Ì. Ó., �îíàëüä Ë. �. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ñåòåé // Â ìèðå íàóêè. 1989. N 3.Ñ.64�70.2. �èëáåðò Ý. Í., Ïîëëàê �. Î.Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà // Êèáåðíåòè÷åñêèéñáîðíèê, âûï. 8. Ì.: Ìèð, 1971. Ñ.19�49.3. �îðáóíîâ Ñ. Â., Êèñåëü È. Â., Êîíîòîïñêàÿ Å. Â., Ôàéçóëëèí �. Ò. Ñðàâíåíèå ìå-òîäîâ ãàðàíòèðîâàííîé ãëàäêîñòè è ýëàñòè÷íîé ñåòè äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðàíà ïëîñêîñòè // Ñîîáùåíèÿ ÎÈßÈ �5-97-258. Äóáíà, 1997. Ñ.1�7.4. Åìåëè÷åâ Â. À., Ìåëüíèêîâ Î. È., Ñàðâàíîâ Â. È., Òûøêåâè÷ �. È. Ëåêöèè ïîòåîðèè ãðà�îâ. Ì.: Íàóêà, 1990. 383 
.5. Èâàíîâ À.Î., Òóæèëèí À.À. �åîìåòðèÿ ìèíèìàëüíûõ ñåòåé è îäíîìåðíàÿ ïðî-áëåìà Ïëàòî // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ì.: Íàóêà, 1992. Ò.47. Â.2(284).Ñ.53�115.6. Courant R., Robbins H. What is Mathemati
s? Oxford University Press, New York,1941. (�óññêèé ïåðåâîä: Êóðàíò �., �îááèíñ �. ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà? Ì.: Ïðî-ñâåùåíèå, 1967. 559 ñ.)
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yheating is developed.Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ âëèÿþò íà êèíåòèêó õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è òåðìîäè-íàìèêó �àçîâûõ ïðåâðàùåíèé, èçìåíÿþò ñêîðîñòü, âûõîä è äàæå íàïðàâëåíèåõèìè÷åñêîé ðåàêöèè, èçìåíÿþò ñâîéñòâà îáðàáàòûâàåìûõ ìàòåðèàëîâ. Íà îñíî-âàíèè îáçîðà òåîðèè è ìåòîäîâ ýëåêòðîòåðìè÷åñêîãî íàãðåâà ðàçðàáîòàí ðàñ-÷åòíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î õàðàêòåðå òåïëîâûõ,ýëåêòðîìàãíèòíûõ è èíûõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå ïðè âûñîêî÷àñòîòíîì èíäóêöè-îííîì è äèýëåêòðè÷åñêîì íàãðåâå ïîðîøêîâûõ ìàòåðèàëîâ. Àëãîðèòì ñîñòîèòèç òðåõ ÷àñòåé (áëîêîâ): òåïëîâîé, ýëåêòðè÷åñêîé, èí�îðìàöèîííî-ëîãè÷åñêîé.Â òåïëîâîì è ýëåêòðè÷åñêîì áëîêàõ ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-ëåé. Èí�îðìàöèîííî-ëîãè÷åñêèé áëîê îñóùåñòâëÿåò ââîä è âûâîä èí�îðìàöèè,à òàêæå âçàèìîäåéñòâèå îñòàëüíûõ ÷àñòåé ïðîãðàììû, îïðåäåëÿåìîå êîíêðåò-íîé ñòðóêòóðîé íàãðåâàòåëÿ è ðåæèìîì åãî ðàáîòû. Òåïëîâîé ðàñ÷åò âûïîëíÿ-åòñÿ êîíå÷íîñòíî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, à ýëåêòðè÷åñêèé � ïî ìåòîäó ÷èñëåííîãîðàñ÷åòà îñåñèììåòðè÷åñêèõ ñèñòåì [1℄.Ïðè îðãàíèçàöèè àëãîðèòìà ïðèíÿòî âî âíèìàíèå ñëåäóþùåå: â îòëè÷èå îòèíäóêöèîííîãî íàãðåâà ìåòàëëîâ ïðè äèýëåêòðè÷åñêîì íàãðåâå äèýëåêòðèêîâïîâåðõíîñòíûé ý��åêò ÿâëÿåòñÿ âðåäíûì, òàê êàê ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíîìóðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ íå ìîæåò âûðîâíÿòüñÿ èç-çà íèçêîé òåï-ëîïðîâîäíîñòè äèýëåêòðèêîâ. Âî èçáåæàíèå çàìåòíûõ ïðîÿâëåíèé ïîâåðõíîñò-íîãî ý��åêòà íàäî âûáèðàòü ÷àñòîòó ïîëÿ òàêîé, ÷òîáû ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿâ 3-4 ðàçà ïðåâîñõîäèëà ðàçìåðû íàãðåâàåìîãî îáðàçöà. Òàê êàê íàãðåâàåìûéîáðàçåö èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû, òî èç-çà îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíîò ãðàíèö îáðàçöà âíóòðè íåãî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòîÿ÷èå âîëíû ïîäîáíî òîìó,÷òî ïðîèñõîäèò â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòîÿâëåíèå â ñî÷åòàíèè ñ ïîâåðõíîñòíûì ý��åêòîì ìîæåò ïðèâîäèòü ê âåñüìàñëîæíîé êàðòèíå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïî îáúåìó òåëà.Îñîáåííîñòüþ èíäóêöèîííîãî ââîäà ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ðåãóëèðîâàíèå ïðî-ñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ çîíû ïðîòåêàíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ. Âî-ïåðâûõ,
© 2002 Î.Ò. ÄàíèëîâàE-mail: danilova�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 89âèõðåâûå òîêè ïðîòåêàþò â ïðåäåëàõ ïëîùàäè, îõâàòûâàåìîé èíäóêòîðîì, íà-ãðåâàåòñÿ òîëüêî òà ÷àñòü îáðàçöà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ìàãíèòíîé ñâÿçè ñ èí-äóêòîðîì, íåçàâèñèìî îò ðàçìåðîâ òåëà. Âî-âòîðûõ, ãëóáèíà çîíû öèðêóëÿöèèâèõðåâûõ òîêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, çîíû âûäåëåíèÿ ýíåðãèè çàâèñèò êðîìå äðó-ãèõ �àêòîðîâ îò ÷àñòîòû òîêà èíäóêòîðà (óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõè óìåíüøàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì ÷àñòîòû) [2℄. Äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ïðîöåñ-ñà èíäóêöèîííîãî íàãðåâà â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ îáðàçîâîïðåäåëÿþòñÿ: ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ òîêà â îáðàçåö; îïòèìàëüíàÿ ÷àñòîòà íà-ãðåâà; âðåìÿ íàãðåâà; ðåàêòèâíûå è àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ; ÷èñëî è âûñîòàâèòêîâ; óäåëüíàÿ ìîùíîñòü.Íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû âûáîðà ÷àñòîòû òîêà äëÿ èíäóêöèîííîãî íàãðå-âà îáðàçöà äèàìåòðîì d îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
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, (2)ãäå µ � îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà; ρ � åãî óäåëüíîåñîïðîòèâëåíèå.Ïðåäåëüíûé ýëåêòðè÷åñêèé ÊÏÄ èíäóêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [2℄:
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, (3)ãäå g � êîý��èöèåíò çàïîëíåíèÿ;rhou � óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëàèíäóêòîðà; D � äèàìåòð èíäóêòîðà.Âíåøíåå åìêîñòíîå ñîïðîòèâëåíèå Xc = 1/ ωCL (ãäå CL � âíåøíÿÿ, èëè,òî÷íåå, êðàåâàÿ åìêîñòü ðàáî÷åãî êîíäåíñàòîðà) ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿíåêîòîðûå ñâîéñòâà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ èí-äóêòîðà. Åñëè ðàññìîòðåòü ñõåìó çàìåùåíèÿ èíäóêòîðà ñ íàãðåâàåìûì îáðàç-öîì, îñíîâàííóþ íà îáùíîñòè ïîòîêà çàìûêàíèÿ, è ñõåìó çàìåùåíèÿ ðàáî÷åãîêîíäåíñàòîðà (ðèñ.1), òî ìîæíî çàìåòèòü ïîëíóþ àíàëîãèþ.Ñõåìà çàìåùåíèÿ èíäóêòîðà ïî îáùåìó ïîòîêó ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû çàìå-ùåíèÿ êîíäåíñàòîðà ïóòåì çàìåíû âñåõ åãî åìêîñòåé èíäóêòèâíîñòÿìè, è ñî-ïðîòèâëåíèå r1 ñòàíîâèòñÿ ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäà èíäóêòîðà. �àñ÷åò ñîïðî-òèâëåíèÿ XL (ïðè äèýëåêòðè÷åñêîì íàãðåâå ýòî âíåøíåå ñîïðîòèâëåíèå, ïðèèíäóêöèîííîì-èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå îáðàòíîãî çàìûêàíèÿ) îñíîâàí íàïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå èíäóêòîðà ñ çàãðóçêîé ïîäîáíîïîëþ ïóñòîãî èíäóêòîðà. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå:êðàåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êîíäåíñàòîðà ñ çàãðóçêîé ïîäîáíî ïîëþ ïóñòîãîêîíäåíñàòîðà [3℄. Îòñþäà ñëåäóåò ñïîñîá ðàñ÷åòà:
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�èñ. 1. Ñõåìû çàìåùåíèÿ ðàáî÷åãî êîíäåíñàòîðà è èíäóêòîðà ñ íàãðåâàåìûì îáðàçöîì
CL = C − Cñð, (4)ãäå Cñð � åìêîñòü ñðåäíåé ÷àñòè êîíäåíñàòîðà ñ íàãðåâàåìûì ìàòåðèàëîì; C �åìêîñòü ïóñòîãî êîíäåíñàòîðà.Ïîëíàÿ àíàëîãèÿ íàáëþäàåòñÿ è ïðè ðàñ÷åòå èíäóêòîðà ñ íàãðóçêîé:

Rà = r1 + Lr2 ≈ Lr2, (5)
Xý = L[X2 +Xs +

r2
r + (Xr +Xs)

XL

], (6)ãäå L � êîý��èöèåíò ïðèâåäåííîãî àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çàãðóçêè:
L =

1

( r2
Xs

)2 + (X2+Xs

XL
)2
. (7)Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî åñëè îáðà-áàòûâàåìûå îáðàçöû ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîâîäíèêàìè ðàçëè÷íîãî òèïà, òî ìîæíîîæèäàòü, ÷òî âûñîêî÷àñòîòíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îêàæåòñÿ èíòåíñè�èêà-òîðîì ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëü-íóþ ýíåðãèþ, âíîñèìóþ â ðåàêöèîííóþ çîíó ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðî-ìàãíèòíîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ, êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåìàãíè÷è-âàíèÿ è èíäóêòèâíûõ ïîòåðü. Âðåìÿ íàãðåâà îáðàçöîâ îïðåäåëÿëîñü ïî �îðìó-ëå [4℄:

tk =
D2

4a
· S(α, 0) − (T0/Tc)S(α, 0)

T0/Tc − 1
, (8)ãäå a � òåïëîâîé êîý��èöèåíò äëÿ çàäàííûõ òåìïåðàòóð; T0, Tc � çíà÷åíèÿòåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòè è íà îñè îáðàçöà ñîîòâåòñòâåííî; S(α, 0), S(α, 1) �



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 91êðèòåðèé Ôóðüå. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èíäóêöèîííîì íàãðåâå îêñèäîâæåëåçà ïðè ÷àñòîòå 0,44 Ì�ö ðåçêîå óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû êàê âíóòðè îáðàç-öà, òàê è ñíàðóæè íà÷èíàåòñÿ ñ 230−2500 C. Çàòåì òåìïåðàòóðà âî âíóòðåííèõè íàðóæíûõ ñëîÿõ âîçðàñòàåò ñ ðàçíîé èíòåíñèâíîñòüþ. Íà ýòîì ýòàïå ïðå-îáëàäàþò óæå âèõðåâûå òîêè, êîòîðûå íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ìàêñèìàëüíû,÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ñêèí-ý��åêòà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëóáèíîéïðîíèêíîâåíèÿ Â×Ï â ñëîé ìàòåðèàëà ∆=0,49 � 0,64 ì. Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ∆îïðåäåëÿþòñÿ òåìïåðàòóðîé ïðîöåññà 400− 7000C. Åñëè ìàòåðèàë âîññòàíàâëè-âàåòñÿ äî æåëåçà, òî ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ðåçêî óìåíüøàåòñÿ äî 0,003-0,006ì. Ëèòåðàòóðà1. �ëóõàíîâ Í.Ï. Ôèçè÷åñêèå îñíîâû âûñîêî÷àñòîòíîãî íàãðåâà. Ë: Ìàøèíîñòðîå-íèå, 1989. 460 ñ.2. Íåòóøèë À.Â., Æóõîâèöêèé Á.ß., Êóäèí Â.Í. Âûñîêî÷àñòîòíûé íàãðåâ â ýëåê-òðè÷åñêîì ïîëå. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1961. 146 ñ.3. Äîíñêîé À.Â., �àìì �.Ñ., Âèãäîðîâè÷ Þ.Á. Âûñîêî÷àñòîòíûå ýëåêòðîòåðìè÷å-ñêèå óñòàíîâêè ñ ëàìïîâûìè ãåíåðàòîðàìè. Ë.: Ýíåðãèÿ, 1974. 208 ñ.4. Àëåêñàíäðîâ Â.È., Îñèêî Â.Â., Òàòàðèíöåâ Â.Ì. Ïëàâëåíèå òóãîïëàâêèõ äèýëåê-òðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ âûñîêî÷àñòîòíûì íàãðåâîì // Ïðèáîðû è òåõíèêà ýêñïå-ðèìåíòà. 1970. N.5. Ñ.222�226.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 92�100 ÓÄÊ 517.958ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÈÈÇÎËÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÏÎÏÓËßÖÈÈË.Â. Íåäîðåçîâ, Å.Â. ÂîëêîâàAt present paper there is the analysis of 
ontinuous-dis
rete model of isolatedpopulation dynami
s. It's assumed that population has nonoverlapping genera-tions and appearan
e of individuals of new generation 
orrelates with the deathof previous. Also it's assumed that during the winter period there isn't thea
tivity of individuals in population (for example, it's typi
al for inse
ts inboreal forests), and part of individuals eliminates. Produ
tivity of individualsis 
onstant and death rate during the winter period depends on the food
onditions (i.e. the respe
tive fun
tion in model depends on the values ofintegral on any time intervals). For model there is the analysis of dynami
regimes and, in parti
ular, determination of 
onditions of stability of origin andexistan
e of nontrivial equilibrium. For one partial 
ase of model it was shownthat the 
haoti
 regimes 
an be realized under 
ertain values of parameters.�àáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó íåïpåpûâíî-äèñêpåòíîé ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñ-ëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ â ïîïóëÿ-öèè íå ïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿãèáåëüþ ïðåäûäóùåãî. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òå÷åíèå âñåãî çèìíåãî ïå-ðèîäà íèêàêîé æèçíåäåÿòåëüíîñòè îñîáåé íå ïðîèñõîäèò (÷òî õàðàêòåðíî, íà-ïðèìåð, äëÿ íàñåêîìûõ â ëåñàõ áîðåàëüíîé çîíû) è ÷àñòü îñîáåé ïîãèáàåò. Ïðèýòîì ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à ãèáåëü îñîáåé âòå÷åíèå çèìû çàâèñèò îò óñëîâèé ïèòàíèÿ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ â ìî-äåëè çàâèñèò îò çíà÷åíèé èíòåãðàëà íà îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè). Äëÿìîäåëè èçó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû è, â ÷àñòíîñòè, âûÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿóñòîé÷èâîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ.Äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîêàçàíî,÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè ðåàëèçóþòñÿ õàîòè÷å-ñêèå ðåæèìû.ÂâåäåíèåÂèäèìî, ïåðâîé ìîäåëüþ, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííî-ñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè è áàçèðóþùåéñÿ íà îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ èìïóëüñàìè, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Â.À. Êîñòèöûíà [1℄. Âðàìêàõ ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðå-ìåíè τk, k = 0, 1, 2..., êîãäà ïðîèñõîäèò ðàçðûâ òðàåêòîðèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
© 2002 Ë.Â. Íåäîðåçîâ, Å.Â. ÂîëêîâàE-mail: leo�nsu.ruÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 93ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè. Ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè âðåìå-íè ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ìîíîòîííî ñíèæàåòñÿ (ïðîöåññ ãèáåëè îñîáåé), ÷òîîïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå äàííîãî ïîäõîäà â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ïîïóëÿ-öèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [2�6℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûìàíàëîãîì ìîäåëè Ôåðõþëüñòà [7℄ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ñêåëëàìà [8℄, à íå äèñêðåò-íàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü [8℄, êàê ýòî îáû÷íî óêàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Òàêæåáûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé ïëîäîâèòîñòè è ñìåðòíîñòè, çàâèñÿùåé îòòåêóùåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè (è óäîâëåòâîðÿþùåé ëèøü îáùåïðè-íÿòûì îãðàíè÷åíèÿì), â ìîäåëè íåò îñöèëëÿòîðíûõ ðåæèìîâ è ñóùåñòâóåò íåáîëåå îäíîé ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé, è â íåé òàê-æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðî-âàííîé ïîïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïîñòîÿííà, à äîëÿïîãèáàþùèõ îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä çàâèñèò îò óñëîâèé èõ ïèòàíèÿ â òå÷å-íèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ â ïîïóëÿöèè íåïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ãèáåëüþïðåäûäóùåãî. Èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ìîäåëè, îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ñëó-÷àè ìîäåëè ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ãèáåëè îò ÷èñëåííîñòèïîïóëÿöèè. Äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïî-ïóëÿöèè, ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííîñòè íà íåòðèâèàëüíîì óðîâíå, à òàêæå ïîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþò îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèåõàîòè÷åñêîìó èçìåíåíèþ ÷èñëåííîñòè.1. Îïèñàíèå ìîäåëèÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà êàæäîì îòðåç-êå âðåìåíè [tk, tk+1), k = 0, 1, 2... � ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ çèìíèõ ïî-ãîäíûõ óñëîâèé, â òå÷åíèå êîòîðûõ ÷àñòü îñîáåé ïîãèáàåò, � ìîæíî îïèñàòü ñïîìîùüþ ñëåäóþùåãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
dx

dt
= −xR(x), (1)ãäå èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè îñîáåé R(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì,êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè [9�12℄:

R(0) > 0,
dR

dx
> 0, R(+∞) = +∞. (2)Âåëè÷èíà R(0) ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè îñîáåé(ìàëüòóçèàíñêèé ïàðàìåòð), à óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé �óíêöèè R(x) îáóñëîâëå-íî óñèëåíèåì äåéñòâèÿ âíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ ñðîñòîì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(τk − 0) êîëè÷åñòâî îñîáåé, êîòîðûå âûæèëè ê ìîìåíòóâðåìåíè τk è êîòîðûå ìîãóò äàòü ïîòîìñòâî (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τk ëåæèò â èí-òåðâàëå (tk, tk+1), τk ∈ (tk, tk+1)), ÷åðåç Y = const � êîý��èöèåíò ïëîäîâèòîñòè,



94 Ë.Â. Íåäîðåçîâ, Å.Â. Âîëêîâà. Îá îäíîé ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè...ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ êàæäîé âûæèâøåé îñîáüþ.Òîãäà ÷èñëåííîñòü îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
x(τk) = Y x(τk − 0), Y > 1. (3)Äëÿ ìíîãèõ ïðèðîäíûõ ïîïóëÿöèé è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàñåêîìûõ, õàðàêòåð-íî îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî æèçíåäåÿòåëüíîñòè â òå÷åíèå âñåãî çèìíåãî ïåðèîäà.Êàæäàÿ îñîáü çà ýòîò ïåðèîä ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ � �ëóê-òóàöèé òåìïåðàòóðû, ãëóáèíû ñíåæíîãî ïîêðîâà è äð. � ëèáî âûæèâàåò, ëèáîãèáíåò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè tk, tk+1 − tk = h > 0ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå óìåíüøåíèå çíà÷åíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè:
x(tk+1) = Qx(tk+1 − 0), (4)ãäå ÷åðåç x(tk+1 − 0) îáîçíà÷åíà ÷èñëåííîñòü îñîáåé, äîæèâøèõ äî ìîìåíòàâðåìåíè tk+1, ÷åðåç Q � äîëÿ âûæèâøèõ îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä (k + 1)-ãîãîäà.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûæèâàåìîñòü îñîáåé çà çèìíèé ïåðèîä çàâèñèò îòìíîãèõ �àêòîðîâ, íî â ïåðâóþ î÷åðåäü îò óñëîâèé ïèòàíèÿ îñîáåé â òå÷åíèåâñåãî ïåðèîäà æèçíåäåÿòåëüíîñòè [tk, tk+1). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ñ÷èòàòü, ÷òîâåëè÷èíà Q = Q(u), ãäå

u =
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt.Ôóíêöèÿ Q(u) ìîíîòîííî óáûâàåò, è ÷åì âûøå ñðåäíÿÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè,òåì õóæå óñëîâèÿ ïèòàíèÿ îñîáåé (â ðåçóëüòàòå óñèëåíèÿ âíóòðèïîïóëÿöèîííîéêîíêóðåíöèè îñîáåé):
Q(u) ∈ [0, 1],

dQ

du
< 0. (5)Îáúåäèíÿÿ âìåñòå ñîîòíîøåíèÿ (1) � (5), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ìîäåëü äèíà-ìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî åñëèâ (3) Y < 1, òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(tk) â ìîäåëè (1) � (5) ìîíîòîí-íî óáûâàåò ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîåñîñòîÿíèå 0 ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì.2. Ñâåäåíèå ìîäåëè ê ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþÏóñòü �óíêöèÿ

Ψ(x) =

∫
dx

xR(x)
.Èç îãðàíè÷åíèé (2) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Ψ(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íåîòðèöà-òåëüíà è ¾âûïóêëà ââåðõ¿: Ψ′(x) > 0, Ψ′′(x) < 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåòîáðàòíàÿ �óíêöèÿ Ψ−1, êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, íåîòðèöàòåëüíà è ¾âû-ïóêëà âíèç¿.Èç (1) ïîëó÷àåì:

x(t) = Ψ−1(−t+ c1), (6)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 95ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ c1 = tk + Ψ(xk). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (6)ïðèîáðåòàåò âèä: x(t) = Ψ−1(tk − t+ Ψ(xk)) ∀t ∈ [tk, τk). Â ìîìåíò τk ïðîèñõî-äèò ðàçðûâ òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (1) (ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîé ãåíåðàöèè), è,ñëåäîâàòåëüíî,
x(τk) = Y x(τk − 0) = YΨ−1(Ψ(xk) − h1), (7)ãäå h1 = τk − tk.Påøàÿ (1) íà èíòåðâàëå [τk, tk+1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (7), îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì:
x(tk+1) = Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

)
Ψ−1(c2 − tk+1), (8)ãäå c2 = τk + Ψ(x(τk)). Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ (8)÷åðåç F (xk).3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîãî ðîñòà �óíêöèè F (x)Åñëè �óíêöèÿ F â (8) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî òîãäà â ìîäåëè ðåàëèçóþòñÿ ðå-æèìû òîëüêî ñ ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ïðîèçâîäíàÿ�óíêöèè F (x) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

dF

dxk
=

d

dxk

(
Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

))
Ψ−1(c2 − tk+1)+

Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

)
d

dxk
(Ψ−1(c2 − tk+1)). (9)Îöåíèì çíàê êàæäîãî ñëàãàåìîãî â (9) ïî îòäåëüíîñòè. �àññìîòðèì

d

dxk
(Ψ−1(c2 − tk+1)) = (Ψ−1)′(c2)

′.Ôóíêöèÿ c2 = c2(xk) ïðåäñòàâèìà â âèäå:
c2 = τk + Ψ(YΨ−1(Ψ(xk) − h1)),è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä:

(c2)
′ = Ψ′Y (Ψ−1)′Ψ′.Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

d

dxk
(Ψ−1(c2 − tk+1)) = Y (Ψ′)2((Ψ−1)′)2 > 0. (10)Äàëåå

d

dxk

(
Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

))
=

Q′ 1

h

{ τk∫

tk

dΨ−1(c1 − t)

dxk
dt+

tk+1∫

τk

dΨ−1(c2 − t)

dxk
dt

}
.
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d

dxk
(Ψ−1(c1 − tk+1)) = (Ψ−1)′Ψ′ > 0.Â ñèëó îãðàíè÷åíèé ìîäåëè Q′ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (10) ïîëó÷àåìíåðàâåíñòâî
d

dxk

(
Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

))
< 0.Îöåíèì çíàê âûðàæåíèÿ Ψ−1(c2 − tk+1). Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, Ψ−1(x) ≥

0 ∀x ≥ 0, èëè, èíà÷å, Ψ−1(c2 − tk+1) ≥ 0, åñëè c2 − tk+1 ≥ 0. Ïðè c2 − tk+1 ≥ 0èìååì τk + Ψ(x(τk)) ≥ tk+1, x(τk) ≥ Ψ−1(h2), ãäå h2 = tk+1 − τk. Ïðåîáðàçóÿýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî x(τk) = YΨ−1(Ψ(xk) − h1) ≥ Ψ−1(h2) - èîêîí÷àòåëüíî
xk ≥ Ψ−1(Ψ

(
Ψ−1(h2)

Y

)
+ h1) = M.Î÷åâèäíî, êîíñòàíòà Ì ïîëîæèòåëüíà.Òàêèì îáðàçîì, Ψ−1(c2 − tk+1) ≥ 0 ∀x ≥M è Ψ−1(c2 − tk+1) ≤ 0 ïðè x < M .Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Óòâåðæäåíèå 1. 1. Íà èíòåðâàëå 0 ≤ xk < Ψ−1(Ψ(Ψ−1(h2)

Y
) + h1) �óíêöèÿ

F (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.2. Åñëè xk ≥ Ψ−1(Ψ(Ψ−1(h2)
Y

)+h1), òî äëÿ ìîíîòîííîãî ðîñòà �óíêöèè F (x)äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

)
d

dxk
(Ψ−1(c2 − tk+1)) ≥

− d

dxk

(
Q

(
1

h

tk+1∫

tk

x(t)dt

))
Ψ−1(c2 − tk+1).

4. ×àñòíûå ñëó÷àèÂ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïî-ïóëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû çàâèñèìîñòåé ïîïóëÿöèîííûõ ïàðàìåò-ðîâ îò ïîêàçàòåëåé óñëîâèé ïèòàíèÿ îñîáåé [1�10℄. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò îïðå-äåëåííûé èíòåðåñ âûÿâëåíèå âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîäåëè (1) � (5) ïðèðàçëè÷íûõ âèäàõ �óíêöèé R è Q.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 97Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè R(x) = b è Q(x) = e−x îòîáðàæåíèå (8) ïðèíèìàåòâèä:
xk+1 = αxke

−βxk , (11)ãäå α, β - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11) � èçâåñòíàÿ ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà, àíàëèçóêîòîðîé ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [13�16℄).Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà ¾âûâîäèìà¿ â ðàìêàõ ìîäåëè (1) � (5),îäíàêî â óñëîâèÿõ, êîãäà â ïîïóëÿöèè íå äåéñòâóþò ñàìîðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèç-ìû (R = const), ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïîñòîÿííà è åäèíñòâåííûì ðåãóëÿòîðîì÷èñëåííîñòè âûñòóïàþò çèìíèå ïîãîäíûå óñëîâèÿ. Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü,÷òî, ïî ìíåíèþ íåêîòîðûõ àâòîðîâ [10,17,18℄, èìåííî çèìíèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿãëàâíûìè ðåãóëÿòîðàìè îòäåëüíûõ ìàññîâûõ âèäîâ ëåñíûõ íàñåêîìûõ.Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè R(x) = b, Q(x) = 1
x+1

îòîáðàæåíèå xk+1 = F (xk)ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Ñêåëëàìà [8℄
xk+1 =

αxk
βxk + γ

. (12)Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ñêåëëàìà (12) òàêæå ¾âûâîäèìà¿ â ðàìêàõ ìîäå-ëè (1) � (5), êàê è ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà (11). Â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, ìî-äåëü Ñêåëëàìà ¾âûâîäèìà¿ ïðè óñëîâèè, ÷òî äîëÿ âûæèâàþùèõ çà çèìíèéïåðèîä îñîáåé ïîä÷èíÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîìó çàêîíó. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìî-äåëü ¾âûâîäèìà¿ è ïðè íåêîòîðûõ äðóãèõ çàêîíàõ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, è, â÷àñòíîñòè, êîãäà ñàìîðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèçìû â ïîïóëÿöèè ïîä÷èíÿþòñÿ çà-êîíó Ôåðõþëüñòà [7℄. Êàê è ïðåäûäóùàÿ ìîäåëü, ìîäåëü Ñêåëëàìà (12) øè-ðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèé[2,8,10,11℄.Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè R(x) = ax+b, Q(x) = e−xp, p = const ≥ 0 îòîáðàæåíèå
xk+1 = F (xk) ïðèíèìàåò âèä:

xk+1 =
K1xk

K2xk +K3

(
K4xk +K5

K6x2
k +K7xk +K5

) p

ha

, Ki ≥ 0 i = 1, . . . , 7. (13)Â îòëè÷èå îò ìîäåëåé (11) è (12) óðàâíåíèå (13) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî äåéñòâèå ñàìîðåãóëÿòîðíûõ âíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ ïîä÷èíÿåò-ñÿ çàêîíó Ôåðõþëüñòà [7℄ (R - ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëè-ñòè÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (13) â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àåòñÿ è åå ïîñòðîåíèåíà îñíîâå îáùåáèîëîãè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé î �óíêöèîíèðîâàíèè ïîäîáíûõñèñòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì.
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x+1

, Y = const îòîáðàæåíèåïðèíèìàåò âèä
xk+1 =

K1xk
K2xk +K3

(
ha

ha+ ln(K6x2
k +K7xk +K5) − ln(K4xk +K5)

)
, (14)ïðè÷åì Ki, i = 1, . . . , 7 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â óòâåðæäåíèè 4.Êàê è ïðåäûäóùàÿ, ìîäåëü (14) òàêæå íå âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå è ååïîñòðîåíèå â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà áûëà ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ìîäåëè (1) � (5),ïðîáëåìàòè÷íî.Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àè �óíêöèé R(x) = a ln(x+1)+b (ìîäåëü�îìàòàìà [19℄) è R(x) = axγ + b (ìîäåëü �îçåíöâåéãà [20,21℄), òî îòîáðàæåíèå

F (x) íå èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.5. Àíàëèç ìîäåëè (13)�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå (13). Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
F (x) = x:

x =
K1x

K2x+K3

(
K4x+K5

K6x2 +K7x+K5

) p

ha

, (15)è, î÷åâèäíî, òî÷êà x0 = 0 óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ïîèñêà íåòðè-âèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðåäñòàâèì (15) â ñëåäóþùåì âèäå:
K2x+K3

K1

=

(
K4x+K5

K6x2 +K7x+K5

) p

ha

. (16)Çàìåòèì, ÷òî ó �óíêöèè
Φ(x) =

(
K4x+K5

K6x2 +K7x+K5

) p

haâñå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè OX; Φ(x) ïåðåñåêàåòîñü OY â åäèíèöå, îñü OX ïðè x = −K5

K4
< 0 è ïðè x ≥ 0 Φ(x) ïîëîæèòåëüíàè ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (16), ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâè-àëüíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè K3

K1
< 1. Ïðè ýòîìñîîòíîøåíèå K3

K1
= 1 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì áè�óðêàöèîííîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèìîáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Óòâåðæäåíèå 6.1. Åñëè K3

K1
> 1, ò. å. eb(h1+h2) > Y , òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííîé ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ (13).2. Åñëè eb(h1+h2) ≤ Y , òî ïîìèìî íóëåâîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñóùåñòâóåòíåòðèâèàëüíîå ðàâíîâåñèå x′, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (16).Àíàëèç ïîâåäåíèÿ áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàìêàõìîäåëè (13) êðîìå ðåæèìîâ ñòàáèëèçàöèè ðåàëèçóþòñÿ öèêëè÷åñêèå ðåæèìû ñöèêëàìè ðàçëè÷íîé äëèíû (ïðèìåð áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû ïðåäñòàâëåííà ðèñ. 1; ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà λ [22℄ ïîêàçàíî íà



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 99ðèñ. 2). Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ðåçóëüòàòîâ, ïðè îïðåäå-ëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äîñòàòî÷íî âûñîê(íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé). ×èñëåííàÿ ïðîâåðêàâûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû Äàéìîíäà [23℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåïàðàìåòðîâ èìåþòñÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ òðà-åêòîðèé ìîäåëè (ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ïðè Y = 224 ïðåäñòàâëåíîíà ðèñ. 3).Çàêëþ÷åíèåÏðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì èññëåäîâàòåëè èñõîäÿò èçïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ (îòíîøåíèå ÷èñëåííîñòåé äâóõñìåæíûõ ãåíåðàöèé) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé îò ÷èñëåííî-ñòè ïîïóëÿöèè. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïûòàþòñÿ âûáðàòü íàèáîëåå ïðîñòóþ�óíêöèþ, ïàðàìåòðû êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïðîñòî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ ¾áèîëî-ãè÷åñêèõ ïîçèöèé¿. Èìåííî òàê ïîñòðîåíû ìîäåëü Ñêåëëàìà (êîý��èöèåíò ðàç-ìíîæåíèÿ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ �óíêöèÿ), ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà (êîý��èöè-åíò ðàçìíîæåíèÿ ïðåäñòàâëåí â âèäå ìîíîòîííî óáûâàþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé�óíêöèè) è ìíîãèå äðóãèå.Îäíàêî ïðè áèîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íåðåäêî âñòðå-÷àþòñÿ ñåðüåçíûå ïðîáëåìû. Â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëè Ìîðàíà-�èêêåðà (11) ïàðà-ìåòð β îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾ïîêàçàòåëü äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõâíóòðèïîïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ¿. Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñî-îòâåòñòâóåò óñèëåíèþ äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ � ïðè òîé æå÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ ìåíüøå. Íî ïðè ýòîì âîç-íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: áëàãîäàðÿ êàêîìó èìåííî âíóòðèïîïóëÿöèîííîìóìåõàíèçìó ïðîèçîøëî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà? Ýòî ìîæåò ïðî-èçîéòè çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ ïëîäîâèòîñòè îñîáåé, ñíèæåíèÿ âûæèâàåìîñòè îñîáåéâ òå÷åíèå çèìíåãî ïåðèîäà èëè óñèëåíèÿ äåéñòâèÿ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèç-ìîâ. Â ðàìêàõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïðèíöèïèàëüíîíåëüçÿ.Â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ìîäåëåé òèïà (1)�(5)ïîçâîëÿåò äè��åðåíöèðîâàòü âñå ðåãóëÿòîðíûå ìåõàíèçìû è äàòü îäíîçíà÷íûéîòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ ìîäåëè (1)�(5), êàæäûéïàðàìåòð êîòîðîé èìååò âïîëíå îïðåäåëåííóþ áèîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå äèñêðåòíûå ìîäåëè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèíå äîïóñêàþò ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåðïðåòàöèè (è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïîêàçàòå-ëè ñàìûõ ðàçíûõ ìåõàíèçìîâ) è ïîñòðîåíèå êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî â âèäåðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè (1)�(5)) ïðåäñòàâëÿåòñÿìàëîâåðîÿòíûì. Ëèòåðàòóðà1. Kostitzin V.A. La Biologie Mathematique. Paris: A.Colin, 1937. 236 p.2. Íåäîðåçîâ Ë.Â. Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîâûõ ðàçìíîæåíèé ëåñíûõ íàñåêîìûõ. Íîâî-ñèáèðñê: Íàóêà, 1986. 125 ñ.
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 101�112 ÓÄÊ 517.958ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎ-ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÄÈÍÀÌÈÊÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÑÒÈ ÄÂÓÏÎËÎÉÏÎÏÓËßÖÈÈË.Â. Íåäîðåçîâ, Þ.Â. ÓòþïèíIn present paper there is the 
onsideration of parametri
 model of isolatedpopulation dynami
s with sex stru
ture. It's assumed that appearan
e ofindividuals of new generations is realized at any fixed time moments tk anddeath rate has a 
ontinuous nature. The dynami
 regimes of model are analyzed.In parti
ular, it was obtained that 
y
li
 and 
haoti
 regimes 
an be realizedin model under 
ertain values of it's parameters.ÂâåäåíèåÀíàëèç äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè äâóïîëîé ïîïóëÿöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðàéíå âàæ-íîé çàäà÷åé íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêèõ ïîçèöèé, íî è ñ ïðàêòè÷åñêèõ. �àçëè÷-íûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ÷èñëåííîñòüþ âðåäíûõ âèäîâ íàñåêîìûõ (ìåòîä âû-ïóñêà ñòåðèëüíûõ ñàìöîâ, �åðîìîííûå ëîâóøêè è äð. [1�12℄) îðèåíòèðîâàíûèìåííî íà ñîçäàíèå îïðåäåëåííîãî äèñáàëàíñà â ïîëîâîé ñòðóêòóðå ïîïóëÿöèè,÷òî ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ ñêîðîñòè åå ðàçìíîæåíèÿ è íåðåäêî ïðèâîäèò êâûðîæäåíèþ. �àçðàáîòêà ìîäåëåé äàííîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå âåñüìààêòóàëüíîé è äëÿ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ ýïèäåìèîëîãèè.Ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè äâóïîëîé ïîïóëÿöèè ðàçðàáàòûâàëèñü â îñ-íîâíîì äëÿ ñëó÷àåâ íåïðåðûâíîãî ðàçìíîæåíèÿ [1,3,4,11℄. Îäíàêî ìîäåëè äàí-íîãî òèïà, ïîñòðîåííûå ïðåèìóùåñòâåííî êàê ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàëîïðèãîäíûìè äëÿ îïèñàíèÿ äè-íàìèêè áîëüøèíñòâà âèäîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ñåçîííàÿ ïðèóðî÷åííîñòü(äèñêðåòíîñòü ïðîöåññîâ ðàçìíîæåíèÿ). Äëÿ òàêèõ âèäîâ áîëåå ïðèåìëåìûìèÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñèñòåì îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñàìè [5,13�15℄. �àññìàòðèâàåìàÿâ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ïîñòðîåíà èìåííî â òàêîì âèäå. Â ðàìêàõ ìîäå-ëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêîëåíèÿ íå ïåðåêðûâàþòñÿ è ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâîéãåíåðàöèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ãèáåëüþ ïðåäûäóùèõ.
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102 Ë.Â. Íåäîðåçîâ, Þ.Â. Óòþïèí. Îá îäíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé...1. Îïèñàíèå ìîäåëèÏóñòü tk, k = 0, 1, 2..., ìîìåíòû âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâîãî ïîêîëåíèÿ,
tk+1−tk ≡ const = h > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè âðå-ìåíè (íà èíòåðâàëàõ [tk, tk+1)) ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå ñíèæåíèå ÷èñëåííîñòåéîñîáåé îáîèõ ïîëîâ (â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè è äåéñòâèÿ âíóòðè-ïîïóëÿöèîííûõ ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ), ÷òî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåéñèñòåìîé óðàâíåíèé:

dx

dt
= −α1x− β1x(x+ γy),

dy

dt
= −α2y − β2y(x+ γy), (1)ãäå x(t) � ÷èñëåííîñòü ìóæñêèõ, y(t) � ÷èñëåííîñòü æåíñêèõ îñîáåé â ïîïó-ëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t, αj � êîý��èöèåíòû åñòåñòâåííîé ãèáåëè îñîáåé,

βj � êîý��èöèåíòû ñàìîðåãóëÿöèè. Êîý��èöèåíò γ îòðàæàåò íåðàâíîçíà÷-íîñòü ¾âêëàäà¿ îñîáåé ðàçëè÷íûõ ïîëîâ â ïðîöåññ ñàìîðåãóëÿöèè ÷èñëåííî-ñòåé, αj, βj, γ > 0. Çàìåòèì, ÷òî (1) � ýòî àíàëîã èçâåñòíîé ìîäåëè Ôåðõþëüñòà,ó÷èòûâàþùèé íàëè÷èå â ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû.Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(tk − 0), y(tk − 0) � ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñîîòâåòñòâóþùèõïîëîâ, âûæèâøèõ ê ìîìåíòó ðàçìíîæåíèÿ tk, ÷åðåç f � ÷èñëåííîñòü îïëîäî-òâîðåííûõ ñàìîê. Â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà f áóäåò îïðåäåëÿòüñÿñîîòíîøåíèåì:
f = min {y(tk − 0), εx(tk − 0)} ,ãäå ε - ¾êîý��èöèåíò àêòèâíîñòè¿ ñàìöîâ, êîòîðûé îòðàæàåò íå òîëüêî èõïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè, íî è õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ îñîáåé ðàçëè÷íûõïîëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå îñîáè ñòðîãî ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, òî ε = 1.Ïóñòü m1, m2 � ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ ìóæñêîãî è æåíñêîãî ïîëîâ ñîîò-âåòñòâåííî, ïîðîæäàåìûõ îäíîé îïëîäîòâîðåííîé ñàìêîé, m1,m2 = const > 0.Òîãäà â ìîìåíòû âðåìåíè tk ïîÿâëåíèÿ îñîáåé íîâûõ ãåíåðàöèé âûïîëíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿ:

x(tk) = m1f,

y(tk) = m2f. (2)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷èñëåííîñòè îáîèõ ïîëîâ âïîïóëÿöèè ïîëîæèòåëüíû, x(t0) = x0 > 0, y(t0) = y0 > 0. Î÷åâèäíî, åñëè x0 = 0èëè y0 = 0, çà âðåìÿ h òðàåêòîðèè ìîäåëè (1)�(2) ¾ïîïàäàþò¿ â ñòàöèîíàðíîåñîñòîÿíèå (0, 0) (ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî, íå óìåíüøàÿîáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ε = 1 è h = 1.2. Ñâîéñòâà ìîäåëè (1)�(2)1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
dx

dt

∣∣∣∣
x=0

= 0,
dy

dt

∣∣∣∣
y=0

= 0



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 103è m1,m2 > 0, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)�(2) íåîòðèöàòåëüíû.2. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
dx

dt
= −α1x− β1x

2 (3)ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè â òî÷êàõ ðàçðûâà òðàåêòîðèé
x(tk) = m1x(tk − 0) (4)è íà÷àëüíûìè äàííûìè x(t0) = x0 > 0 îãðàíè÷èâàþò ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíå-íèÿ ñèñòåìû (1) � (2). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) � (4) ñóùåñòâóåò ïðèòÿãèâà-þùåå ìíîæåñòâî

∆1 =

[
0,
α1(m1 − eα1)

β1(eα1 − 1)

]
,è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ x ñèñòåìû (1) � (2) òàêæå áóäåò ¾ïðèòÿãèâàòüñÿ¿ïîëîñîé ∆1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåìåííàÿ y ñèñòåìû (1) � (2)áóäåò ¾ïðèòÿãèâàòüñÿ¿ ïîëîñîé ∆2:

∆2 =

[
0,
α2(m2 − eα2

β2γ(eα2 − 1)

]
.Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) � (2) ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ íà÷àëü-íûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ àñèìïòîòè÷åñêè ¾âõîäÿò¿ â ïðÿìîóãîëüíèê

∆ = ∆1 × ∆2 =

[
0,
α1(m1 − eα1)

β1(eα1 − 1)

]
×
[
0,
α2(m2 − eα2)

β2γ(eα2 − 1)

]è íèêàêîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ëåæàùèìè â ∆, íå ìîæåò âûéòè çàåãî ãðàíèöû.Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ∆ ñóùåñòâóåò òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþò-ñÿ óñëîâèÿ
m1 > eα1 ,m2 > eα2 . (5)Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (5) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî x→ 0, y → 0 ïðè t→ ∞(ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëåííîñòåé).3. Íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ñèñòåìû (1)�(2). Åñëèóñëîâèÿ (5) âûïîëíÿþòñÿ, òî îíà íåóñòîé÷èâà, èíà÷å � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-÷èâà.4. Èç óñëîâèé (2) ñëåäóåò, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè tk âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-íèå
x(tk) =

m1

m2

y(tk). (6)Êðîìå ýòîãî, äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë
xβ2

yβ1
e(α1β2−α2β1)t = C, (7)
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xβ2

yβ1
= e(α2β1−α1β2)(t−tk)x

β2(tk)

yβ1(tk)
. (8)Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîëó÷àåì, ÷òî íà îòðåçêàõ [tk, tk+1) âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî

x = y
β1
β2 e

(α2β1−α1β2)
β2

(t−tk)m1

m2

y
β2−β1

β2 (tk). (9)Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6) è (9) èç ñèñòåìû (1)�(2) ìîæíî èñêëþ÷èòüïåðåìåííóþ x:
dy

dt
= −α2y − β2y

(
y

β1
β2
m1

m2

e
(α2β1−α1β2)

β2
(t−tk)

y
β2−β1

β2 (tk) + γy

)
, (10)

y(tk+1) = m2 min

{
y(tk+1 − 0), y

β1
β2 (tk+1 − 0)e

(α2β1−α1β2)
β2

m1

m2

y
β2−β1

β2 (tk)

}
. (11)Äàëåå áóäåì ïpåäïîëàãàòü, ÷òî β1

β2
< 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îápàòíîå íåpà-âåíñòâî, òî, çàìå÷àÿ, ÷òî x è y âõîäÿò â ñèñòåìó (1)�(2) ñèììåòpè÷íî, ìîæíîïpèâåñòè åå ê âèäó (10)�(11) îòíîñèòåëüíî ïåpåìåííîé x. Ïóñòü

B =
β1

β2

, D =
α2β1 − α1β2

β2

, M =
m1

m2

.Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïpåäïîëîæåíèé ñèñòåìà (10)�(11) ïpèìåò âèä:
dy

dt
= −α2y − β2y

(
yBMeD(t−tk)y1−B(tk) + γy

)
, (12)

y(tk+1) = m2 min
{
y(tk+1 − 0), yB(tk+1 − 0)eDMy1−B(tk)

}
. (13)Ñèñòåìà (12)�(13) ïpåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî íåàâòîíîìíîå ópàâíåíèå, òpàåê-òîpèè êîòîpîãî èìåþò ïåpèîäè÷åñêèå pàçpûâû.�àññìîòpèì îòäåëüíî ópàâíåíèå (12). Hà êàæäîì âpåìåííîì èíòåpâàëå [tk, tk+1)påøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Êîøè:

dy

dt
= −α2y − β2y

(
yBMeD(t−tk)µ1−B + γy

)
, y(tk) = µ. (14)Ñäåëàâ â (14) çàìåíó ïåpåìåííûõ y = µu, ïîëó÷àåì çàäà÷ó

du

dt
= −α2u− β2µ

(
u1+BMeD(t−tk) + γu2

)
, u(tk) = 1. (15)Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè ïpåäïîëîæåíèÿìè 0 ≤ t − tk ≤ 1 âåëè÷è-íó MeD(t−tk) ìîæíî îãpàíè÷èòü ñíèçó è ñâåpõó íåêîòîpûìè ïîëîæèòåëüíûìèêîíñòàíòàìè N1 è N2. Ñîîòâåòñòâåííî, pàññìîòpèì äâå çàäà÷è Êîøè:
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1)

dv

dt
= −α2v − β2µN1v

1+B, v(tk) = 1, (16)

2)
dw

dt
= −α2w − β2µ (N2 + γ)w1+B, w(tk) = 1. (17)Î÷åâèäíî, påøåíèå çàäà÷è Êîøè (15) ëåæèò ìåæäó påøåíèÿìè çàäà÷ Êîøè(16) è (17), ò. å. ∀t ∈ (tk, tk+1) w < u < v. �åøàÿ çàäà÷è (16) è (17), ïîëó÷àåì

v(t) =

(
α2

α2eα2Bt + (eα2Bt − 1)β2µN1

) 1
B

, (18)

w(t) =

(
α2

α2eα2Bt + (eα2Bt − 1)β2µ(N2 + γ)

) 1
B

. (19)Òàêèì îáðàçîì, èç (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäåëè (1)�(2) âûïîëíÿþòñÿíåpàâåíñòâà:
y(tk)

(
a

C1y(tk) + 1

) 1
B

< y(tk+1 − 0) < y(tk)

(
a

C2y(tk) + 1

) 1
B

, (20)ãäå ïàpàìåòpû èìåþò âèä:
a = e−Bα2 , C1 =

β2

α2

(N2 + γ)(1 − e−Bα2), C2 =
β2

α2

N1(1 − e−Bα2).�àññìîòpèì ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèÿ (12)�(13) ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
eDM ≥ 1. (21)Ïpè âûïîëíåíèè íåpàâåíñòâà (21) âûpàæåíèå (13) ïpåîápàçóåòñÿ ê âèäó

y(tk+1) = m2y(tk+1 − 0). (22)Ïóñòü yk = y(tk). Ópàâíåíèÿ (12), (22) îïpåäåëÿþò påêópñèâíóþ çàâèñèìîñòü
yk+1 = g(yk). Ïîëüçóÿñü òåîpåìîé î íåïpåpûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõäàííûõ è íåïpåpûâíîñòüþ �óíêöèè, îïpåäåëÿþùåé ópàâíåíèÿ pàçpûâà, ìîæíîïîêàçàòü íåïpåpûâíîñòü �óíêöèè g(y).Håpàâåíñòâà (20) â äàííîì ñëó÷àå ïpèíèìàþò âèä:

m2yk

(
a

C1yk + 1

) 1
B

< g(yk) < m2yk

(
a

C2yk + 1

) 1
B

. (23)Óðàâíåíèÿ
yk+1 =

m2a
1
B yk

(Ciyk + 1)
1
B

(24)ïpåäñòàâëÿþò ñîáîé èçâåñòíûå äèñêpåòíûå ópàâíåíèÿ Õàññåëëà, èñïîëüçóåìûåäëÿ ìîäåëèpîâàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèpîâàííûõ ïîïóëÿöèé [2,3,13,16℄.Ïpèâåäåì íåêîòîpûå ñâîéñòâà ópàâíåíèÿ (24).
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m2a

1
B ≤ 1 (25)ópàâíåíèå (24) èìååò â íåîòpèöàòåëüíîé ÷àñòè ïpÿìîé åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîóñòîé÷èâîå pàâíîâåñèå y = 0.ii). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m2a
1
B > 1,òî y = 0 � íåóñòîé÷èâàÿ ñòàöèîíàpíàÿ òî÷êà; êpîìå íåå ïîÿâëÿåòñÿ íåòpèâè-àëüíîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ópàâíåíèÿ (24)

ȳi =
amB

2 − 1

Ci
.iii). Ïpè âûïîëíåíèè íåpàâåíñòâà

1

B
≤ 2 (26)

ȳi � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.iv). Åñëè ñïpàâåäëèâî íåpàâåíñòâî
1

B
> 2, (27)òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïàpàìåòpà m2 â ìîäåëè (24) âîçíèêàåò áåñêîíå÷íàÿñåpèÿ áè�ópêàöèé óäâîåíèÿ ïåpèîäà ñ pîæäåíèåì õàîòè÷åñêèõ påæèìîâ.Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (25) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì âûpîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè,êîãäà m2 ≤ eα2 . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ópàâíåíèÿ (12), (22) ýòè ñâîéñòâà òàêæåáóäóò âåpíû.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), òî (12), (22) èìååò åäèí-ñòâåííîå íåòpèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(y), êàê è ïpåæäå, îïpåäåëÿåò påêópñèâíóþ çàâè-ñèìîñòü yk+1 = g(yk), îïpåäåëÿåìóþ ópàâíåíèåì (12), (22). Òîãäà èç íåpàâåíñòâ(23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ñïpàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

m2y

(
a

C1y + 1

) 1
B

− y < g(y) − y < m2y

(
a

C2y + 1

) 1
B

− y,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g(ȳ1) − ȳ1 > 0 è g(ȳ2) − ȳ2 < 0, ãäå ȳi � íåïîäâèæíûå òî÷êèópàâíåíèé (24) (i = 1, 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó ȳ1 è ȳ2 ñóùåñòâóåò ȳ òàêîé,÷òî g(ȳ) − ȳ = 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ȳ � ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ópàâíåíèÿ(12), (22).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ pàâíîâåñèÿ âîñïîëüçó-åìñÿ òåì, ÷òî påøåíèå ópàâíåíèÿ (15) ÿâëÿåòñÿ íåïpåpûâíîé, ìîíîòîííî óáû-âàþùåé �óíêöèåé îò µ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g(y)
y

òàêæå ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ�óíêöèÿ. Ïîýòîìó ópàâíåíèå g(y)
y

= 1 ìîæåò òàêæå èìåòü îäíî påøåíèå, ÷òî èòpåáîâàëîñü äîêàçàòü.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 107Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), (21), (26), òî ȳ � ãëîáàëü-íî óñòîé÷èâûé àòòpàêòîp ópàâíåíèÿ (12), (22).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèé óòâåpæäå-íèÿ áóäåò âåpíî íåpàâåíñòâî
−1 < g′(ȳ) < 1.Äëÿ ýòîãî â (12), (22) ñäåëàåì çàìåíó ïåpåìåííûõ y = ep. Òîãäà äàííûåâûpàæåíèÿ ïpèìóò âèä:

dp

dt
= −α2 − β2

(
eBpMeD(t−tk)e(1−B)p(tk) + γep

)
, (28)

p(tk+1) = lnm2 + p(tk+1 − 0). (29)Ïpè ýòîì ñòàöèîíàpíûå òî÷êè è ïåpèîäè÷åñêèå òpàåêòîpèè ópàâíåíèÿ (12),(22) ïpè òàêîé çàìåíå ïåpåìåííûõ ïåpåõîäÿò â ñòàöèîíàpíûå òî÷êè è ïåpèîäè-÷åñêèå òpàåêòîpèè ópàâíåíèÿ (28), (29) ñîîòâåòñòâåííî.Ñîîòíîøåíèÿ (28), (29) îïpåäåëÿþò påêópñèâíóþ �óíêöèþ pk+1 = q(pk), ãäå
pk = p(tk), q(p) � íåïpåpûâíàÿ �óíêöèÿ. Î÷åâèäíî, q′(ep) = g′(y). Håîáõîäèìîïîêàçàòü, ÷òî åñëè p̄ � ñòàöèîíàpíàÿ òî÷êà îòîápàæåíèÿ (28), (29), òî òîãäà
−1 < q′(p̄) < 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî pàññìîòpèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

dp

dt
= −α2 − β2

(
eBpMeDte(1−B)λ + γep

)
, (30)

p(0) = λ. (31)Ïóñòü ρ(λ) = p(1). Òîãäà q(p) = lnm2+ρ(p), q′(p) = ρ′(p). Â (30), (31) ñäåëàåìåùå îäíó çàìåíó ïåpåìåííûõ p = λ+ r:
dr

dt
= −α2 − β2e

λ
(
eBrMeDt + γer

)
, (32)

r(0) = 0. (33)Äëÿ ∂r
∂λ
, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
•

∂r

∂λ
= −β2e

λ
(
eBrMeDt + γer

)
− β2e

λ
(
BeBrMeDt + γer

) ∂r
∂λ
, (34)

∂r

∂λ
(0) = 0. (35)Èç âèäà âûpàæåíèé (34), (35) ïîëó÷àåì, ÷òî

− 1

B
<

∂r

∂λ

∣∣∣∣
t=1

≤ 0. (36)Êpîìå ýòîãî, ïpè λ→ −∞ èìååì
∂r

∂λ

∣∣∣∣
t=1

→ 0.
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•
rm = −β2e

λeBrmMeDt,

•

∂rm
∂λ

= −β2e
λeBrmMeDt

(
1 +B

∂rm
∂λ

)
.Èíòåãpèpóÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî

∂rm
∂λ

∣∣∣∣
t=1

→ − 1

Bïpè λ→ ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî
∂rm
∂λ

∣∣∣∣
t=1

>
∂r

∂λ

∣∣∣∣
t=1äëÿ ëþáîãî λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåpàâåíñòâî (36), ïîëó÷àåì, ÷òî

∂r

∂λ

∣∣∣∣
t=1

→ − 1

B
.Ïîñêîëüêó

ρ′(λ) = 1 +
∂r

∂λ

∣∣∣∣
t=1

,âåëè÷èíà ρ′(λ) ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1− 1
B
, êîãäà λ ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî∞. Ïî óñëîâèþóòâåpæäåíèÿ 1

B
≤ 2, ïîýòîìó q′(p) = ρ′(p) ∈ (−1, 1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −1 <

g′(ȳ) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ȳ � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ.Çàìå÷àíèå 1. �àññìàòpèâàÿ ópàâíåíèå â âàpèàöèÿõ äëÿ ∂2r
∂λ2 , ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî

∂2r

∂λ2

∣∣∣∣
t=1

< 0,à, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ∀p q′′(p) < 0.Ïðåäëîæåíèå 3. Ïpè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5), (21) è 1
B
> 2 ñ óâåëè÷åíè-åì çíà÷åíèé ïàpàìåòpà m2 ñîñòîÿíèå pàâíîâåñèÿ ȳ òåpÿåò óñòîé÷èâîñòü èïpîèñõîäèò áè�ópêàöèÿ pîæäåíèÿ óñòîé÷èâîãî öèêëà äëèíû äâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè m2 → ∞ g′(ȳ) →

1 − 1
B
, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðîì m2 ïðîèçâîäíàÿ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êåñòàíîâèòñÿ ìåíüøå -1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óñëîâèå (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òåì íå ìåíåå âñå óòâåð-æäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Äëÿ ýòîãî ñíîâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (14) è îáî-çíà÷èì ÷åðåç f(µ) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â òî÷êå t = 1. Òîãäà �óíêöèÿ

g(y) = m2 min
{
f(y), f(y)By1−BMeD

}
(37)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 109îïðåäåëÿåò ðåêóðñèâíóþ çàâèñèìîñòü, îïðåäåëÿåìóþ (12) � (13). Äëÿ �óíêöèè
g(y) èìååì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (23):

min

{
m2y

(
a

C1y + 1

) 1
B

,
m2MaeDy

C1y + 1

}
< g(y) <

< min

{
m2y

(
a

C2y + 1

) 1
B

,
m2MaeDy

C2y + 1

}
. (38)Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåm2MaeD = m1e

−α1 , òî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé (5) îãðàíè÷èâàþùèå g(y) îòîáðàæåíèÿ (38) èìåþò íåòðèâèàëüíûå íåïî-äâèæíûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, g(y) òàêæå èìååò íåòðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþòî÷êó (ýòî ìîæíî ïîêàçàòü àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2 è 3 íåîáõîäèìî ñäåëàòü â (14) çàìåíó
y = µu è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè (15). Ïóñòü φ(µ) = u|t=1, òîãäà

g(y) = m2ymin
{
φ(y), φB(y)MeD

}
.Ïîñêîëüêó B < 1, à φ(y) ìîíîòîííî óáûâàåò è φ(y) → 0 ïðè y → ∞, òî ïðè

eDM < 1 φ(y) > φB(y)MeD òîëüêî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå y ∈ (0, y∗). Îòñþäàñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3 (áåç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (21)).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 (òàêæå áåç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (21))ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî äîêàçàíî â óòâåðæäåíèè 2. Ïîñêîëüêó ïîêàçà-íî, ÷òî äëÿ g(y) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà −1 < g′(ȳ) < 1, òî äëÿ ëþáîãî ȳ,òàêîãî, ÷òî φ(ȳ) = 1
m2
, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

ȳφ′(ȳ) + φ(ȳ) > − 1

m2

. (39)Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ȳ, òàêîãî, ÷òî
φ(ȳ) =

(
1

m2MeD

) 1
B

,âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (m2yφ
B(y)MeD

)′
> −1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäó-åò èç B < 1 è φ′(y) < 0:

(
m2yφ

B(y)MeD
)′

= m2MeDφB−1(y) (φ(y) + yBφ′(y)) >

> m2MeDφB−1(y) (φ(y) + yφ′(y)) > −1,îòêóäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 2.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà



110 Ë.Â. Íåäîðåçîâ, Þ.Â. Óòþïèí. Îá îäíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé...Òåîðåìà 1.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé m1 > eα1 ,m2 > eα2 çàäà÷à (10), (11) èìååòåäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ȳ.2. Åñëè 1 ≤ 1
B

≤ 2, òî ȳ � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.Íèêàêèõ öèêëîâ â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.3. Åñëè 1
B
> 2, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåííîì çíà÷åíèè

M) ȳ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ ïðè óñëîâèè 1
B
> 2âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ï. Äèàìîíäà [17℄:Òåîðåìà (Äèàìîíä). Ïóñòü I � ìíîæåñòâî â RN è f : I → RN � íåïðå-ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå êîìïàêòíîåìíîæåñòâî X ⊂ I, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:à) X ∪ f (X) ⊂ f 2 (X) ⊂ I,á) X ∩ f (X) = 0.ÒîãäàI. Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, ... â I ñóùåñòâóåò k � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî.II.Ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî S ⊂ I, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïåðèî-äè÷åñêèõ òî÷åê è äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:1) f(S) ⊂ S,2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p ∈ S è q ∈ S

lim
k→∞

sup
∣∣fk(p) − fk(q)

∣∣ > 0,3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ S è ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè q ∈ I

lim
k→∞

sup
∣∣fk(p) − fk(q)

∣∣ > 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à) è á) òåîðåìû Äèàìîíäà â ñèñòåìåâîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ y = ep â ñèñòåìå (12),(13) ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ðåêóðñèâíàÿ çàâèñèìîñòü
pk+1 = F (pk) + A, (40)ãäå A � ïàðàìåòð, óâåëè÷åíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ ïàðàìåòðà

m2 â (12), (13). Äëÿ �óíêöèè F (p) ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè p îò −∞ äî
∞ ïðîèçâîäíàÿ F ′(p) ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1 − 1

B
. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà�óíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà.Ïóñòü ìàêñèìóì �óíêöèè F (p) äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå p1 è ïóñòüïàðàìåòð A äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà p1 ëåæàëà ëåâåå òî÷êèïîêîÿ îòîáðàæåíèÿ (40). Îáîçíà÷èì çà p0 òî÷êó, êîòîðàÿ ëåæèò ëåâåå òî÷êè p1è êîòîðóþ îòîáðàæåíèå (40) ïåðåâîäèò â òî÷êó p1. Ïóñòü p0, p1, p2, p3 � òî÷êèòðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (40) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé p0.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 111Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî lim
p→−∞

F ′(p) = 1, à lim
p→∞

F ′(p) < −1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äî-ñòàòî÷íî áîëüøîì ïàðàìåòðå A òî÷êà p3 áóäåò ëåæàòü ëåâåå òî÷êè p0. Çàìåòèì,÷òî îòðåçîê [p0, p1 − ε1] îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê [p1, p2 − ε2], ïðè÷åì ýòè îòðåç-êè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî îòðåçîê [p1, p2 − ε2] îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê [p2, p3 − ε3],êîòîðûé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 ñîäåðæèò â ñåáå îáà ïðåäûäóùèõ îòðåçêà.Óñëîâèÿ òåîðåìû Äèàìîíäà âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 1
B
> 2 ñ óâåëè-÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 â çàäà÷å (10), (11) ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.Òåîðåìà 2. Åñëè 1

B
> 2, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåííîìçíà÷åíèè M) â çàäà÷å (10), (11) ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû.Îáîáùàÿ òåîðåìû 1 è 2 íà ñèñòåìó (1), (2), ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó:Òåîðåìà 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé m1 > eα1 ,m2 > eα2 ñèñòåìà (1), (2) èìååòåäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (x̄, ȳ).2. Åñëè 1

2
≤ 1

B
≤ 2, òî (x̄, ȳ) � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.Íèêàêèõ öèêëîâ â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.3. Åñëè 1

B
> 2 èëè 1

B
< 1

2
, òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà m2 (ïðè íåèçìåí-íîì ñîîòíîøåíèè m1

m2
) òî÷êà (x̄, ȳ) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è ñ äàëüíåéøèìóâåëè÷åíèåì â ñèñòåìå âîçíèêàþò áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñ ïîÿâëåíè-åì õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ.3. Çàêëþ÷åíèåÀíàëèç ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè ñ ïîëîâîéñòðóêòóðîé ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñìåðòíîñòüîñîáåé â ïîïóëÿöèè ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ôåðõþëüñòà, à ïëîäîâèòîñòü îñîáåé ïî-ñòîÿííà, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ïðè êîòîðûõâ ñèñòåìå âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî öèêëè÷åñêèå èõàîòè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäàðàçëè÷èÿ â âîçäåéñòâèè ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ íà îñîáåé ðàçíûõ ïîëîâäîñòèãàþò îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè æå ïîäîáíûõ ðàçëè÷èéíåò, òî â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå.Ëèòåðàòóðà1. Áàçûêèí À.Ä. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèî�èçèêà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé. Ì.:Íàóêà, 1985. 181 ñ.2. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ëåñíûõ íàñåêîìûõ / À.Ñ. Èñàåâ, �.�. Õëåáîïðîñ, Ë.Â.Íåäîðåçîâ è äð., Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1984. 224 ñ.3. Ïîïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà ëåñíûõ íàñåêîìûõ / À.Ñ. Èñàåâ, �.�. Õëåáîïðîñ, Ë.Â.Íåäîðåçîâ è äð., Ì.: Íàóêà, 2001. 374 ñ.4. Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé / �èìåëü�àðá è äð., Ì.: Íàóêà,1974. 456 ñ.
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 113�123 ÓÄÊ519.6:611.716.4:616.716.4-089.28-053:612.015Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÂ ÑÒÎÌÀÒÎËÎ�ÈÈ (ÎÁÇÎ� ËÈÒÅ�ÀÒÓ�ÍÛÕÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ)Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ,À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óöThe world s
ientifi
 press has paid more attention to publi
ations on studiesbased on FEAM. This arti
le is devoted to medi
al arti
les published byresear
hers from Russia, Japan, USA and other 
ontries, who use FEAM indentistry. FEAM appli
ations are not exhausted. Compilers of the abstra
t
onsider that it is interesting and ne
essary to apply modern methods ofmathemati
al analysis in their own s
ientifi
 studies.Ñàìûì ñîâðåìåííûì ìåòîäîì ïðè áèîìåõàíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèçíà-íî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå [1,2,4,5,8℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøóþ îá-ëàñòü ïðèìåíåíèÿ èìååò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Íàèáîëåå âàæíûìèïðåèìóùåñòâàìè ÌÊÝ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì îí øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ, ÿâëÿþòñÿñëåäóþùèå:1. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ ñìåæíûõ ýëåìåíòîâ íå äîëæíû áûòü îáÿçàòåëü-íî îäèíàêîâûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîä ê òåëàì, ñîñòàâëåííûì èçíåñêîëüêèõ ìàòåðèàëîâ.2. Êðèâîëèíåéíàÿ îáëàñòü ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ïðÿìî-ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ èëè òî÷íî îïèñàíà ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ îáëàñòåé ñ ¾õîðî-øåé¿ �îðìîé ãðàíèöû.3. �àçìåðû ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò óêðóïíèòüèëè èçìåëü÷èòü ñåòü ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà ýëåìåíòû, åñëè â ýòîì åñòü íåîáõî-äèìîñòü.4. Ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ðàññìîòðåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèéñ ðàçðûâíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé, à òàêæå ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Âñå ýòè ïðåèìóùåñòâà ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ áèî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ æèâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè çóáî÷åëþñòíîãî àïïàðàòà÷åëîâåêà. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â ìèðîâîé íàó÷íîé ïðåññå âñå ÷àùå âñòðå-÷àþòñÿ ïóáëèêàöèè îá èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâåäåííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Ìåäè-öèíñêèå èçäàíèÿ íàèáîëåå ðàçâèòûõ â íàó÷íî-òåõíè÷åñêîì ïëàíå ãîñóäàðñòâ
© 2002 Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ,À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óöE-mail: guts�univer.omsk.suÎìñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìåäèöèíñêàÿ àêàäåìèÿ, Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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�èñ. 1. Îêíî ÏÏÏ COSMOS/M 2.5(ßïîíèÿ, ÑØÀ, �åðìàíèÿ è äð.) íå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Áîëüøîé èíòåðåñê ÌÊÝ ïðîÿâëÿþò è âðà÷è [2,3,5,6,8�17,19�24℄, ïðîèçâîäÿùèå èçûñêàíèÿ â îá-ëàñòè ìàòåðèàëîâåäåíèÿ, èìïëàíòîëîãèè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé è ïðàêòè÷åñêîéñòîìàòîëîãèè.Îñîáåííî ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà îñíîâåÌÊÝ, ïðîâåðÿÿ ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ çóáîâ, èì-ïëàíòàíòîâ, øòè�òîâûõ è äðóãèõ èñêóññòâåííûõ êîíñòðóêöèé äî òîãî, êàê îíèìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ëå÷åíèè áîëüíûõ [3,6,7,8,9 è äð.℄.Îäíîé èç íîâåéøèõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì (ÏÏÏ) COSMOS/M (Stru
turalResear
h and Analysis Co., Santa Moni
a, USA.) è COSMOS Work. Ïàêåò ïðî-ãðàìì COSMOS/M ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè îñóùåñòâèòü ðàñ÷åò íàïðÿæåíèé èäå�îðìàöèé ëþáîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ïîëüçîâàòåëåì. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõðàñ÷åòîâ â áàçó äàííûõ ïðîãðàììû íåîáõîäèìî ââåñòè ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, èçêîòîðûõ ñîñòàâëåí ìîäåëèðóåìûé îáúåêò (ýòî ìîäóëü Þíãà, ïëîòíîñòü ìàòåðè-àëà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà). Ìåòðè÷åñêèìè åäèíèöàìè ïàêåòà COSMOS/Mÿâëÿþòñÿ �óíòû (lb) è äþéìû (in). Ìîäóëü ýëàñòè÷íîñòè (ìîäóëü Þíãà) èíàïðÿæåíèå âûðàæàþòñÿ â lb/in2 , ïëîòíîñòü â lb*s2/in4 , ñèëû â lb. Â ïàêåòåCOSMOS Work èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ÑÈ.Ïîëüçîâàòåëü ñ ïîìîùüþ êîìàíä ìåíþ è ¾ìûøè¿ çàäàåò ãåîìåòðèþ èññëå-äóåìîãî îáúåêòà, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ñòðîÿòñÿ òî÷êè, ëèíèèè ïîâåðõíîñòè, çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê çàêîí÷åíî ïîñòðî-åíèå ìîäåëè, ÏÏÏ COSMOS/M, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå äàííûå, îáåñïå÷èâàåò ïî-ñòðîåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (íà îñíîâå ÌÊÝ) è åå ðåøåíèå, ò.å. âû÷èñëÿþòñÿâåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòà-òîâ.Ïðè ðåøåíèè ëþáîé çàäà÷è ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ýòàïîâ:



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1151. Çàäàíèå èìåíè áàçû äàííûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Áàçà ñîñòîèòèç íàáîðà �àéëîâ è ðàñïîëàãàåòñÿ â òîé æå äèðåêòîðèè, îòêóäà áûë âûçâàíGEOSTAR.2. Çàäàåòñÿ ïëîñêîñòü, íà êîòîðóþ áóäóò íàíîñèòüñÿ òî÷êè, ëèíèè è ò.ä.,çàäàåòñÿ ðàáî÷àÿ ñåòêà íà ïëîñêîñòè (ðàçìåð øàãà ñåòêè, ñìåùåíèå, öâåò).3. Çàäàíèå ãðóïïû ýëåìåíòîâ, ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà èêîíñòàíò.4. Ñ ïîìîùüþ êîìàíä ìåíþ GEOMETRY íà ïëîñêîñòè ñòðîÿòñÿ òî÷êè, ëè-íèè è ïîâåðõíîñòè.5. Àêòèâèçèðóþòñÿ òðåáóåìàÿ ãðóïïà ýëåìåíòîâ, ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è íà-áîðû äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò.6. Ñîçäàåòñÿ óçëîâîå ñîåäèíåíèå, ñîñòîÿùåå, íàïðèìåð, äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷èç PLANE2D � äâóìåðíûõ ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ.7. Ñ ïîìîùüþ êîìàíä ìåíþ MESHING ïðîèçâîäèòñÿ îáúåäèíåíèå ïîëó÷åí-íûõ óçëîâûõ ñîåäèíåíèé.8. Îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà.9. Ïðèêëàäûâàþòñÿ ñèëû (íàãðóçêè).10. Âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìûé àíàëèç âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êîìàíäû.11. Ïðîâåðêà è èññëåäîâàíèå ðåçóëüòàòîâ.Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò â �îññèè, íàñêîëüêî ýòî èçâåñòíî àâòîðàì äàííîãîîáçîðà, ïî ïðèìåíåíèþ ÌÊÝ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà COSMOS/M â ñòîìàòî-ëîãèè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî íàäåæíîñòè øòè�òîâûõ êîíñòðóêöèé, îïóá-ëèêîâàííûå â [2,3,8,9,10,17℄.Â ñòàòüå [2℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàçðóøåííûå êîðíè �ðîíòàëüíûõ çóáîâ íèæåóðîâíÿ äåñíû íà 1/4 äëèíû êîðíÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êëèíè÷åñêîé ñòî-ìàòîëîãèè. �åêîìåíäóåìûå øòè�òîâûå êîíñòðóêöèè áûëè óñîâåðøåíñòâîâàíûçà ñ÷åò îñîáîãî ¾âîðîòíè÷êà¿, ÷òî ïîâûñèëî èõ íàäåæíîñòü [3℄.Â ðàáîòå [17℄ îïèñûâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ øòè�òîâîé êîíñòðóê-öèè äëÿ �ðîíòàëüíûõ çóáîâ ñ äèàìåòðîì øòè�òà, ðàâíûì 2 ìì. Òàêîé øòè�òòðåáóåò ðàñøèðåíèÿ êàíàëà çóáà, è ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî òàêàÿ øòè�òî-âàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü îñëàáëåíèþ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêçóáà. Ýòî äîëæíî ïîâëå÷ü åãî ðàçðóøåíèå. Íàñêîëüêî ñïðàâåäëèâî ýòè ïðåäïî-ëîæåíèå, è ïðîâåðÿëîñü â õîäå ïðîäåëàííûõ èññëåäîâàíèé.Â ñòàòüå [18℄ ¾ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå èññëåäîâàíèå 99 òèïîâ ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé çóáîâ, àðìèðîâàííûõ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûìè â ñòîìàòîëî-ãè÷åñêîé ïðàêòèêå êóëüòåâûìè øòè�òîâûìè âêëàäêàìè (àíêåðíûå øòè�òû �ïåðâàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòà è ëèòûå êóëüòåâûå øòè�òîâûå âêëàäêè, ïðåäëîæåí-íûå àâòîðàìè, � âòîðàÿ ñåðèÿ). Ìîäåëè çóáîâ ðàçëè÷àëèñü �îðìîé, ðàçìåðàìèè ñâîéñòâàìè êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà. Äîêàçàíî, ÷òî �îðìà è ïàðàìåò-ðû êóëüòåâîé øòè�òîâîé âêëàäêè âàæíåå ñâîéñòâ êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðè-àëà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âûáîð øòè�òîâîé êîíñòðóêöèè çàâèñèò îò êëèíè÷åñêîéñèòóàöèè, àíàòîìî-òîïîãðà�è÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ðàçðóøåíèÿ êîðîíêè çóáà èïàòîëîãèè çóáî÷åëþñòíî-ëèöåâîé ñèñòåìû¿.Àíàëèç ¾âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè îðòîïåäè÷åñêîãî ëå÷åíèÿïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ âíóòðèêîñòíûõ èìïëàíòàòîâ èçâåñòíûõ è ïåðñïåêòèâíûõ



116 Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ, À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óö.

�èñ. 2. Ïëîñêàÿ êîíå÷íî ýëåìåíòíîéìîäåëè çóáî÷åëþñòíîãî ñåãìåíòà(äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðèäåéñòâèè ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû) [13℄ �èñ. 3. Ïîëå ñóììàðíûõ ïåðåìåùåíèé ïðèäåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû [13℄
êîíñòðóêöèé¿ ïðèâîäèòñÿ â ñòàòüå [19℄. ¾Èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ èìïëàíòàíòîâ ñ êîñòíîé òêàíüþ.Ïðåäëàãàþòñÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü è ïðèêëàäíàÿ ïðîãðàììà, ðàçðàáîòàííàÿ íàáàçå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèå ïðîàíàëèçèðîâàòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîñòè è îïðåäåëèòü ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå íàãðóç-êè íà èìïëàíòàíò. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå íàãðóæåííîé çîíîé ÿâëÿåòñÿ ñëîéêîìïàêòíîé êîñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùèé ê èìïëàíòàíòó â îáëàñòèåãî øåéêè, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ñîãëàñíîêîòîðûì èìåííî â ýòîé çîíå íàèáîëåå âûñîê ïðîöåíò îñëîæíåíèé. Îáñóæäàþò-ñÿ ñïîñîáû äàëüíåéøåé îïòèìèçàöèè èìïëàíòàíòîâ è ïðîòåçíûõ êîíñòðóêöèé¿[19℄.Â ñ�åðó èíòåðåñîâ ñîâðåìåííîé ñòîìàòîëîãèè âõîäèò ïîâûøåíèå ý��åêòèâ-íîñòè îðòîïåäè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ áîëüíûõ íà îñíîâå ïåðñïåêòèâíûõ êîíñòðóêöèéèìïëàíòàíòîâ, â ÷àñòíîñòè âíóòðèêîñòíûõ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ãðóïïîé îòå-÷åñòâåííûõ èññëåäîâàòåëåé íà îñíîâå ìíîãî�àêòîðíîé îöåíêè ñîñòîÿíèÿ çóáî-÷åëþñòíîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÊÝ,ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â æóðíàëå ¾Ñòîìàòîëîãèÿ¿ [20℄.Ìîäåëü ¾çóá-èìïëàíòàíò-ïàðîäîíò¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ â ãåîìåò-ðè÷åñêîì è �èçè÷åñêîì îòíîøåíèè ñèñòåìó, ðàñ÷åò êîòîðîé âîçìîæåí òîëüêî÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ïðè ýòîì ÌÊÝ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí, ò.ê. ïîçâîëÿåòó÷èòûâàòü ðåàëüíûå îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû áèîìåõàíè÷åñêîãî îáúåêòà è ëåãêîàäàïòèðóåòñÿ ê èçìåíåíèþ �îðìû è âíåøíèõ íàãðóçîê. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ÷åëþñòíîé êîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ âà-ðèàíòàõ äåíòàëüíûõ èìïëàíòàíòíûõ ñèñòåì ãðóïïà ðîññèéñêèõ àâòîðîâ ïðåä-ëàãàåò ïîäõîä, ñî÷åòàþùèé ïðîñòðàíñòâåííóþ òåîðèþ óïðóãîñòè, ÌÊÝ, öè�ðî-âóþ îáðàáîòêó èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ íà êîìïüþòåðíîì òîìîãðà�å, ïðåä-ñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ ìàøèííîé ãðà�èêè. �åçóëü-òàòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå àòëàñà ñ öâåòíûìè èëëþñòðàöèÿìè [21℄.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 117Èññëåäîâàíèÿ íà Óêðàèíå â îáëàñòè ñòîìàòîëîãèè, îïèðàþùèåñÿ íà ìîäå-ëèðîâàíèå ñ ïðèìåíåíèåì ÌÊÝ, ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüÿõ [11�15℄. Â ðàáîòå [13℄èçó÷àþòñÿ �èçèîëîãè÷åñêàÿ è ïàòîëîãè÷åñêàÿ ïîäâèæíîñòè çóáîâ (ðèñ.1,2).Ïðèìåðîì îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÏÏÏ COSMOS/M â ñòîìàòîëîãèè ÿâ-ëÿåòñÿ ñòàòüÿ ÿïîíñêèõ èññëåäîâàòåëåé [22℄. Îíè ñðàâíèâàëè íàïðÿæåíèÿ âêîñòíîé òêàíè âîêðóã îïîðû äåíòàëüíûõ èìïëàíòàíòîâ ïîä äåéñòâèåì ñòàòè-÷åñêîé âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè. Îáúåêòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè ìîñòîâèäíûåïðîòåçû, óêðåïëåííûå íà èìïëàíòàíòàõ â áîêîâîì îòäåëå íèæíåé ÷åëþñòè. Íàîñíîâå ÌÊÝ êîíñòðóèðîâàëèñü äâóìåðíûå ìîäåëè ïðîòåçîâ ðàçíîé êîíñòðóê-öèè. Â ñëó÷àå, êîãäà îïîðû ìîñòîâèäíîãî ïðîòåçà ðàñïîëàãàëèñü ïî ïðÿìîéëèíèè, ñíèæåíèå íàïðÿæåíèé â êîñòíîé òêàíè âîêðóã èìïëàíòàíòîâ íàáëþäà-ëîñü ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êðàéíèìè îïîðàìè è óâåëè÷åíèÿ÷èñëà îïîðíûõ ýëåìåíòîâ.Â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ êîíñîëüíûõ ïðîòåçîâ (ðàçíîâèäíîñòü íåñúåìíûõïðîòåçîâ, èìåþùèõ îäíîñòîðîííþþ îïîðó) íàáëþäàëîñü óâåëè÷åíèå çíà÷åíèéíàïðÿæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ìîñòîâèäíûìè ïðîòåçàìè, è çíà-÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå íàïðÿæåíèÿ â êîñòíîé òêàíè âîêðóã îïîðíûõ ýëåìåíòîâïðîèñõîäèëî íàðÿäó ñ óìåíüøåíèåì äèñòàíöèè ìåæäó êðàéíèìè îïîðàìè è ñóäëèíåíèåì êîíñîëüíîãî ïëå÷à. Àâòîðû äîêàçûâàþò íåçíà÷èòåëüíóþ ý��åê-òèâíîñòü óâåëè÷åíèÿ îáùåãî ÷èñëà èìïëàíòàíòíûõ îïîð äëÿ óìåíüøåíèÿ íà-ïðÿæåíèé â êîñòíîé òêàíè.Â ñòàòüå "A fa
ial growth analysis based on FEM employing three dimensionalsurfa
e measurement by a rapid laser devi
e" [25℄ îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ÌÊÝè ÏÏÏ COSMOS/M äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçâèòèÿ ÷åðåïà ïðè äîëãîñðî÷íîì íàáëþäå-íèè. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëîñü òðåõìåðíîå èçìåðåíèå (ñ ïîìîùüþ ëàçåðà),ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàïðÿæåíèé â ëè-öåâîì ñêåëåòå íà êàæäîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ ÷åëîâåêà.Îáñëåäîâàëè ÷åðåïà ëþäåé ðàçíîãî âîçðàñòà (0, 3, 6, 9, 12, 18 ëåò) â òðåõ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîé òåõíèêè. Èç 70000 òî÷åê íà ëèöåâîìñêåëåòå âûáèðàëè 16 îðèåíòèðîâ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ.Ïðèìåíÿëè ÏÏÏ COSMOS/M äëÿ àíàëèçà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïåð-ñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Èçó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, àâòîðû ïðèøëè êäâóì âûâîäàì:1. Óðîâåíü íàïðÿæåíèé â âîçðàñòå 0-3 è 3-6 ëåò ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò îòìûùåëêîâîé îáëàñòè äî ïîäáîðîäî÷íîé, â òî æå âðåìÿ ìàêñèìàëüíûé óðîâåíüíàïðÿæåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè îáëàñòÿìè íàáëþäàåòñÿ â òåëå÷åëþñòè.2. Â îáùåì, óðîâåíü íàïðÿæåííîñòè âñåõ îáëàñòåé, èñêëþ÷àÿ ïîäáîðîäî÷-íóþ, íàçàëüíóþ è òåëî, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì. �åçóëüòàòû óêàçûâàþò íà çíà-÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ íèæíåé ÷åëþñòè, îñîáåííî â ðàííåé ñòàäèè ðàçâèòèÿ,íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ: îò ïîäáîðîäî÷íîé îáëàñòè ê ìûùåëêîâîé.Äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ðàçëè÷íûõ ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ïî-ìèìî ëàáîðàòîðíûõ è êëèíè÷åñêèõ èñïûòàíèé ïðèìåíèìî è ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå, â ÷àñòíîñòè ÌÊÝ. Íåìåöêèå ó÷åíûå â ñòàòüå "All-
erami
 resin-bonded bridges. A 3-dimensional finite-element analysis study" [26℄ îïðåäåëèëè



118 Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ, À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óö.óñòîé÷èâîñòü ê íàãðóçêàì íåñúåìíûõ ìîñòîâèäíûõ ïðîòåçîâ ðàçëè÷íîé êîí-ñòðóêöèè.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ïðîòåçû ñ ìåòàëëè÷åñêèì êàðêàñîì èìåþò ðÿä íåäî-ñòàòêîâ: ñåðîå ìåðöàíèå ìåòàëëà ñêâîçü îáëèöîâêó, âûñîêèé óðîâåíü êîððîçèè,çíà÷èòåëüíûé àëëåðãåííûé ïîòåíöèàë, îñîáåííî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ íåäðà-ãîöåííûõ ñïëàâîâ. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò îáëèöîâûâàòü êåðàìè-÷åñêèìè ìàññàìè ïîëèìåðíûå êàðêàñû. Öåëü èññëåäîâàíèÿ: âûÿñíèòü âëèÿíèåíàïðàâëåíèÿ íàãðóçêè (ïîä óãëîì â 45 , 60 ãðàäóñîâ) è �îðìû ïðîìåæóòî÷íîé÷àñòè íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â ìîñòîâèäíûõ ïðîòåçàõ.×òîáû ñìîäåëèðîâàòü àíàòîìè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, ñèíòåçèðîâàëè òðåõìåðíóþìîäåëü, îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Óäàðíàÿ íàãðóçêà èìåëàçíà÷åíèå â 250 Í è áûëà îðèåíòèðîâàíà â îðàëüíî-ùå÷íîì íàïðàâëåíèè. Òî÷-êà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè áûëà ñìåùåíà íà 1,5 ìì â íåáíóþ ñòîðîíó îò ðåæó-ùåãî êðàÿ. Îáíàðóæåíî, ÷òî íàïðÿæåíèå â êîíñòðóêöèÿõ çíà÷èòåëüíî áîëüøåïðè âîçðàñòàíèè óãëà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè äî 60 ãðàäóñîâ. Òîíêèå ïåðåìû÷êè(3 ìì â âûñîòó) è/èëè ãëóáîêàÿ ðàçäåëêà â ïðîòåçàõ îáóñëàâëèâàþò íàïðÿæå-íèÿ âïëîòü äî 455 ÌÏà (ïðè óãëå â 45 ãðàäóñîâ) èëè 534 ÌÏà (ïðè óãëå â60 ãðàäóñîâ). Îòñóòñòâèå ðàçäåëêè, çàêðóãëåíèå êðàåâ è óâåëè÷åíèå ïåðåìû÷åê(4 ìì) ñíèæàþò íàïðÿæåíèÿ äî 122 ÌÏà (45 ãðàäóñîâ) è 143 ÌÏà (60 ãðàäóñîâ).Òàê êàê ñðåäíÿÿ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ äëÿ êåðàìèêè ñîñòàâëÿåò 340-400 ÌÏà,öåëüíîêåðàìè÷åñêèå ìîñòîâèäíûå ïðîòåçû íà ïîëèìåðíîì êàðêàñå ìîãóò áûòüðåêîìåíäîâàíû òîëüêî ïðè âûñîòå ïåðåìû÷åê íå ìåíåå 4 ìì. Çàêðóãëåíèå êðàåâè ìèíèìàëüíàÿ ðàçäåëêà ñïîñîáñòâóþò óìåíüøåíèþ íàïðÿæåíèé â îðòîïåäè÷å-ñêèõ êîíñòðóêöèÿõ.Òðåõìåðíûé àíàëèç ÌÊÝ ïðîâîäèëñÿ, ÷òîáû îöåíèòü óðîâåíü íàïðÿæåííî-ñòè â êîñòè, èìïëàíòàíòå è åãî ãîëîâêå ïðè ïðèìåíåíèè çîëîòûõ ñïëàâîâ, êå-ðàìè÷åñêèõ èëè ïîëèìåðíûõ (ïëàñòìàññîâûõ è êîìïîçèòíûõ) íåñúåìíûõ ïðî-òåçîâ [27℄. Óâåëè÷èâàþùàÿñÿ íàãðóçêà áûëà ïðèëîæåíà ïî îñè è â ùå÷íî-ÿçû÷íîì íàïðàâëåíèè ïî öåíòðó ìîñòîâèäíîãî ïðîòåçà. Äëÿ çîëîòûõ ñïëàâîâ èêåðàìèêè ìàêñèìàëüíûå ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ áûëè îáíàðóæåíû âî âñåõ÷àñòÿõ ìîäåëè. Ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ â ìîäåëÿõ ñ ïëàñòìàññîâûìè ïðîòåçàìèíàïðÿæåíèÿ áûëè ïîäîáíûìè èëè âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìèìàòåðèàëàìè. Íàèáîëüøèé óðîâåíü íàïðÿæåííîñòè áûë îáíàðóæåí â ãîëîâêàõèìïëàíòàíòîâ ïðè îñåâîì íàãðóæåíèè ïëàñòìàññ. Çàùèòíàÿ ðîëü ïëàñòìàññûäëÿ ñèñòåìû ¾èìïëàíòàíò-êîñòü¿ íå áûëà ïîäòâåðæäåíà ïðè óñëîâèÿõ äàííîãîèññëåäîâàíèÿ.Òðåõìåðíûé àíàëèç ÌÊÝ áûë ïðèìåíåí, ÷òîáû îöåíèòü íàïðÿæåíèå â êî-ñòè âîêðóã èìïëàíòàíòà èç òèòàíà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ êîíñòðóêöèè äëÿïðîòåçèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íîãî îòñóòñòâèÿ çóáîâ íèæíåé ÷åëþñòè [28℄. Èñïîëü-çîâàëèñü îñåâîå, ùå÷íî-ÿçû÷íîå èëè ìåçèîäèñòàëüíîå íàïðàâëåíèå íàãðóæàþ-ùåé ñèëû. Äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ íàïðàâëåíèé íàèâûñøåå íàïðÿæåíèå áûëîõàðàêòåðíî äëÿ êîíñîëüíûõ ïðîòåçîâ, ïîääåðæèâàåìûõ äâóìÿ èìïëàíòàíòàìè(Ì2). Ìåíüøèå íàïðÿæåíèÿ áûëè ðàññ÷èòàíû äëÿ ìîäåëè òðàäèöèîííîãî ìî-ñòîâèäíîãî ïðîòåçà íà äâóõ îïîðàõ (Ì3). Íàèìåíüøåå íàïðÿæåíèå îáíàðóæåíîó ìîäåëè øèíû èç òðåõ èñêóññòâåííûõ êîðîíîê íà òðåõ èìïëàíòàíòàõ (Ì1).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 119Ïðè ùå÷íî-ÿçû÷íîì íàïðàâëåíèè ñèëû, ïðèëîæåííîé ê Ì3, íàïðÿæåíèå âêîðòèêàëüíîé êîñòè âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññ÷èòàííûì äëÿ Ì2 ïðè òåõ æåóñëîâèÿõ. Ïðè îñåâîì èëè ìåçèî-äèñòàëüíîì íàïðàâëåíèè ñèëû, ïðèëîæåííîéê ìîäåëè Ì3, íàïðÿæåíèå â êîðòèêàëüíîé êîñòè íèæå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþÌ1, íàãðóæåííîé àíàëîãè÷íî.Àìåðèêàíñêèå ó÷åíûå [24℄ èññëåäîâàëè âëèÿíèå �îðìû è ðàçìåðà íà ðàñïðå-äåëåíèå íàïðÿæåííîñòè â èìïëàíòàíòàõ èç âûñîêîïðî÷íîãî íèòðèäà êðåìíèÿïîä äåéñòâèåì âåðòèêàëüíîé è íàêëîííîé ñèë, èñïîëüçóÿ òðåõìåðíûé àíàëèçÌÊÝ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè áûëè ïîñòðîåíû íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ñåðèè ðàç-ðåçîâ íèæíåé ÷åëþñòè. Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå "Auto-CAD", ìî-äåëèðîâàëè ðàñïîëîæåíèå èìïëàíòàíòîâ â îáëàñòè íèæíèõ ëåâûõ æåâàòåëüíûõçóáîâ.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â îêðóæà-þùåé êîñòè âëèÿþò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, �îðìà èìïëàíòàíòà è íàïðàâëåíèå äåé-ñòâóþùèõ ñèë. Ìåíåå âàæíûì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð èìïëàíòàíòà. Íàè-áîëüøóþ ïëîùàäü îïîðû â êîñòíîé òêàíè èìåþò ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíóñîâèäíû-ìè è öèëèíäðè÷åñêèìè îïîðàìè èìïëàíòàíòû çóá÷àòîé �îðìû. Ñëåäîâàòåëüíî,âîêðóã çóá÷àòûõ èìïëàíòàíòîâ íàáëþäàþò íèçêîå ñæèìàþùåå íàïðÿæåíèå.Ïðè óâåëè÷åíèè äèàìåòðà è äëèíû èìïëàíòàíòîâ ñæèìàþùåå íàïðÿæåíèåóìåíüøàåòñÿ. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ âîêðóã çóá÷àòûõ èìïëàíòàíòîâ ðàâ-íîìåðíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè è êîíóñîâèäíûìè. �åçóëüòàòû èñ-ñëåäîâàíèé ïðè äâóõ íàïðàâëåíèÿõ ñèë (âåðòèêàëüíîì è íàêëîííîì) ïîêàçàëè,÷òî ñæèìàþùåå íàïðÿæåíèå â êîðòèêàëüíîé êîñòè âîêðóã øåéêè èìïëàíòàíòàâûøå, ÷åì â ÿ÷åèñòîé êîñòè íà ïðîòÿæåíèè èìïëàíòàíòà. Íàèáîëåå âûñîêèìèÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðè íàêëîííîì ïðèëîæåíèè ñèëû. Äàííîåèññëåäîâàíèå ïðåäîñòàâëÿåò ïåðâóþ èí�îðìàöèþ î âçàèìîñâÿçÿõ ìåæäó �îð-ìîé èìïëàíòàíòîâ èç íèòðèäà êðåìíèÿ è íàïðÿæåíèÿõ â îêðóæàþùåé êîñòè.Ïîìèìî ñîîáùåíèé î ìîäåëèðîâàíèè èñêóññòâåííûõ êîíñòðóêöèé è èìïëàí-òàíòîâ, â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå åñòü ñâåäåíèÿ î ïðèìåíåíèè ÌÊÝ äëÿ ðàñ-÷åòîâ áèîìåõàíè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé åñòåñòâåííûõ çóáîâ. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëó-æèòü ñòàòüÿ ïîä íàçâàíèåì: "Analysis of a 
entral maxillary in
isor by using athree-dimensional finite element method" [23℄. Ýòî ïîïûòêà îïðåäåëèòü íàïðÿæå-íèÿ â âåðõíåì ïåðâîì ðåçöå, îñíîâûâàÿñü íà ÌÊÝ. Çóá ìîäåëèðîâàëñÿ èçîòðîï-íûì, ãîìîãåííûì, ýëàñòè÷íûì è íåñèììåòðè÷íûì. Ñèëà â 450 Í ïðèëàãàëàñüïîä óãëîì 26 ãðàäóñîâ ïî îòíîøåíèþ ê äëèííîé îñè íà ðåæóùåì óãëå çóáà.Âûÿâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ñæèìàþùèõ, ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãàþùèõ íàïðÿæå-íèé äëÿ âñåé ñòðóêòóðû ðåçöà. Ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ íàãðóçêè âîçìîæíûòðåùèíû è ïåðåëîìû òâåðäûõ òêàíåé çóáà.Â ðàáîòå íåìåöêèõ ó÷åíûõ [29℄ ÌÊÝ ïðèìåíÿëñÿ äëÿ àíàëèçà íàïðÿæåíèé,âîçíèêàþùèõ â íèæíåé ÷åëþñòè. Íàãðóçêà çàäàâàëàñü â òðåõ óçëàõ ïåðåäíåãîçóáà (ðèñ.3,4).Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èññëåäîâàòåëüñêîãî ïðîåêòà"Effe
ts of thermal and me
hani
al loading on restored human teeth", ðàçðàáàòûâà-åìîãî íà �àêóëüòåòå èíæåíåðíîé ìåõàíèêè Êîðîëåâñêîãî êîëëåäæà (ã.Ëîíäîí)[30℄. Àâòîðàì ïðîåêòà ïðèíàäëåæèò ñåðèÿ ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìå [31�36℄.



120 Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ, À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óö.

�èñ. 4. Îáúåìíàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü íèæíåé ÷åëþñòèñ îäíèì ïåðåäíèì çóáîì (225òðåóãîëüíèêîâ) [29℄ �èñ. 5. Ïîëå íàïðÿæåíèé ïðè äåéñòâèèâåðòèêàëüíîé ñèëû íà ïåðåäíèé çóá [29℄

�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïðè îòêðûâàíèè ðòà [37℄Äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ÌÊÝ, áûëè ïîñòðîåíû èèñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà è êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ áèî-ìåõàíèêè âèñî÷íî-íèæíå÷åëþñòíîãî ñóñòàâà (ÂÍ×Ñ) â ðàáîòå àìåðèêàíñêèõèññëåäîâàòåëåé [37℄ (ðèñ. 5).Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ìå-òîäîì ïðè áèîìåõàíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ èçûñêàíèÿõ î÷åíü øèðîêè. Îá ýòîìñâèäåòåëüñòâóåò ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ëèòå-ðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Îäíàêî îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ ÌÊÝ è îñíîâàííûõ íà äàí-íîì ìåòîäå êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì äàëåêî íå èñ÷åðïàíà. Ñîñòàâèòåëè îáçîðàñ÷èòàþò èíòåðåñíûì è íåîáõîäèìûì ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ìàòåìà-òè÷åñêîãî àíàëèçà è â ñâîèõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 121Ëèòåðàòóðà1. Âîðîáüåâ Â.À. Âûáîð êîíñòðóêöèè çóáíûõ ïðîòåçîâ è èìïëàíòàíòíûõ ñèñòåìíà îñíîâå ïðîãðàììíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ëå÷åíèè áîëüíûõ ñðàçëè÷íûìè äå�åêòàìè çóáíûõ ðÿäîâ. Äèñ. ä-ðà ìåä. íàóê. Èðêóòñê, 1996.2. �óö À.Ê., Êàïîòèíà Ò.Í., Ïàíîâà Í.È., Ñåìåíþê Â.Ì., Ôàéçóëëèí �.Ò., ßêî-âëåâ Ê.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ê èñïîëüçîâàíèþ êîðíåé �ðîíòàëüíûõçóáîâ, ðàçðóøåííûõ íèæå óðîâíÿ äåñíû, ïîä øòè�òîâûå êîíñòðóêöèè. / Äåï. âÂÈÍÈÒÈ 21.06.95. N. 1790 - È95. 22 ñ.3. Êàïîòèíà Ò.Í., Ñåìåíþê Â.Ì., ßêîâëåâ Ê.Ê., �óö À.Ê., Ïàíîâà Í.È. Ìàòåìàòè-÷åñêîå îáîñíîâàíèå ê èñïîëüçîâàíèþ êóëüòåâîé øòè�òîâîé âêëàäêè ñ ¾âîðîò-íè÷êîì¿ ïðè ðàçðóøåíèè êîðíåé çóáîâ íèæå óðîâíÿ äåñíû // Âåñòíèê Îìñêîãîóíèâåðñèòåòà. 1996. N.2. Ñ.17�19.4. Ìàðêèí Â.À. Ïðîãíîçèðîâàíèå îñëîæíåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòàëëîêåðàìè-÷åñêèõ ïðîòåçîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äèñ. êàíä. ìåä.íàóê. Ì., 1999.5. Îëåñîâà Â.Í., Êëåïèëèí Å.Ñ., Áàëãóðèíà Î.Ñ. è äð. Áèîìåõàíè÷åñêîå è êëèíè÷å-ñêîå îáîñíîâàíèå øòè�òîâûõ êîíñòðóêöèé íà îñíîâå ñòåêëîâîëîêíà // Ïàíîðàìàîðòîïåäè÷åñêîé ñòîìàòîëîãèè. 2001. N.2. Ñ.4�5.6. Îëåñîâà Â.Í., Êëåïèëèí Å.Ñ., Áàëãóðèíà Î.Ñ. è äð. Ñðàâíåíèå áèîìåõàíèêèøòè�òîâûõ êîíñòðóêöèé ñî ñòåêëîâîëîêîííûì è òèòàíîâûì øòè�òàìè //Ïàíîðàìà îðòîïåäè÷åñêîé ñòîìàòîëîãèè. 2001. N.3. Ñ.22�23.7. Ïîãîæåâ È.Á. Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàáîëåâàíèé â êëèíè÷åñêîéïðàêòèêå. Â êí. Âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû ñèñòåìû. Âûï.3 / Ïîä ðåä. �.È. Ìàð-÷óêà. Ì., 1985. Ñ.108�1658. Ñåìåíþê Â.Ì., �óö À.Ê., Êàïîòèíà Ò.Í., Âàãíåð Â.Ä., ßêîâëåâ Ê.Ê. Îòäàëåí-íûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ êîðíåé �ðîíòàëüíûõ çóáîâ, ðàçðóøåííûõ íèæåóðîâíÿ äåñíû, â êà÷åñòâå îïîðû äëÿ øòè�òîâûõ êîíñòðóêöèé // Ïóòè ðàçâèòèÿñòîìàòîëîãèè: èòîãè è ïåðñïåêòèâû. Ìàòåðèàëû êîí�åðåíöèè 27-27 àïðåëÿ 1995.Åêàòåðèíáóðã, 1995. Ñ.204�206.9. Ñåìåíþê Â.Ì., �óö À.Ê., Êàïîòèíà Ò.Í., Âàãíåð Â.Ä. Âûíîñëèâîñòü îïîðíî-óäåðæèâàþùåãî àïïàðàòà çóáà, âîññòàíîâëåííîãî ëèòîé êóëüòåâîé øòè�òîâîéêîíñòðóêöèåé, ê âåðòèêàëüíîé íàãðóçêå // Ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîéñòîìàòîëîãèè: ïðîáëåìû óðàëüñêîãî ðåãèîíà. Ìàòåðèàëû êîí�åðåíöèè ñòîìàòî-ëîãîâ 20-22 ìàÿ 1997. Åêàòåðèíáóðã: Óðàëüñêàÿ ãîñ. ìåä. àêàäåìèÿ, 1997. Ñ.211�213.10. Êàïîòèíà Ò.Í., Ñåìåíþê Â.Ì., Áóëàíîâà Å.Ë., �óö À.Ê., Àõìåòÿíîâ À.Ø. Ìåòî-äè÷åñêèå ïîäõîäû ïðè èñïîëüçîâàíèè êîðíåé �ðîíòàëüíûõ çóáîâ, ðàçðóøåííûõ íè-æå óðîâíÿ äåñíû, äëÿ ïðîòåçèðîâàíèÿ (õèðóðãè÷åñêèå è òåðàïåâòè÷åñêèå ìåðî-ïðèÿòèÿ, îñîáåííîñòè �îðìèðîâàíèÿ êóëüòè êîðíÿ çóáà è ïîëó÷åíèÿ îòòèñêîâ,òåõíîëîãèÿ øòè�òîâûõ êîíñòðóêöèé). �åêîìåíäàöèè äëÿ âðà÷åé-ñòîìàòîëîãîâ,èíòåðíîâ è ñòóäåíòîâ. Îìñê: Îìñêàÿ ãîñ.ìåä.àêàäåìèÿ, 1996. 20 ñ.11. ×óéêî À.Í. Î âîçìîæíîñòÿõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â îðòîïåäè-÷åñêîé ñòîìàòîëîãèè // Ñòîìàòîëîã. 2000. N.3. Ñ.37�38.12. ×óéêî À.Í., Áåðåæíàÿ Å.Î., Áàõóðèíñêèé Í.Þ. Î ñîâðåìåííûõ âîçìîæíîñòÿõáèîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà â ñòîìàòîëîãèè // Ñòîìàòîëîã. 2001. N.1�2. Ñ.36�41.� http://www.100matolog.
om/ar
hive/2001/1/art−37.htm



122 Â.Ì. Ñåìåíþê, È.Í. Ïóòàëîâà, À.Â. Àðòþõîâ, À.Â. Ñûðöîâà, À.Ê. �óö.13. ×óéêî À.Í., Áåðåæíàÿ Å.Î. Ïîäâèæíîñòü è ïîäàòëèâîñòü çóáà. Áèîìåõàíè÷å-ñêèé àíàëèç // Ñòîìàòîëîã. 2001. N.4. C.15�19.� http://www.100matolog.
om/ar
hive/2001/4/art−15.htm14. ×óéêî À.Í. Êîíå÷íî ýëåìåíòíûé àíàëèç â ñòîìàòîëîãèè.� http://fem.bi.
om.ua/index.shtm15. ×óéêî À.Í. Î ðîëè è ñîâðåìåííûõ âîçìîæíîñòÿõ áèîìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà âñòîìàòîëîãèè. � http://fem.bi.
om.ua/arti
le/templ.shtm16. Ñåìåíþê Â.Ì., Àðòþõîâ À.Â., Ñûðöîâà À.Â., �óö À.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèèíòàêòíîãî ìîëÿðà è ìîëÿðà ïîñëå ãåìèñåêöèè // Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû èìîäåëèðîâàíèå. 2001. Âûï.8. C.52�55.17. Ñåìåíþê Â.Ì., �óö À.Ê., Ïàíîâà Í.È. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþøòè�òîâîé êîíñòðóêöèè ñ áîëüøèì äèàìåòðîì øòè�òà // Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï.9 (äàííûé ñáîðíèê).18. Àðóòþíîâ Ñ.Ä., ×óìà÷åíêî Å.Í., Ëåáåäåíêî È.Þ., Àðóòþíîâ À.Ñ. Ñðàâíè-òåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé øòè�òîâûõ çóáíûõ ïðî-òåçîâ // Ñòîìàòîëîãèÿ. 2001. N.2. Ñ.41�46.� http://www.mediasphera.ru/stomatol/2001/2/r2-01
on.htm19. Ìàòâååâà À.È., Èâàíîâ À.�., �âåòàäçå �.Ø., �àâðþøèí Ñ.Ñ., Êàðàñåâ À.Â. Ïîâû-øåíèå ý��åêòèâíîñòè îðòîïåäè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ áîëüíûõ íà îñíîâå ìàòåìàòè-÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðñïåêòèâíûõ êîíñòðóêöèé èìïëàíòàíòîâ // Ñòîìàòî-ëîãèÿ. 1997. N.5. C.44�48. � http://www.mediasphera.ru/stomatol/97/5/r5-97ref.htm20. Ìàòâååâà À.È., Êàíàòîâ Â.À., �àâðþøèí Ñ.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåîðòîïåäè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ñ îïîðîé íà âíóòðèêîñòíûå èìïëàíòàíòû // Ñòî-ìàòîëîãèÿ. 1991. N.4. C.62�65.21. Àòëàñ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé äåíòàëüíûõ èìïëàíòàíòíûõ ñèñòåì /Â.À. Âîðîáüåâ, Ò.Ì. �àòèíåð, À.Ñ. �óáèíîâ, Â.Â. Äóäêèí; ïîä ðåä. Ì.Ç. Ìèð-ãàçèçîâà. Àíãàðñê, 1997. 58 ñ.22. Arataki T., Ada
hi Y., Kishi M. Two-dimensional finite element analysis of theinfluen
e of bridge design on stress distribution in bone tissues surrounding fixturesof osseointegrated implants in the lower molar region // Bull. Tokyo Dent. Coll. 1998.V.39, N.3. P.199�209.23. Darendeliler S, Darendeliler H, Kinoglu T. Analysis of a 
entral maxillary in
isor byusing a three-dimensional finite element method // J. Oral Rehabil. 1992. V.19, N.4.P.371�383.24. Lin S, Shi S, LeGeros RZ, LeGeros JP. Three-dimensional finite element analyses offour designs of a high-strength sili
on nitride implant // Implant Dent. 2000. V.9, N.1.P.53�60.25. Motegi N, Tsutsumi S, Wakatsuki E. A fa
ial growth analysis based on FEM employingthree dimensional surfa
e measurement by a rapid laser devi
e // Okajimas Folia AnatJpn. 1996. V.72, N.6. P.323�328.26. Pospie
h P, Rammelsberg P, Goldhofer G, Gernet W. All-
erami
 resin-bondedbridges. A 3-dimensional finite-element analysis study // Eur J. Oral S
i. 1996. V.104,N.4 (Pt.1). P.390�405.27. Stegaroiu R, Kusakari H, Nishiyama S, Miyakawa O. Influen
e of prosthesis materialon stress distribution in bone and implant: a 3-dimensional finite element analysis //Int J. Oral Maxillofa
 Implants. 1998. V.13, N.6. P.781�790.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 12328. Stegaroiu R, Sato T, Kusakari H, Miyakawa O. Influen
e of restoration type on stressdistribution in bone around implants: a three-dimensional finite element analysis //Int J. Oral Maxillofa
 Implants. 1998. V.13, N.1. P.82�90.29. F�utterling S., Klein R., Kremer J. Modeling and finite element analysis of the humanmandible. � http://www.gris.uni-tuebingen.de/gris/jb96/node20.html.30. Fenner D.N. Resear
h Proje
t: Effe
ts of thermal and me
hani
al loading on restoredhuman teeth. � http://www.eee.k
l.a
.uk/me
heng/dnf/teeth.html31. Fenner D.N., Cheung P.W-Y., Robinson P.B. Finite element analysis of transient heat
ondu
tion in a restored human premolar // Pro
.2nd Int.Symposium on ComputerMethods in Biome
hani
s & Biomedi
al Engineering, 1994, Swansea.32. Cheung P.W-Y., Fenner D.N., Robinson P.B. Thermal sho
k in a restored premolar:a three-dimensional finite element analysis // J.Dental Resear
h. 1995. V.74, N.3.P.882.33. Fenner D.N., Cheung P.W-Y., Robinson P.B. Thermal sho
k in a restored premolar: athree-dimensional finite element analysis // Pro
. Annual Conferen
e of British So
ietyfor Dental Resear
h, April 1995, Man
hester.34. Fenner D.N., Cheung P.W-Y., Robinson P.B. Finite element analysis of transient heat
ondu
tion in a restored human premolar. � Computer Methods in Biome
hani
s &Biomedi
al Engineering / J.Middleton et al. Gordon & Bree
h, 1996. P.451-459.35. Fenner D.N., Cheung P.W-Y., Robinson P.B. Finite element analysis of stresses indental tissues due to transient heat 
ondu
tion // Pro
. Annual Conferen
e of BritishSo
iety for Dental Resear
h, Bristol, April 1996.36. Cheung P.W-Y., Fenner D.N., Robinson P.B. Finite element analysis of dental stressesdue to transient heat 
ondu
tion // J.Dental Resear
h. 1996. V.75, N.5, P.1166�1167.37. DeVo
ht J.W., Goel V.K., Zeitler D.L., Lew D., Hoffman E.A. Development of a FiniteElement Model to Simulate and Study the Biome
hani
s of the TemporomandibularJoint.38. Chen J., Xu L. A finite element model of the human temporomandibular joint //J.Biome
hani
 Engr. 1994. V.116. P.401�407.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 124�128 ÓÄÊ519.6:611.716.4:616.716.4 -089.28 - 053:612.015ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÛ Ñ ÌÎÄÅËÜÞØÒÈÔÒÎÂÎÉ ÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ Ñ ÁÎËÜØÈÌÄÈÀÌÅÒ�ÎÌ ØÒÈÔÒÀÂ.Ì. Ñåìåíþê, À.Ê. �óö, Í.È. ÏàíîâàMathemati
al model of the tooth with a 
ast and 
ore with diameter 2 mm wasbuilt with the help of a spe
ial software pa
kage for simulating. The modelwas tested with simulating loads of various values and dire
tions. The modelshows that 
ore with diameter 2 mm 
an not be strong and 
an not be used.ÂâåäåíèåÊîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå ñ öåëüþ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïðîâåðêè ïðèãîäíîñòè òîé èëè èíîé øòè�òîâîé êîíñòðóê-öèè â ñòîìàòîëîãè÷åñêîé ïðàêòèêå, èìåþò òî íåîñïîðèìîå ïðåèìóùåñòâî, ÷òîýòè êîíñòðóêöèè ìîãóò áûòü èñïûòàíû äî òîãî, êàê ïðåäëîæåíû äëÿ ëå÷åíèÿïàöèåíòîâ. Áîëåå òîãî, ìîæíî ¾îïðîáîâàòü¿ êîíñòðóêöèè, êîòîðûå çàðàíåå ñ÷è-òàþòñÿ ðèñêîâàííûìè èëè ïðîñòî íåïðèãîäíûìè. Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ïîç-âîëÿåò ïðîâåñòè ïðîâåðêó èíòóèöèè ñòîìàòîëîãà è äàåò âîçìîæíîñòü óâèäåòüïîñëåäñòâèÿ ïðèìåíåíèÿ èíòóèòèâíî íåïðèåìëåìîãî âàðèàíòà ëå÷åíèÿ.Â ýòîé ñòàòüå îïèñûâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ øòè�òîâîé êîíñòðóê-öèè äëÿ �ðîíòàëüíûõ çóáîâ ñ äèàìåòðîì øòè�òà, ðàâíûì 2 ìì. Òàêîé øòè�òòðåáóåò ðàñøèðåíèÿ êàíàëà çóáà, è ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî òàêàÿ øòè�òî-âàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü îñëàáëåíèþ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêçóáà, äîëæíûõ ïîâëå÷ü åãî ðàçðóøåíèå. Íàñêîëüêî ñïðàâåäëèâû ýòè ïðåäïîëî-æåíèÿ, è ïðîâåðÿëîñü â õîäå ïðîäåëàííûõ èññëåäîâàíèé.Èññëåäîâàíèÿ ñîäåðæàëè ñëåäóþùèå ýòàïû:1. Còðîèëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çóáà ñ ëèòûì øòè�òîì, ìîíîëèòíîñîåäèíåííûì ñ êóëüòåâîé âêëàäêîé íà óðîâíå h = H/4 íèæå óðîâíÿ äåñíû,ãäå H � äëèíà êîðíÿ çóáà âìåñòå ñ îêðóæàþùåé åãî ÷åëþñòíîé êîñòüþ. Ïå-ðèîäîíòàëüíàÿ ùåëü è ñëîé öåìåíòà ìåæäó øòè�òîì è äåíòèíîì â ðàñ÷åò íåïðèíèìàëàñü (èõ òîëùèíà < 0,15�0,2 ìì). Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà äàííîìýòàïå ðàññìàòðèâàëàñü ïëîñêàÿ ìîäåëü, ò.å., ïî ñóùåñòâó, ìû ïûòàëèñü óâèäåòüòî, ÷òî ïðîèñõîäèò âíóòðè çóáà ñ øòè�òîâîé êîíñòðóêöèåé â ìûñëåííî âû-äåëåííîì ïëîñêîì ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêóþ îñü çóáà. Ýòî
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�èñ. 1. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü øòè�òîâîé êîíñòðóêöèè (ïîä íåñèììåòðè÷íîéâåðòèêàëüíîé íàãðóçêîé)äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíàÿ ïëîñêàÿ ìîäåëü óïðóãîé ñðåäû, ñîñòàâëåííàÿ èç ðàç-ëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ðèñ.1), äëÿ ðàñ÷åòà äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé êîòîðîéïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñòàòè÷åñêîé íàãðóçêè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîÿâëåíèå îáøèðíûõ (ïî âåëè÷èíå ïëîùàäè ðàññìàòðèâàåìîãîïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ñîõðàíèâøåéñÿ ÷àñòè êîðíÿ çóáà) çîí â êîðíå çóáà ñ íàïðÿæå-íèåì, ïðåâîñõîäÿùèì ïðåäåë ïðî÷íîñòè äåíòèíà (ãëàâíûì îáðàçîì) íà ðàçðûâ,òðàêòîâàëîñü êàê ñèòóàöèÿ, âåäóùàÿ ê ðàçðóøåíèþ îñòàòêà êîðíÿ, îñîáåííîïðè öèêëè÷åñêîì ïîâòîðå äàííîé íàãðóçêè (ïåðåæåâûâàíèå ïèùè).2. Ìîäåëü ðåàëèçîâûâàëàñü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî êîìïüþòåðíîãî ïàêåòàïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ¾Êîñìîñ/Ì¿ äëÿ ÏÝÂÌ �Ñ IBM 386/387, 1 êîòîðûéïîçâîëÿë íàãëÿäíî (íà ýêðàíå äèñïëåÿ) óâèäåòü, êàê ïðîèñõîäèò äå�îðìèðî-âàíèå çóáà è îêðóæàþùåé ÷åëþñòíîé êîñòè ïîä âëèÿíèåì çàäàííîé íàãðóçêè(âïëîòü äî ìóëüòèïëèêàöèè), à òàêæå äàâàë âîçìîæíîñòü óâèäåòü ïîëíóþ êàð-òèíû ðàñïðåäåëåíèÿ (â âèäå öâåòíûõ çîí îäèíàêîâîãî íàïðÿæåíèÿ) íàïðÿæåí-íûõ ñîñòîÿíèé çóáà ñ âêëàäêîé.Íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå íóëåâîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ (æåñòêîãî çà-êðåïëåíèÿ) ïî ëèíèè AB+BC+CD. Ñ ëåâîé ñòîðîíû ìåæäó êîñòüþ è âêëàäêîéóçëû áðàëèñü äâîéíûìè � ñîåäèíåíèå ìåæäó íèìè îòñóòñòâîâàëî, ñëåäîâàòåëü-íî, âîçäåéñòâèå ÷åðåç îáðàçîâàííóþ ¾óçëîâóþ ùåëü¿ íå ïåðåäàâàëîñü. Ýòî äå-ëàëîñü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ðàññìîòðåíèè âåêòîðà íàãðóçêè, ïðèíàäëåæàùåãî4-ìó êâàäðàíòó, ìîäåëèðîâàëàñü ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñòàëüíàÿâêëàäêà íå ñðàñòàåòñÿ ñ æèâîé òêàíüþ. Ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè ùåëü ìåæäóâêëàäêîé è òêàíüþ óâåëè÷èâàåòñÿ.Íàãðóçêà áðàëàñü òî÷å÷íàÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òðåõ óçëàõ (èìåþùàÿ îäíóè òó æå âåëè÷èíó â êàæäîì óçëå).1Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â 1995 ãîäó.
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�èñ. 2. Êàðòèíà íàïðÿæåíèé σx ïðè âåðòèêàëüíîé íåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêå â 30 ê�

�èñ. 3. Êàðòèíà íàïðÿæåíèé σx ïðè áîêîâîé íàãðóçêå â 45◦ â 30 ê�
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�èñ. 4. Êàðòèíà íàïðÿæåíèé σy ïðè áîêîâîé íàãðóçêå â 45◦ â 30 ê�

�èñ. 5. Êàðòèíà íàïðÿæåíèé σx ïðè áîêîâîé íàãðóçêå â 45◦ â 60 ê�



128 Â.Ì. Ñåìåíþê, À.Ê. �óö, Í.È. Ïàíîâà. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû...Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïðîâåðêå íàäåæ-íîñòè ïðåäëîæåííîé øòè�òîâîé êîíñòðóêöèè.Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîé øòè�òîâîé êîíñòðóêöèè äëÿ
h = H/4 ïðè âåðòèêàëüíîé íåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêå äî 30 ê� â ðàéîíå ñîåäèíå-íèÿ øòè�òà ñ êóëüòåâîé âêëàäêîé íàïðÿæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè σx íå ïîïàäàþòâ êðèòè÷åñêóþ çîíó (äëÿ ðàçðûâà � ýòî ïîëîæèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îò 20 äî42 í/ìì2 � ñì. ðèñ.2).Îäíàêî ïðè áîêîâîé íàãðóçêå äî 30 ê� ïîä óãëîì â 45◦ (ñì. ðèñ.3) â ðàéîíåñîåäèíåíèÿ øòè�òà ñ êóëüòåâîé âêëàäêîé âîçíèêàþò íàïðÿæåíèÿ σx, ïîïàäà-þùèå â êðèòè÷åñêóþ çîíó. Ïî ñóùåñòâó, ýòî îçíà÷àåò ðåàëüíîñòü ðàçðóøåíèéêîðíÿ çóáà. Íàïðÿæåíèÿ ïî âåðòèêàëè σy çíà÷èòåëüíî áîëüøå � ðèñ.4.Êàê ïîêàçàëè èññëåäîâàíèÿ, îïóáëèêîâàííûå â [1, 2℄, â ñëó÷àå äèàìåòðàøòè�òà â 1 ìì íàïðÿæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè σx çíà÷èòåëüíî ìåíüøå è íå ïîïà-äàþò â êðèòè÷åñêóþ çîíó.Ìîæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå è íà ðàçðóøåíèå ïðè ñæàòèè (îòðèöàòåëü-íûå íàïðÿæåíèÿ � ñì. ðèñ.2,3). Íî, êàê ïðàâèëî, ìàòåðèàë áîëåå ïðî÷åí ïðèñæàòèè; áîëüøèå îòðèöàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàëèñü â êîðíå ëèøü ïðèíàãðóçêå îêîëî 60 ê� . Íàïðèìåð, ïðè áîêîâîé íàãðóçêå â 60 ê� ïîä óãëîì â45◦ (ñì. ðèñ.5) â ðàéîíå ñîåäèíåíèÿ øòè�òà ñ êóëüòåâîé âêëàäêîé ðåçêî íà-ðàñòàþò íå òîëüêî íàïðÿæåíèÿ σx íà ðàñòÿæåíèÿ, íî è íà ñæàòèÿ (íàïðÿæåíèÿîòðèöàòåëüíûå), äàëåêî âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû êðèòè÷åñêîé çîíû äëÿ íàãðóçîêíà ðàñòÿæåíèå. Òî÷íàÿ îöåíêà ñèòóàöèè äëÿ íàïðÿæåíèé íà ñæàòèå çàòðóäíÿ-ëàñü îòñóòñòâèåì ó àâòîðîâ äàííûõ î ïðåäåëå ïðî÷íîñòè äåíòèíà íà ñæàòèå.Íàïîìíèì, îäíàêî, ÷òî áîëåå âàæíî áûëî ïðîñëåäèòü çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíûõíàïðÿæåíèé.Âûâîä: íå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü øòè�òû ñ äèàìåòðîì áîëåå 1 ìì.Ëèòåðàòóðà1. �óö À.Ê., Êàïîòèíà Ò.Í., Ïàíîâà Í.È., Ñåìåíþê Â.Ì., Ôàéçóëëèí �.Ò., ßêî-âëåâ Ê.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ê èñïîëüçîâàíèþ êîðíåé �ðîíòàëüíûõçóáîâ, ðàçðóøåííûõ íèæå óðîâíÿ äåñíû, ïîä øòè�òîâûå êîíñòðóêöèè. Ó÷åíûéñîâåò ìàò. �àê. Îì�Ó. Äåï.â ÂÈÍÈÒÈ 21.06.95. N. 1790 � B95. 22 
.2. Ñåìåíþê Â.Ì., Êàïîòèíà Ò.Í., ßêîâëåâ Ê.Ê., �óö À.Ê., Ïàíîâà Í.È., Ìàòåìà-òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ê èñïîëüçîâàíèþ êóëüòåâîé øòè�òîâîé âêëàäêè ñ ¾âîðîò-íè÷êîì¿ ïðè ðàçðóøåíèè êîðíåé çóáîâ íèæå óðîâíÿ äåñíû // Âåñòíèê Îìñêîãîóíèâåðñèòåòà. 1996. N.2. C.17�19.
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tivityalgorithms.1. ÂâåäåíèåÍà çàïðîñ ¾èí�îðìàöèîííàÿ ýêîëîãèÿ¿ ïîèñêîâûé ñåðâåð Rambler âûäàë áî-ëåå 500 ññûëîê íà ñåðâåðû è áîëåå 2000 ññûëîê íà äîêóìåíòû. Ïðîñìîòð ïåð-âûõ òðåõ äåñÿòêîâ äîêóìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåðíî 30 ïðîöåíòîâ èç íèõ ïðè-çíàòü àäåêâàòíûìè ïî ñîäåðæàíèþ äåéñòâèòåëüíî ïðîáëåìàì íîâîãî íàó÷íîãîíàïðàâëåíèÿ � èí�îðìàöèîííîé ýêîëîãèè. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàñ-òóùåé àêòóàëüíîñòè ïðîáëåì, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â [1℄. Îäíèì èç ïîäõîäîâ êèõ ðåøåíèþ â [2℄ çàÿâëåíî äîçèðîâàíèå àêòèâíîñòè èñòî÷íèêîâ èí�îðìàöèè.Íèæå â ýòîì êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü îáðàçîâàíèÿ.Â ñâÿçè ñ ðàçâèâàþùåéñÿ êîìïüþòåðèçàöèåé îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà,èíòåíñèâíûì ðàñøèðåíèåì ñ�åðû äåéñòâèÿ òåõíîëîãèè îòêðûòîãî îáðàçîâà-íèÿ îáó÷àþùèéñÿ âñåõ óðîâíåé îáó÷åíèÿ âûíóæäåí âñå áîëüøå âðåìåíè ïðîâî-äèòü çà êîìïüþòåðîì. Ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ïðèíóäèòåëüíîãî äî-çèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðà èç-çà íåñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà êîíòðîëèðî-âàòü ìîìåíò ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèå ãëóáîêîé óñòàëîñòè [1℄, [2℄. �åøåíèå ïðî-áëåìû òðåáóåò âêëþ÷åíèÿ â îïåðàöèîííûå ñðåäû ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâïðîãðàìì êîíòðîëÿ è ïðåäñêàçàíèÿ ñîñòîÿíèé óñòàëîñòè è ïðèíóäèòåëüíîãî âû-êëþ÷åíèÿ îïåðàöèîííîé ñðåäû, íî òàê, ÷òîáû íå íàíåñòè ïîëüçîâàòåëþ ïñè-õîëîãè÷åñêóþ òðàâìó. Äëÿ ðàçðàáîòêè àäåêâàòíûõ êîíêðåòíûì îáðàçîâàòåëü-íûì è ïðîáëåìíî-ïðîèçâîäñòâåííûì óñëîâèÿì àëãîðèòìîâ äîçèðîâàíèÿ àêòèâ-íîñòè êîìïüþòåðà (ÀÄÀÊ) öåëåñîîáðàçíî ñîçäàòü èìèòàöèîííóþ ïðîãðàììíî-àïïàðàòíóþ ñèñòåìó. Îðèåíòèðîâî÷íûé ñîñòàâ åå: êîìïüþòåð, öè�ðîâàÿ âèäåî-êàìåðà, ïðîãðàììû òåñòèðîâàíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ è äîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè, ïðî-ãðàììà ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ àïðîáàöèè ñîçäàâàåìûõ àëãîðèò-ìîâ, ñðåäñòâà äèñòàíöèîííîé äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ÷åëîâåêà [2℄. Íàñòîÿùàÿðàáîòà ïîñâÿùåíà �îðìèðîâàíèþ ïðîåêòà ñèñòåìû èìèòàöèè äîçèðîâàíèÿ êîì-ïüþòåðà (ÑÈÄÀÊ). Ïðè ýòîì ó÷òåíû ðåêîìåíäàöèè, ïðèâåäåííûå â ëèòåðàòó-ðå [3�5℄.
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130 �.È. Íóæèí, Â.À. Øàïöåâ. Èíñòðóìåíò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà...2. Îñíîâíûå ïðèíöèïû èìèòàöèè äîçèðîâàíèÿàêòèâíîñòè ÏÊÍèæå �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè, òî÷íåå, òðåáîâàíèÿ ê îðãàíè-çàöèè ïðîöåññà äîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðà.Ïðîöåññ äîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðà äîëæåí ïðîõîäèòü â ñòàíäàðò-íîé îïåðàöèîííîé ñðåäå êîìïüþòåðîâ, ïðèíÿòîé â êîíêðåòíîé îðãàíèçàöèè. Çà-ïóñê ïðîãðàììû äîëæåí ïðîõîäèòü âìåñòå ñî ñòàðòîì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû èñîõðàíÿòü âñå íàñòðîéêè ÎÑ äëÿ êîíêðåòíîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Â ñòàäèè èìèòà-öèè ÀÄÀÊ ðàçðàáîò÷èê äîëæåí èìåòü âîçìîæíîñòü îòêàçàòüñÿ îò íåêîòîðûõíàñòðîåê, â òîì ÷èñëå è â èìèòèðóåìîì àëãîðèòìå. Äëÿ ýòîãî èìèòàöèîííàÿñèñòåìà áóäåò èìåòü ðÿä îòâåòâëåíèé è ïðîöåäóð îòêàçà îò ÷àñòè ñåðâèñíûõ�óíêöèé ïðè âîçíèêíîâåíèè ñåðüåçíûõ ïðîáëåì è íåóäîáñòâ è äëÿ íàèáîëååïëîäîòâîðíîãî êîíòàêòà ðàçðàáîò÷èêà ñ èìèòàöèîííîé ñèñòåìîé.ÀÄÀÊ äîëæåí ïðîÿâëÿòü àêòèâíîñòü â îòíîøåíèè ïîëüçîâàòåëÿ (èíòåðàê-òèâíîñòü): îñóùåñòâëÿòü ïðåäóïðåæäåíèÿ åãî î ïðåäñòîÿùåì èçìåíåíèè ñîñòî-ÿíèÿ ÎÑ è àïïàðàòíîé ñðåäû êîìïüþòåðà, ïðîâîäèòü òåñòèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿïîëüçîâàòåëÿ, âåñòè ñáîð äàííûõ è èõ àíàëèç. Ïðè ýòîì èìèòàöèîííàÿ ñèñòå-ìà (ÑÈÄÀÊ), îòîáðàæàÿ ðåàëüíûé ïðîöåññ ðàáîòû çà êîìïüþòåðîì, äîëæíà âðåàëüíîì âðåìåíè ïîçâîëÿòü ðàçðàáîò÷èêó àëãîðèòìà äîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòèââîäèòü â èìèòàöèîííóþ ñèñòåìó êîììåíòàðèè, èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, �îðìè-ðîâàòü îïèñàíèå ïðîöåññà (ñîçäàâàòü âåðáàëüíî-ãðà�è÷åñêóþ ìîäåëü) äîçèðî-âàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ, â ÷àñòíîñòè, â ÑÈÄÀÊ ñîçäàåòñÿ ñïåöèàëüíîå îêíî äëÿîïåðàòèâíîãî ââåäåíèÿ êîììåíòàðèåâ. Îíè ìãíîâåííî çàíîñÿòñÿ â òåêñòîâîé�àéë è â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü ïðîñìîòðåíû êîëëåêòèâîì ðàçðàáîò÷èêîâ.Òî åñòü ÑÈÄÀÊ äîëæíà èìåòü ñîâåðøåííûé ìåõàíèçì èíòåðàêòèâíîñòè.ÀÄÀÊ äîëæåí èìåòü äðóæåñòâåííûé (ïî âîçìîæíîñòè àäàïòèðóþùèéñÿ) êðàçðàáîò÷èêó èíòåð�åéñ. Äëÿ ýòîãî â ÀÄÀÊå çàïëàíèðîâàíî ïðîâåäåíèå òå-ñòèðîâàíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ â íà÷àëå êàæäîãî ñåàíñà ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè, ïî-ñðåäñòâîì òåñòà Ëþøåðà. Â ýòîì òåñòå ïîñðåäñòâîì âûáîðà ïîëüçîâàòåëåì öâå-òîâîãî �ðàãìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ýìîöèîíàëüíîå ñîñòîÿíèå, ò.å. õàðàêòåðíàÿñòåïåíü ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Ïî ðåçóëüòàòàì òàêîãî òåñòèðîâàíèÿ èçìåíÿþòñÿ òåèëè èíûå íàñòðîéêè ðàáî÷åãî ïîëÿ ýêðàíà è äëèòåëüíîñòü ñåàíñà àêòèâíîñòèêîìïüþòåðà â ÀÄÀÊå. Îáÿçàòåëüíûì êîìïîíåíòîì ÀÄÀÊà äîëæíû áûòü ìó-çûêàëüíûå �ðàãìåíòû ñòèìóëèðîâàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ïðåäîòâðàùåíèÿñòðåññîâûõ ñîñòîÿíèé. ÑÈÄÀÊ â ñâîþ î÷åðåäü äîëæíà ïîçâîëÿòü îñóùåñòâëÿòüâûáîð íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ñðåäñòâ òåñòèðîâàíèÿ è ñòèìóëèðîâàíèÿ ïðîèç-âîäèòåëüíîñòè òðóäà ïîëüçîâàòåëÿ (îáó÷àþùåãîñÿ â ÷àñòíîñòè).Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ àäàïòèâíûõ ñâîéñòâ ÀÄÀÊ â íåì ïðåäóñìàòðèâàåòñÿêîìïîíåíò, êîòîðûé áóäåò �èêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïåðåñòðàèâàåìûõ ïàðàìåò-ðîâ àëãîðèòìà â êàæäîì ñåàíñå ðàáîòû. Äàëåå ýòè äàííûå ìîãóò àâòîìàòè÷å-ñêè êëàññè�èöèðîâàòüñÿ ïî ðàçëè÷íûì òèïàì ïîëüçîâàòåëåé, îáðàáàòûâàòüñÿíåêîòîðûì îáðàçîì ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà äîçèðîâàíèÿ. Íàîñíîâå àíàëèçà ýòèõ äàííûõ ìîæíî ñòðîèòü îáó÷àþùèå âàðèàíòû ÀÄÀÊà, ò.å.îñóùåñòâëÿòü óñòàíîâêó çíà÷åíèé ñâîèõ ïàðàìåòðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãíîçîì



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 131ñîñòîÿíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Â ÑÈÄÀÊ òàêæå ïëàíèðóåòñÿ ñîçäàíèå ñðåäñòâ ïîëó-÷åíèÿ èí�îðìàöèè â ïðîöåññå ìíîãî÷èñëåííûõ èìèòàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,åå ñòðóêòóðèçàöèè (êëàññè�èêàöèè) è èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî ñîâåð-øåíñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðû è ïðèíöèïîâ, çàêëàäûâàåìûõ â ÀÄÀÊ.Çäåñü ðå÷ü èäåò î ñîçäàíèè â ÀÄÀÊå ïîäñèñòåìû îòîáðàæåíèÿ ëè÷íîñòèè ñîñòîÿíèÿ îáó÷àþùåãîñÿ (�îðìàëèçàöèè ìîäåëè ïîëüçîâàòåëÿ). Ïðè ýòîìòåñòèðîâàíèå ïîëüçîâàòåëÿ ñ ýòîé öåëüþ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü â ðåæèìåðåàëüíîãî âðåìåíè áåç çàìåòíîãî äëÿ íåãî îòâëå÷åíèÿ îò ðàáîòû.ÑÈÄÀÊ â ýòîì êîíòåêñòå ñëóæèò èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõñðåäñòâ àâòîìàòè÷åñêîãî �îðìèðîâàíèÿ ìîäåëè ïîëüçîâàòåëÿ. Òî åñòü â ñîñòàâåÑÈÄÀÊ ñîçäàþòñÿ ïîäñèñòåìû îòîáðàæåíèÿ ëè÷íîñòè è ñîñòîÿíèÿ îáó÷àþùå-ãîñÿ. Ïî-âèäèìîìó, öåëåñîîáðàçíî ñîçäàíèå íåêîòîðîé áàçû òàêèõ ìîäåëåé ñ öå-ëüþ �îðìèðîâàíèÿ â ïîñëåäóþùåì íåêîòîðîé ýêñïåðòíîé ñèñòåìû äëÿ àâòîìà-òè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ (îáó÷àþùåãîñÿ) ïîñðåäñòâîìñîïîñòàâëåíèÿ åãî òåêóùåé ìîäåëè ñ îïðåäåëåííûì îáðàçîì êëàññè�èöèðîâàí-íûìè íàêàïëèâàåìûìè îáðàçàìè ïîëüçîâàòåëåé èç ïðåäøåñòâóþùèõ ýêñïåðè-ìåíòîâ.Â ñàìîì îáùåì âèäå ñòðóêòóðó ÀÄÀÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü íèæå ïðèâåäåí-íîé áëîê-ñõåìîé 1.Ïðîêîììåíòèðóåì áëîê-ñõåìó 1.Ïðîèçâîäèòñÿ ïðèíóäèòåëüíûé çàïóñê ÀÄÀÊà ïðè çàãðóçêå îïåðàöèîííîéñèñòåìû. Çäåñü ìîæíî âûáðàòü àâòîìàòè÷åñêóþ óñòàíîâêó äëèòåëüíîñòåé âðå-ìåííûõ èíòåðâàëîâ k, m, l (ñì. áëîêè 2-é è 3-é) ñ àäàïòàöèåé (ïî äàííûìïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ïðåäøåñòâóþùèõ ñåàíñîâ àêòèâíîñòè) è áåç àäàïòàöèè(�èêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû, îðèåíòèðîâàííûå íà ÑÍÈÏ è âíóòðèîáúåêòíûéðåæèì).Çäåñü òàêæå âîçìîæíî âêëþ÷åíèå ìîäóëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ïîïñèõîëîãè÷åñêèì òåñòàì è ñîîòâåòñòâóþùàÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ óñòàíîâêà àäåêâàò-íûõ èíòåðâàëîâ k, m, l.Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïðåäóïðåæäåíèé � èíòåðâàëû âðåìåíè àêòèâ-íîñòè êîìïüþòåðà è �îðìà ïðåäóïðåæäåíèé íå äîëæíû îòðèöàòåëüíî âëèÿòüíà ïðîöåññ òðóäà èëè îáó÷åíèÿ. Èíòåðâàëû âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðå-çóëüòàòîâ òåñòîâûõ ñâåäåíèé î õàðàêòåðå, òåìïåðàìåíòå, ðàáîòîñïîñîáíîñòè èïñèõîëîãî-ýìîöèîíàëüíîì ñîñòîÿíèè ïîëüçîâàòåëÿ â íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûåèëè àäàïòèâíî âûáèðàåìûå ìîìåíòû âðåìåíè.Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ýòèõ äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðåäóïðå-æäåíèé, ïîäáèðàåòñÿ èõ �îðìà.Îñóùåñòâëÿåòñÿ áëîêèðîâêà ðàáî÷åé ñòàíöèè (êîìïüþòåðà) è åå ¾ìèíóòíîå¿âêëþ÷åíèå, åñëè ïîëüçîâàòåëü äåéñòâèòåëüíî íóæäàåòñÿ â çàâåðøåíèè íåêîòî-ðîé îïåðàöèè. Öåëü ýòîãî áëîêà � ¾çàñòàâèòü¿ ïîëüçîâàòåëÿ ïåðåéòè ê �èçè÷å-ñêè àêòèâíîé �îðìå îòäûõà. Ïðè ýòîì íà ýêðàíå òåðìèíàëà ìîãóò ïîÿâèòü-ñÿ ñâåäåíèÿ î áëàãîïðèÿòíîì è îòðèöàòåëüíîì âëèÿíèè òîé èëè èíîé �îð-ìû îòäûõà, íåêîòîðûå (íåíàâÿç÷èâûå) ñâåäåíèÿ èç ìåäèöèíû. �àññìàòðèâàåòñÿâîçìîæíîñòü äåìîíñòðàöèè íà ýêðàíå ðàçëè÷íûõ ðåêîìåíäàöèé ý��åêòèâíîãîâðåìÿïðåïðîâîæäåíèÿ. Áëîêèðîâêà � ýòî âðåìåííîå îòêëþ÷åíèå ïåðè�åðèéíûõ
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�èñ. 1. Ïðîöåññ äîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðà â îáùåì âèäåóñòðîéñòâ íà ïðîãðàììíîì óðîâíå. Ïîïûòêè ïîëüçîâàòåëÿ ïðîäîëæèòü ðàáîòóíå äàäóò óñïåõà.Îäíàêî, êîãäà ïîëüçîâàòåëü, íàïðèìåð, òðåõêðàòíûì íàæàòèåì îïðåäåëåí-íîé êëàâèøè òðåáóåò âîññòàíîâèòü àêòèâíîñòü êîìïüþòåðà, òî âêëþ÷àåòñÿ ìî-äóëü îòêàòà (ìîäóëü äëÿ çàáûâ÷èâûõ). Îí ïîçâîëÿåò âåðíóòüñÿ ê ðàáîòå íàâðåìÿ äî, íàïðèìåð, 3-õ ìèíóò äëÿ ñîõðàíåíèÿ èëè êàêèõ-ëèáî ñðî÷íûõ ìàíè-ïóëÿöèé.Íà ýêðàíå êîìïüþòåðà ïðèíóäèòåëüíî äåìîíñòðèðóåòñÿ ¾êëèï¿, ìóçûêàëü-íûå �ðàãìåíòû èëè äðóãàÿ èí�îðìàöèÿ, ñòèìóëèðóþùàÿ �èçè÷åñêè àêòèâíûéîòäûõ. Åñëè çàãëÿíóòü â ïåðñïåêòèâó, òî âîçìîæíî ñîçäàíèå êîíòóðà óïðàâëå-íèÿ ¾êîìïüþòåð - ìàññàæíîå êðåñëî¿.Ôîðìèðóþòñÿ äàííûå äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èçìåíåíèÿ ÀÄÀÊâ ðåæèìå àäàïòèâíîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Öåëåñîîáðàçíî èìåòü áëîê ñáîðà îò-çûâîâ è ïðåäëîæåíèé ïîëüçîâàòåëÿ î ñâîéñòâàõ ÀÄÀÊà ñ öåëüþ ïîñëåäóþùå-ãî èõ àíàëèçà ñïåöèàëèñòàìè, ñîïðîâîæäàþùèìè ýêñïëóàòàöèè êîìïüþòåðíûõñòàíöèé. Â ñåòåâîì âàðèàíòå ýòà èí�îðìàöèÿ àâòîìàòè÷åñêè ìîæåò íàêàïëè-âàòüñÿ íà ñïåöèàëèçèðîâàííîì ñåðâåðå, îñóùåñòâëÿþùåì ìîíèòîðèíã àêòèâíî-ñòè è ðàáîòîñïîñîáíîñòè êîìïüþòåðíûõ ó÷åáíûõ èëè ðàáî÷èõ ìåñò.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1333. Ñòðóêòóðà ñèñòåìû èìèòàöèè àëãîðèòìîâäîçèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðàÈñõîäÿ èç îáùèõ ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííûõ ñèñòåì è ó÷èòûâàÿ êîììåí-òàðèè, èçëîæåííûå âûøå, ñòðóêòóðó ÑÈÄÀÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, ïîêà-çàííîì íà 2.

�èñ. 2. Îáîáùåííàÿ ñòðóêòóðà ÑÈÄÀÊàÑÈÄÀÊ ñêîðåå âñåãî áóäåò ñîçäàâàòüñÿ â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ñðåäåWindows ñ öåëüþ ñíÿòèÿ ïðîáëåìû àäàïòàöèè ñîçäàâàåìûõ ÀÄÀÊîâ ê ðàç-ëè÷íûì ïëàò�îðìàì, ïî ìåíüøåé ìåðå, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ýòîãîíàïðàâëåíèÿ.
• [Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîçäàíèå äâîéñòâåííîãî èíòåð�åéñà,℄ îðèåíòèðîâàííîãîêàê íà ðàçðàáîò÷èêà àëãîðèòìîâ, òàê è íà èñïûòóåìûõ (ðåñïîíäåíòîâ),ó÷àñòâóþùèõ â àïðîáàöèè ÀÄÀÊîâ, â èìèòàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ íè-ìè.
• Ïîäñèñòåìà ïñèõîëîãè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîäåðæèòðàçâèâàåìóþ áàçó ïñèõîëîãè÷åñêèõ òåñòîâ, áëîê àðõèâèðîâàíèÿ äàííûõòåñòèðîâàíèÿ, áëîê àíàëèçà ýòèõ äàííûõ è ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòî-ãî àíàëèçà, áëîê ïåðåäà÷è äàííûõ àíàëèçà â ÀÄÀÊ ïî ñàíêöèè èíòåð�åé-ñà. Âîçìîæíî íàëè÷èå â ýòîé ïîäñèñòåìå èíòåëëåêòóàëüíîãî êîìïîíåíòàâûáîðà òåñòà ïî ñèòóàöèè, îïðåäåëÿåìîé ïîäñèñòåìîé ìîíèòîðèíãà.
• Ïîäñèñòåìà ñáîðà è îáðàáîòêè äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåêîìåíäàöèé î÷å-âèäíà ïî ñâîåìó íàçíà÷åíèþ è ñîäåðæàíèþ. Âîçìîæíà òåñíàÿ âçàèìîñâÿçüýòîé ïîäñèñòåìû ñ Ex
el èëè ïàêåòîì òèïà Statisti
s.
• Ïîäñèñòåìà ìîíèòîðèíãà îïåðàòîðà ÏÊ [2℄ äîëæíà èìåòü, ïî ìåíüøåé ìå-ðå, ñðåäñòâà ñíÿòèÿ ÷àñòîòû ïóëüñà, äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû òåëà. Âàæ-



134 �.È. Íóæèí, Â.À. Øàïöåâ. Èíñòðóìåíò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà...íûì êîìïîíåíòîì ýòîé ïîäñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ öè�ðîâàÿ âèäåîêàìåðà.�àçóìååòñÿ, ïðèâåäåííîå îïèñàíèå ÑÈÄÀÊà � ïîâåðõíîñòíîå è èìååò öåëüþ,â ïåðâóþ î÷åðåäü, àíîíñèðîâàíèå èäåè. Âîçìîæíî óòî÷íåíèå è ïîÿâëåíèå íîâûõêîìïîíåíòîâ ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíêðåò-íîãî ïðîãðàììíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ.4. Çàêëþ÷åíèåÂûøå ñäåëàí íàáðîñîê ñòðóêòóðû è îãîâîðåíû îñíîâíûå áëîêè àëãîðèòìà äî-çèðîâàíèÿ àêòèâíîñòè êîìïüþòåðà, îñíîâíûå �óíêöèè è êîìïîíåíòû èìèòà-öèîííîé ñèñòåìû äëÿ ðàçðàáîòêè òàêèõ àëãîðèòìîâ. Íà îñíîâå èçëîæåííîãîïðåäñòîèò îñóùåñòâèòü âûáîð èíñòðóìåíòà ðåàëèçàöèè èìèòàöèîííîé ñèñòåìûè îñóùåñòâèòü åãî ðàçðàáîòêó è ðåàëèçàöèþ. �àçóìååòñÿ, â ïåðâîé âåðñèè ÑÈ-ÄÀÊà áóäåò èìåòü ìåñòî ðÿä ïóñòûõ (íóëåâûõ) îòâåòâëåíèé (çàãëóøåê) äëÿåãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ, ðåàëèçàöèè, îòëàäêè è èñ-ïîëüçîâàíèÿ (ýêñïëóàòàöèè).Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ðàçâèâàåìûé â ñòàòüå ïîäõîä îãðàíè÷åíèÿ ñâîáîäû îá-ùåíèÿ ñ êîìïüþòåðîì ïîñðåäñòâîì ïðèíóäèòåëüíîãî, àäàïòèâíîãî äîçèðîâàíèÿèíòåðâàëîâ îáùåíèÿ ïðèíåñåò îùóòèìûå ïëîäû êàê â îòíîøåíèè ñîõðàíåíèÿçäîðîâüÿ ëþäåé, ó÷àùèõñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè èíòåë-ëåêòóàëüíîãî òðóäà, à òàêæå â áîðüáå ñ íàäâèãàþùåéñÿ ãëîáàëüíîé ýïèäåìèåéêîìïüþòåðî-èíòåðíåòîìàíèè. Ëèòåðàòóðà1. Øàïöåâ Â.À. ×åëîâåêîöåíòðè÷åñêèé ïîäõîä â èí�îðìàòèçàöèè // Òåç. äîêë. VIÌåæäóí. �îðóì ïî èí�îðìàòèçàöèè ÌÔÈ-97, VI-é Êîíãðåññ ¾Îáùåñòâåííîå ðàç-âèòèå è îáùåñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ¿. Ìîñêâà, 21�24 íîÿá. 1997. Ñ.67�70.2. Shaptsev V., Laptev I. Intelle
tual Adaptive Informational Filter. Constru
tional Idea// Computer S
ien
e and Information Te
hnologies: Pro
.of the 2nd Intern. WorkshopCSIT'2000. Ufa, Sept. 18�23. 2000. Ufa: USATU Publisher, 2000. P.240�246.3. Ìóíèïîâ Â.Ì., Çèí÷åíêî Â.Ï. Ýðãîíîìèêà: ÷åëîâåêîîðèåíòèðîâàííîå ïðîåêòèðî-âàíèå òåõíèêè, ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ è ñðåäû. Ì.: Ëîãîñ, 2001. 356 ñ.4. Êîíöåâîé Ì.Ï. Çäîðîâüå è êîìïüþòåð // Èí�îðìàòèêà è îáðàçîâàíèå. 2000. N.1.Ñ.88�91.5. �îçåíáëþì Þ.Ç., Ôðåéãèí À.À., Êîðíþøèíà Ò.À. Êîìïüþòåðíûé çðèòåëüíûéñèíäðîì. Êîìïüþòåð è çðåíèå // Ïî ìàòåðèàëàì Ìåæäóíàðîäíîãî êîíãðåññà ¾×å-ëîâåê â áîëüøîì ãîðîäå XXI âåêà¿. Ìîñêâà, èþíü 1998 ã. Ñ.36�38.
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oupled to nonordering additional elasti
variable. A variety of 
riti
al and tri
riti
al behavior is found as fun
tion ofthe physi
al variables and possible ma
ro

opi
 
onstraints imposed on thesystem. The tri
riti
al exponents were 
al
ulated in two-loop order with usingPade-Borel summation te
hnique.Â ñæèìàåìûõ ñèñòåìàõ ñâÿçü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ óïðóãèìè äå�îðìàöèÿìèèãðàåò âàæíóþ ðîëü. Êàê âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî â [1℄, äëÿ óïðóãî-èçîòðîïíîãîòåëà êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñæèìàåìûõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé ñòðèêöèåéíåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñâÿçè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñ àêóñòè÷åñêèìè ìîäàìèè ðåàëèçóåòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà, áëèçêèé êî âòîðîìó. Îäíàêî âû-âîäû ðàáîòû [1℄ ñïðàâåäëèâû òîëüêî â îáëàñòè íèçêèõ äàâëåíèé è, êàê ïîêàçà-íî â [2℄, â îáëàñòè âûñîêèõ äàâëåíèé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî òðèêðèòè÷åñêîãîçíà÷åíèÿ Pt, äå�îðìàöèîííûå ý��åêòû, èíäóöèðóåìûå âíåøíèì äàâëåíèåì,îêàçûâàþò íà ñèñòåìó áîëåå ðàäèêàëüíîå âëèÿíèå, ïðèâîäÿ ê ñìåíå çíàêà ý�-�åêòèâíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è, êàêñëåäñòâèå, ðîäà �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ïðè ýòîì â [2℄ äëÿ îäíîðîäíûõ ñæèìàåìûõñèñòåì ïðåäñêàçûâàåòñÿ äâà òèïà òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèåêðèòè÷åñêîé òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ äâå òðèêðè-òè÷åñêèå êðèâûå. �àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â ðàìêàõ äâóõïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ[3℄, ïîäòâåðäèëè íàëè÷èå äâóõ òèïîâ òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ èçèíãîâ-ñêèõ ñèñòåì è ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ òðèêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ.Ñîãëàñíî êðèòåðèþ, ïîëó÷åííîìó â [1℄, ñòðèêöèîííûå ý��åêòû, ðàññìàòðè-âàåìûå êàê äîïîëíèòåëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïðèâîäÿò ê ñìåíåðåæèìà êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîëüêî â ñèñòåìàõ ñ ñèíãóëÿðíûì ïîâåäåíèåìòåïëîåìêîñòè â îòñóòñòâèè äå�îðìàöèé. Èíäåêñ òåïëîåìêîñòè α (C ∼ |T −
Tc|−α) ïîëîæèòåëåí ëèøü äëÿ èçèíãîâñêèõ ìàãíåòèêîâ. Äëÿ XY-ìîäåëè è ìî-äåëè �åéçåíáåðãà èíäåêñ òåïëîåìêîñòè æåñòêèõ ñèñòåì ïîëîæèòåëåí, è, ñëå-äîâàòåëüíî, óïðóãèå äå�îðìàöèè íå äîëæíû ñêàçûâàòüñÿ íà êðèòè÷åñêîì ïî-âåäåíèè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðàïîðÿäêà nc < 2.
© 2002 Ñ.Â. ÁåëèìE-mail: belim�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



136 Ñ.Â. Áåëèì. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ...Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñóùåñòâëåíî ðàçâèòèå ìîäåëè �àçîâûõ ïðåâðàùåíèéâ îäíîðîäíûõ ñæèìàåìûõ ñèñòåìàõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíî-ñòüþ �ëóêòóèðóþùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà [4, 5℄, ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäàìèðåíîðì-ãðóïïû â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè íåïîñðåäñòâåííî â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå. Èññëåäóþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâå-äåíèÿ çà ñ÷åò ý��åêòîâ äàëüíîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé ïà-ðàìåòðà ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííîãî äëèííîâîëíîâûìè àêóñòè÷åñêèìè ìîäàìè. Âñâÿçè ñ òåì, ÷òî â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè îñíîâíîé âêëàä â ñòðèêöèîííûå ý�-�åêòû äàåò çàâèñèìîñòü îáìåííîãî èíòåãðàëà îò ðàññòîÿíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿëèøü óïðóãî-èçîòðîïíûå ñèñòåìû.�àìèëüòîíèàí îäíîðîäíîé èçèíãîïîäîáíîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì óïðóãèõ äå�îð-ìàöèé ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:
H0 =

∫
dDx[

1

2
(τ1 + ∇2)~S(x)2 + +

u0

4!
(~S(x)2)2] +

∫
dDx[a1(

3∑

α=1

uαα(x))
2 +

+ a2

3∑

α,β=1

u2
αβ] +

1

2
a3

∫
dDx~S(x)2(

3∑

α=1

uαα(x)), (1)ãäå ~S(x) � n-ìåðíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà, u0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, τ0 ∼
|T − Tc|/Tc, Tc � òåìïåðàòóðà �àçîâîãî ïåðåõîäà, uαβ � òåíçîð äå�îðìàöèé,
a1, a2 � óïðóãèå ïîñòîÿííûå êðèñòàëëà, a3 � ïàðàìåòð êâàäðàòè÷íîé ñòðèêöèè.Ïåðåõîäÿ â (1) ê �óðüå-îáðàçàì ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðóÿ ïî ñëàãàåìûì, çàâè-ñÿùèì îò íå�ëóêòóèðóþùèõ ïåðåìåííûõ, íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïàðàìåòðîìïîðÿäêà S(x), è ââîäÿ äëÿ óäîáñòâà íîâóþ ïåðåìåííóþ y(x) =

3∑
α=1

uαα(x), ïîëó-÷èì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â ñëåäóþùåì âèäå:
H0 =

1

2

∫
dDq(τ0 + q2)~Sq ~S−q +

u0

4!

∫
dDqi(~Sq1~Sq2)(~Sq3~S−q1−q2−q3) + (2)

+a3

∫
dDqyq1~Sq2~S−q1−q2 +

a
(0)
3

Ω
y0

∫
dDq~Sq ~S−q +

1

2
a1

∫
dDqyqy−q +

1

2

a
(0)
1

Ω
y2

0.Â (2) âûäåëåíû ñëàãàåìûå y0, îïèñûâàþùèå îäíîðîäíûå äå�îðìàöèè. Êàê ïî-êàçàíî â ðàáîòå [1℄, òàêîå ðàçäåëåíèå íåîáõîäèìî, òàê êàê íåîäíîðîäíûå äå�îð-ìàöèè yq îòâå÷àþò çà îáìåí àêóñòè÷åñêèìè �îíîíàìè è ïðèâîäÿò ê ý��åêòàìäàëüíîäåéñòâèÿ, êîòîðûå îòñóòñòâóþò ïðè îäíîðîäíûõ äå�îðìàöèÿõ.Îïðåäåëèì ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ñèëü-íî �ëóêòóèðóþùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà S, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
exp{−H[~S]} = B

∫
exp{−HR[~S, y]}

∏
dyq. (3)Åñëè ýêñïåðèìåíò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, òî y0 ÿâëÿåòñÿ êîí-ñòàíòîé, èíòåãðèðîâàíèå â (3) ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî íåîäíîðîäíûì äå�îðìàöè-ÿì è îäíîðîäíûå äå�îðìàöèè âêëàäà â ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí íå âíîñÿò.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 137Ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè â ãàìèëüòîíèàí äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå PΩ, îáúåìïðåäñòàâëÿåòñÿ â òåðìèíàõ êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèè â âèäå
Ω = Ω0[1 +

∑

α=1

uαα +
∑

α 6=β

uααuββ +O(u3)], (4)è èíòåãðèðîâàíèå â (3) îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå è ïî îäíîðîäíûì äå�îðìàöè-ÿì. Êàê îòìå÷åíî â [6℄, ó÷åò â (4) êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò îêàçàòüñÿâàæíûì â ñëó÷àå âûñîêèõ äàâëåíèé è êðèñòàëëîâ ñ áîëüøèìè ñòðèêöèîííûìèý��åêòàìè. Ïðåíåáðåæåíèå â [1℄ äàííûìè êâàäðàòè÷íûìè ñëàãàåìûìè îãðà-íè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ëàðêèíà è Ïèêèíà òîëüêî ê ñëó÷àþíèçêèõ äàâëåíèé. Â ðåçóëüòàòå:
H =

1

2

∫
dDq(τ0 + q2)~Sq ~S−q +

(u0

4!
− z0

2

)∫
dD{qi}~Sq1~Sq2~Sq3~S−q1−q2−q3

+
1

2Ω
(z0 − w0)

∫
dD{qi}~Sq1~S−q1

~Sq2~S−q2), (5)
z0 = a2

1/(4a3), w0 = a
(0)2
1 /(4a

(0)
3 ).Âîçíèêàþùèé â ãàìèëüòîíèàíå ý��åêòèâíûé ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ v0 =

u0 − 12z0 çà ñ÷åò âëèÿíèÿ ñòðèêöèîííûõ ý��åêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîì
z0, ìîæåò ïðèíèìàòü íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå, íî è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Âðåçóëüòàòå äàííûé ãàìèëüòîíèàí îïèñûâàåò êàê �àçîâûå ïåðåõîäû ïåðâîãî, òàêè âòîðîãî ðîäà. Ïðè v0 = 0 â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ òðèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Âñâîþ î÷åðåäü, ý��åêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå â (5), îïðåäåëÿåìîå ðàçíîñòüþ ïà-ðàìåòðîâ z0 − w0, ïðè z0 − w0 > 0 ìîæåò âûçûâàòü â ñèñòåìå �àçîâûé ïåðåõîäâòîðîãî ðîäà, à ïðè z0 − w0 < 0 � �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà. Èç äàííîãîâèäà ý��åêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ êðèòè-÷åñêîé òî÷êè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ òðèêðèòè÷åñêèåêðèâûå, ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé v0 = 0, z0 = w0 [2℄. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî ïðè òðèêðèòè÷åñêîì óñëîâèè z0 = w0 ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè (5)èçîìîð�åí ãàìèëüòîíèàíó îäíîðîäíîé æåñòêîé ñèñòåìû.Â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ïîëåâîãî ïîäõîäà [7℄ àñèìïòîòè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå ïî-âåäåíèå è ñòðóêòóðà �àçîâûõ äèàãðàìì âî �ëóêòóàöèîííîé îáëàñòè îïðåäå-ëÿåòñÿ ðåíîðì-ãðóïïîâûì óðàâíåíèåì Êàëëàíà-Ñèìàí÷èêà äëÿ âåðøèííûõ ÷à-ñòåé íåïðèâîäèìûõ �óíêöèé �ðèíà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ β- è γ-�óíêöèé êàê �óíê-öèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå Êàëëàíà-Ñèìàí÷èêà ïåðåíîðìèðîâàííûõ âåðøèíâçàèìîäåéñòâèÿ u, a1, a

(0)
1 èëè áîëåå óäîáíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî èòðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìîäåëè êîìïëåêñíûõ âåðøèí z = a2

1/(4a3), w =

a
(0)2
1 /(4a

(0)
3 ), v = u−12z, áûë ïðèìåíåí ñòàíäàðòíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà äèà-ãðàììíîé òåõíèêå Ôåéíìàíà è ïðîöåäóðå ïåðåíîðìèðîâêè [8℄. Â ðåçóëüòàòå âðàìêàõ äâóõïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ
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β-�óíêöèé:

βv = −v
(
1 − n+ 8

6
v +

41n+ 190

243
v2
)
,

βz = −z
(
1 − n+ 2

3
v − 2nz +

23(n+ 2)

243
v2
)
, (6)

βw = −w
(
1 − n+ 2

3
v − 4nz + 2nw +

23(n+ 2)

243
v2
)
.Èçâåñòíî, ÷òî ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, à âåð-øèíû âçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà âî �ëóêòóàöèîííîé îá-ëàñòè äîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü âû-ðàæåíèÿ (6). Ïîýòîìó ñ öåëüþ èçâëå÷åíèÿ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé íóæíîé�èçè÷åñêîé èí�îðìàöèè áûë ïðèìåíåí îáîáùåííûé íà òðåõïàðàìåòðè÷åñêèéñëó÷àé ìåòîä Ïàäå-Áîðåëÿ. Ïðè ýòîì ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿèìåþò âèä

f(v, z, w) =
∑

i1,i2,i3

ci1,i2,i3v
i1zi2wi3 =

∞∫
0

e−tF (vt, zt, wt)dt,

F (v, z, w) =
∑

i1,i2,i3

ci1,i2,i3
(i1 + i2 + i3)!

vi1zi2wi3 .
(7)Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ áîðåëåâñêîãî îáðàçà �óíêöèè ââîäèòñÿ ðÿäïî âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé θ

F̃ (v, z, w, θ) =
∞∑

k=0

θk
∑

i1,i2,i3

ci1,i2,i3
k!

vi1zi2wi3δi1+i2+i3,k , (8)ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå [L/M℄ â òî÷êå θ = 1. Äàííàÿìåòîäèêà áûëà ïðåäëîæåíà è àïðîáèðîâàíà â ðàáîòàõ [9℄ äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè-÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðÿäà ñèñòåì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íåñêîëüêèìè âåðøèíàìèâçàèìîäåéñòâèÿ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Âûÿâëåííîå â [9℄ ñâîéñòâîñîõðàíåíèÿ ñèììåòðèè ñèñòåìû â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ Ïàäå-àïïðîêñèìàíò ïîïåðåìåííîé θ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè îïèñàíèè ìíîãîâåðøèííûõ ìîäå-ëåé.Â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ β-�óíêöèé áûë èñïîëüçîâàíàïïðîêñèìàíò [2/1℄. Ïðèðîäà êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâî-âàíèåì óñòîé÷èâîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé
βi(v

∗, z∗, w∗) = 0 (i = 1, 2, 3). (9)Òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè �èêñèðîâàííîé òî÷êè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ, ÷òîáû ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ bi ìàòðèöû
Bi,j =

∂βi(u
∗
1, u

∗
2, u

∗
3)

∂uj
(ui, uj ≡ v, z, w) (10)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 139Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû óñòîé÷èâîñòèN v∗ z∗ w∗ b1 b2 b3n=1I0 0 0 0 -1 -1 -1I1 1,064472 0 0 0,6536 -0,1692 -0,1692I2 1,064472 0,089187 0 0,6536 0,1702 0,1710I3 1,064472 0,089187 0,089187 0,6536 0,1702 -0,1710I4 0 0,5 0 -1 1 -0,16923I5 0 0,5 0,5 -1 1 -1n=2X0 0 0 0 -1 -1 -1X1 0,934982 0 0 0,6673 -0,0017 0,1053X2 0,934982 0,000439 0 0,6673 0,0017 0,1087X3 0,934982 0,000439 0,000439 0,6673 0,0017 -0,1053X4 0 0,25 0 -1 1 1X5 0 0,25 0,25 -1 1 -1n=3G0 0 0 0 -1 -1 -1G1 0,829620 0 0 0,6813 0,1315 0,2173G2 0,829620 0,022909 0 0,6813 -0,1311 -0,0518G3 0,829620 0,022909 0,022909 0,6813 -0,1311 -0,2170G4 0 1/6 0 -1 1 1G5 0 1/6 1/6 -1 1 -1ëåæàëè â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ñ v∗ = 0, ñî-îòâåòñòâóþùàÿ òðèêðèòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé è äîëæ-íà áûòü óñòîé÷èâîé â íàïðàâëåíèÿõ, çàäàâàåìûõ ïåðåìåííûìè z, w, è íåóñòîé-÷èâîé â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì ïåðåìåííîé v. Ñòàáèëèçàöèÿ òðèêðèòè-÷åñêîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîì ïåðåìåííîé v, îñó-ùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ó÷åòà â ý��åêòèâíîì ãàìèëüòîíèàíå ìîäåëè ÷ëåíîâøåñòîãî ïîðÿäêà ïî �ëóêòóàöèÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ñ
z∗ = w∗, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðèêðèòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ âòîðîãî òèïà, ÿâëÿåò-ñÿ òàêæå ñåäëîâîé òî÷êîé è äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé â íàïðàâëåíèÿõ, çàäà-âàåìûõ ïåðåìåííûìè v, z, è íåóñòîé÷èâîé â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì ïåðå-ìåííîé w. Ee ñòàáèëèçàöèÿ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ çà ñ÷åò âëèÿíèÿ àíãàðìî-íè÷åñêèõ ý��åêòîâ. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðîñóììèðîâàííûõ β-�óíêöèé ñî-äåðæèò øèðîêîå ðàçíîîáðàçèå �èêñèðîâàííûõ òî÷åê. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíûíàèáîëåå èíòåðåñíûå äëÿ îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîãî è òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ�èêñèðîâàííûå òî÷êè äëÿ ìîäåëè Èçèíãà (n = 1), XY-ìîäåëè (n = 2) è ìî-äåëè �åéçåíáåðãà(n = 3), ëåæàùèå â �èçè÷åñêîé îáëàñòè çíà÷åíèé âåðøèí ñ
v, z, w ≥ 0. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû òàêæå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû óñòîé-÷èâîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê.



140 Ñ.Â. Áåëèì. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ...Àíàëèç çíà÷åíèé �èêñèðîâàííûõ òî÷åê è èõ óñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò ñäå-ëàòü ðÿä âûâîäîâ. �àóññîâû �èêñèðîâàííûå òî÷êè I0, X0, G0 ÿâëÿþòñÿ òðèêðè-òè÷åñêèìè è íåóñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî âëèÿíèÿ óïðóãèõ äå�îðìàöèé. Êðèòè-÷åñêîå ïîâåäåíèå íåñæèìàåìûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî äå�îðìàöèîííûõ ñòåïåíåéñâîáîäû íåóñòîé÷èâî äëÿ ìîäåëè Èçèíãà (I1) è óñòîé÷èâî äëÿ ìîäåëè �åéçåí-áåðãà (G1). Äëÿ XY-ìîäåëè (X1) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå b2 < 0, íî ïî ïîðÿä-êó âåëè÷èíû ñðàâíèìî ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé, âñëåäñòâèå ÷åãî íåëüçÿ ñäå-ëàòü îäíîçíà÷íîãî âûâîäà îá óñòîé÷èâîñòè äàííîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè. Ïî-âèäèìîìó, ñëîæíîñòè â îïèñàíèè XY-ìîäåëè ñâÿçàíû ñ áëèçîñòüþ êðèòè÷åñêîéðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà nc ê äâóì. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ, ïîëó÷åííîìó âðàáîòå [1℄, nc < 2, òîãäà êàê äâóõïåòëåâîå ïðèáëèæåíèå äàåò nc = 2, 011. Äëÿèçèíãîâñêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðè ïîñòî-ÿííîé äå�îðìàöèè (I2), äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêèõ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êàíåóñòîé÷èâà (G2), äëÿ XY-ìîäåëè íåëüçÿ äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò â ñèëó âñå òîéæå áëèçîñòè êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ê äâóì. Ôèêñèðîâàííûå òî÷êè I3, X3, G3îïèñûâàþò ïåðâûé òèï òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñæèìàåìûõ ñèñòåì, íàáëþ-äàåìûé ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Ôèêñèðîâàííûå òî÷êè I4, X4, G4 ÿâëÿþòñÿòðèêðèòè÷åñêèìè äëÿ ñèñòåì, èññëåäóåìûõ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå. Òî÷êè I5,X5, G5 ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, â íèõ ïåðåñåêà-þòñÿ äâå òðèêðèòè÷åñêèå ëèíèè.Ïîëó÷åííûå â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèÿ âåðøèí â �èêñèðîâàí-íûõ òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêîìó è òðèêðèòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþñæèìàåìîé ìîäåëè Èçèíãà, ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿäàííûõ ñèñòåì íà îñíîâå ïðîñóììèðîâàííûõ ìåòîäîì Ïàäå-Áîðåëÿ âûðàæåíèéäëÿ èíäåêñîâ ν è η:
ν =

1

2

(
1 +

n+ 2

12
v∗ + nz∗ − nw∗ − 11(n+ 2)

3888
v∗2
)
, (11)

η =
2(n+ 2)

243
v∗2.Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñêåé-ëèíãîâûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ èõ ñ èíäåêñàìè ν, η.Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñæèìàåìûõ èçèíãîâñêèõ ñèñòåì ïðè ïîñòîÿííîìäàâëåíèè (I2) õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåíîðìèðîâàííûìè èíäåêñàìè ñîãëàñíî òåî-ðèè Ôèøåðà î âëèÿíèè äîïîëíèòåëüíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ [10℄:

ν(I) = 0, 632; η(I) = 0, 028;α(I) = 0, 103;β(I) = 0, 325; γ(I) = 1, 247.Äëÿ òðèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïåðâîãî òèïà (I3, X3, G3) ãàìèëüòîíèàí (5)èçîìîð�åí ãàìèëüòîíèàíó îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé ìîäåëè, ïîýòîìó è êðèòè-÷åñêèå èíäåêñû ñîâïàäàþò ñ èíäåêñàìè íåñæèìàåìîé ìîäåëè:
ν(I) = 0, 708; η(I) = 0, 028;α(I) = −0, 125;β(I) = 0, 364; γ(I) = 1, 397;

ν(XY ) = 1; η(XY ) = 0;α(XY ) = −1;β(XY ) = 0, 5; γ(XY ) = 2;

ν(G) = 1; η(G) = 0;α(G) = −1;β(G) = 0, 5; γ(G) = 2.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 141Òðèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âòîðîãî òèïà (I4, X4, G4) ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêî-ìó ïîâåäåíèþ ñ�åðè÷åñêîé ìîäåëè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñà-ìè:
ν(I) = 1; η(I) = 0;α(I) = −1;β(I) = 0, 5; γ(I) = 2;

ν(XY ) = 1; η(XY ) = 0;α(XY ) = −1;β(XY ) = 0, 5; γ(XY ) = 2;

ν(G) = 1; η(G) = 0;α(G) = −1;β(G) = 0, 5; γ(G) = 2.Ôèêñèðîâàííûå òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (I4, X4, G4) õàðàêòåðèçóþòñÿ ñðåä-íåïîëåâûìè çíà÷åíèÿìè êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ:
ν(I) = 0, 5; η(I) = 0;α(I) = 0, 5;β(I) = 0, 25; γ(I) = 1;

ν(XY ) = 0, 5; η(XY ) = 0;α(XY ) = 0, 5;β(XY ) = 0, 25; γ(XY ) = 1;

ν(G) = 0, 5; η(G) = 0;α(G) = 0, 5;β(G) = 0, 25; γ(G) = 1.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîñòü âëèÿíèÿ óïðóãèõ äå�îð-ìàöèé íà êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñæèìàåìûõ ñèñòåì, ïðîÿâëÿþùååñÿ êàê â èç-ìåíåíèè çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äëÿ èçèíãîâñêèõ ñèñòåì, òàê è ïîÿâëå-íèè ìóëüòèêðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà �àçîâûõ äèàãðàììàõ âñåõ òðåõ ìîäåëåé. Ìûíàäååìñÿ, ÷òî âûÿâëåííûå ý��åêòû è îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ íàéäóòïîäòâåðæäåíèå â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ.Ëèòåðàòóðà1. Ëàðêèí À.È., Ïèêèí Ñ.À. // ÆÝÒÔ. 1969. Ò.56. Ñ.1664.2. Imry Y. // Phys. Rev. Lett. 1974. V.33. P.1304.3. Áåëèì Ñ.Â., Ïðóäíèêîâ Â.Â. // ÔÒÒ. 2001. Ò.45. Ñ.1299.4. Laptev V.M., Skryabin Yu.N. // Phys. Stat. Sol. 1979. B91, K143.5. Skryabin Y.N., Sh
hanov A.V. // Phys. Lett. 1997. A234, 1. P.147.6. Bergman D.J., Halperin B.I. // Phys. Rev. 1976. B13, 4. P.2145.7. Amit D. Field theory the renormalization group and 
riti
al phenomena. New York:M
Graw-Hill, 1976.8. Zinn-Justin J. Quantum field theory and 
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 142�157 ÓÄÊ 530.12:531.51ÂÊËÀÄ ÑÏÈÍÎ�ÍÛÕ ÄÓÕÎÂ Â ÈÍÒÅ�ÔÅ�ÅÍÖÈÞÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖÅ.Â. ÏàëåøåâàIn this arti
le a question of the ghost spinors's influen
e to the quantumparti
les's interferen
e is investigated. The intera
tion between spinors andghost spinors are 
onsidered. Furthermore the 
onditions of zero stress-energytensor in private 
ases are found. Also we 
onsider a question of experimentaltest of existanse of Deuts
h's shadow pa
ti
les.ÂâåäåíèåÊàê èçâåñòíî, îäíèì èç ïîäòâåðæäåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ îïûòû,ñâÿçàííûå ñ èíòåð�åðåíöèåé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â îñíîâå îáúÿñíåíèÿ ïîëó-÷àþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î âîëíîâîé ïðèðî-äå êâàíòîâûõ ÷àñòèö, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êîòîðûõ ñàìà ïî ñåáå íå íåñåò íèêàêîãî�èçè÷åñêîãî ñìûñëà, à êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè èíòåðïðåòèðó-åòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå êâàíòîâîãî ïîòîêà. Ïðè ýòîì ñàìî ÿâëåíèå èíòåð�å-ðåíöèè íåñêîëüêèõ âîëí, ÿâëÿþùååñÿ îäíèì èç �óíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé âñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ó ïîòîêà ÷àñòèöçàäàííîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Íî íà âîïðîñ: ïî÷åìóâ îïûòå ñ äâóìÿ ùåëÿìè ýëåêòðîí íå ìîæåò ïîïàñòü â îïðåäåëåííûå îáëàñòèýêðàíà � ñëîæíî ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíûé îòâåò. ×òî ìåøàåò ýëåêòðîíóóäàðèòüñÿ î êðàé ùåëè òàê, ÷òîáû ïîïàñòü â íåäîñòóïíóþ îáëàñòü ýêðàíà? Âëó÷øåì ñëó÷àå ìîæíî áûëî óñëûøàòü î âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â çà-äàííûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. À ïî÷åìó ýëåêòðîí èìååò èìåííî òàêîå ðàñïðå-äåëåíèå âåðîÿòíîñòè? Íà ýòîò âîïðîñ îòâåòèë Äýâèä Äîé÷ [2℄. Òåíåâîé ýëåê-òðîí � âîò ÷òî îòòàëêèâàåò ðåàëüíûé ýëåêòðîí è ìåøàåò åìó ïîïàñòü â ëþáóþòî÷êó ýêðàíà. Â [6, 7℄ ââîäèòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî òåíåâîé ýëåêòðîí è ýëåê-òðîííûé äóõ ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå ÷àñòèöó. Èìåííî òî, ÷òî ñïèíîðíûåäóõè îáëàäàþò íóëåâîé ýíåðãèåé è íåíóëåâîé äèðàêîâñêîé ïëîòíîñòüþ òîêà,äåëàåò äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äîñòàòî÷íî ïðèâëåêàòåëüíûì. Â ïðåäñòàâëåííîéðàáîòå îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèéïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî èçâåñòíûå îïûòûñ èíòåð�åðåíöèåé íå îïðîâåðãàþò âîçìîæíîñòü âëèÿíèÿ äóõîâ êâàíòîâûõ ÷à-ñòèö íà ðàñïðåäåëåíèå âîëíîâîãî ïîòîêà ðåàëüíûõ ÷àñòèö. Âî-âòîðûõ, ñëåäóåòâûÿñíèòü õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñïèíîðàìè è èõ äóõàìè. Èìåííî ýòèâîïðîñû ÷àñòè÷íî ðàñêðûâàþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
© 2002 Å.Â. ÏàëåøåâàE-mail: m82palesheva�math.omsu.omskreg.ruÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 143Â [7℄ áûëè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàëîïðåäñòàâëåíèå î ðåàëüíîñòè êàê î ìóëüòèâåðñå [2℄, ïðè ýòîì íåñëîæíî óâèäåòüíåòî÷íîñòü, îñíîâàííóþ íà òîì, ÷òî èìïóëüñ ïðîïîðöèîíàëåí òîêó. Â äåéñòâè-òåëüíîñòè äèðàêîâñêèé òîê íå ïðîïîðöèîíàëåí èìïóëüñó, òàêîé âûâîä ìîæíîñäåëàòü, îïèðàÿñü íà èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå �îðäîíà [5, 
.45℄.Íåäàâíî áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå áîëåå êîððåêòíîãîâîðèòü î ìóëüòèâåðñå Äîé÷à, â ðàáîòå [3, 4℄ À.Ê.�óö ïðåäñòàâèë ìàòåìàòè-÷åñêóþ ìîäåëü òàêîãî ìóëüòèâåðñà. Ôîðìàëèçîâàííûé ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþðåàëüíîñòè êàê ñîâîêóïíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âñåëåííûõ, â îñíîâå êîòîðîãî ëå-æèò ñèíòåòè÷åñêàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ Êîêà-Ëîâåðà, ïîçâîëÿåò èñ-ïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ìóëüòèâåðñà, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì êîíêðåòíóþ ìàòåìà-òè÷åñêóþ òåîðèþ.1. Óñëîâèÿ çàíóëåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñàÓðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêî-ãî, êàê èçâåñòíî, èìååò âèä
i~γ(k) ∂ψ

∂xk
−mcψ = 0, (1)ãäå γ(k) � ìàòðèöû Äèðàêà â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

γ(0) =

[
I 0
0 −I

]
, γ(α) =

[
0 σα

−σα 0

]
,

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
, I =

[
1 0
0 1

]
.Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñïèíîðíîé ìàòåðèè îïðåäåëÿåòñÿ âû-ðàæåíèåì:

Tik =
i~c

4

{
ψ∗γ(0)γi

∂ψ

∂xk
− ∂ψ∗

∂xk
γ(0)γiψ + ψ∗γ(0)γk

∂ψ

∂xi
− ∂ψ∗

∂xi
γ(0)γkψ

}
, (2)ãäå ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Ïðè ýòîì

γi = gikγ
(k).Â [6, 7℄ áûëè íàéäåíû ñïèíîðíûå äóõè â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ìåò-ðèêà êîòîðîãî îòëè÷íà îò ìåòðèêè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ñïè-íîðíûå äóõè � ýòî ÷àñòèöû ñ íóëåâûì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà è íåíóëåâîéïëîòíîñòüþ òîêà, âû÷èñëÿåìîé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ïî �îðìóëå

j(k) = ψ∗γ(0)γ(k)ψ. (3)Ïðè ýòîì j(0) îïðåäåëÿåò êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè âîëíû ψ,õàðàêòåðèçóþùèé âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ äàííîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå, ïðè-÷åì â ðàìêàõ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè j(0) = ψ∗ψ, à j(α) îïðåäåëÿåòñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîòîêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè 1.1�ðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3.



144 Å.Â. Ïàëåøåâà. Âêëàä ñïèíîðíûõ äóõîâ â èíòåð�åðåíöèþ...Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñïèíîðíûõ äóõîâ. Ïðè ýòîìâ äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü ñ ìåòðèêîé ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Òåîðåìà 1. Ïóñòü ψ = u · G(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ïðè ýòîìïîëàãàåì ψ∗ψ 6= 0,
G(x) = f(x) + i · g(x),ãäå f(x) è g(x) � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå �óíêöèè, à

u =




u0

u1

u2

u3


 ,ãäå ∀ i ui ∈ IC. Â ðàññìîòðåííûõ óñëîâèÿõ ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì äóõîì

⇐⇒ g(x) = a · f(x), ãäå a = const ∈ IR.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà íàçûâàåòñÿñïèíîðíûì äóõîì ⇐⇒ Tik ≡ 0 è äèðàêîâñêèé òîê j(k) 6= 0. Èç óñëîâèÿ ψ∗ψ 6= 0ñëåäóåò âûïîëíåíèå òîãî, ÷òî j(k) 6= 0.Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
Tik ≡ 0 ⇐⇒ g(x) = a · f(x).Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî 2

ψ∗ = u∗G = u∗(f(x) − i · g(x)).Äàëåå ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.à) Too ≡ 0 ⇐⇒

0 = ψ∗γ(0)γ(0) ∂ψ

∂x0
− ∂ψ∗

∂x0
γ(0)γ(0)ψ = ψ∗ ∂ψ

∂x0
− ∂ψ∗

∂x0
ψ = u∗Gu

∂G

∂x0
−

−u∗ ∂G
∂x0

uG = u∗u

(
G
∂G

∂x0
− ∂G

∂x0
G

)
.Èç òîãî, ÷òî ψ∗ψ 6= 0, ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà u∗u 6= 0. Ïîýòîìó

Too ≡ 0 ⇐⇒ G
∂G

∂x0
− ∂G

∂x0
G = 0,à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âåðíî ⇐⇒

f
∂g

∂x0
= g

∂f

∂x0
.á) T01 ≡ 0 ⇐⇒

0 = ψ∗γ(0)γ(0) ∂ψ

∂x1
− ∂ψ∗

∂x1
γ(0)γ(0)ψ − ψ∗γ(0)γ(1) ∂ψ

∂x1
+
∂ψ∗

∂x1
γ(0)γ(1)ψ =2Çäåñü G � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ �óíêöèÿ.
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= ψ∗ ∂ψ

∂x1
− ∂ψ∗

∂x1
ψ − u∗Gγ(0)γ(1)u

∂G

∂x0
+ u∗

∂G

∂x0
γ(0)γ(1)uG =

= u∗u

(
G
∂G

∂x1
− ∂G

∂x1
G

)
− u∗γ(0)γ(1)u

(
G
∂G

∂x0
− ∂G

∂x0
G

)
.Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòà à), ïîëó÷àåì çàíóëåíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Ïî-ýòîìó çàíóëåíèå êîìïîíåíòû T01 ïðîèñõîäèò òîëüêî ëèøü â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿðàâåíñòâà

f
∂g

∂x1
= g

∂f

∂x1
.â) Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðîöåäóðû äëÿ êîìïîíåíò T02 è

T03, íàõîäèì, ÷òî T0k ≡ 0 ⇐⇒ âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
f
∂g

∂xk
= g

∂f

∂xk
.Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå

g(x) = af(x), (4)ãäå a = const ∈ IR.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî
∀ α, β Tαβ ≡ 0.Èìååì

Tαβ ≡ 0 ⇐⇒ 0 = ψ∗γ(0)γ(α) ∂ψ

∂xβ
− ∂ψ∗

∂xβ
γ(0)γ(α)ψ + ψ∗γ(0)γ(β) ∂ψ

∂xα
−

−∂ψ
∗

∂xα
γ(0)γ(β)ψ = u∗γ(0)γ(α)u

(
G
∂G

∂xβ
− ∂G

∂xβ
G

)
+ u∗γ(0)γ(β)u

(
G
∂G

∂xα
− ∂G

∂xα
G

)
.Èç óñëîâèÿ, íàëîæåííîãî íà �óíêöèþ G(x), ïîëó÷àåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîëîæèòü

G(x) = eα(x)+iβ(x),ãäå α(x) è β(x) � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå �óíêöèè, òî ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûìäóõîì ⇐⇒ β(x) = const ∈ IR.Äîêàçàòåëüñòâî.
G(x) = eα(x)+iβ(x) = eα(x) cos[β(x)] + ieα(x) sin[β(x)].Ïî òåîðåìå 1 ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì äóõîì ⇐⇒ ctg[β(x)] = const.
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ψ =




G0(x)
G1(x)
G2(x)
G3(x)


� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ïðè ýòîì ψ∗ψ 6= 0 è

∀ k Gk(x) = fk(x) + igk(x),ãäå fk(x) è gk(x) � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå �óíêöèè. Åñëè ïðè ýòîì
∀ i, k fi(x) = cik · gk(x),çäåñü cik = const ∈ IR, òî ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì äóõîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé áèñïèíîðà ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùååðàâåíñòâî:

ψ∗γ(0)γi
∂ψ

∂xk
− ∂ψ∗

∂xk
γ(0)γiψ = 0.Ïîýòîìó Tik ≡ 0. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ψ∗ψ 6= 0, äèðàêîâñêèé òîê îòëè÷åí îòíóëÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ψ = uf(x), (5)ãäå f(x) � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, à êîìïîíåíòû áèñïèíîðà u � êîì-ïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ψ∗ψ 6= 0, òî ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîð-íûì äóõîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.2. Èíòåð�åðåíöèÿ è âçàèìîäåéñòâèå ðåàëüíîé âîëíûè ñïèíîðíîãî äóõàÒåíåâûå ýëåêòðîíû Äîé÷à, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ ðåàëüíûìè ýëåêòðîíàìè â îïûòàõïî èíòåð�åðåíöèè, ïðèâîäÿò ê íàáëþäàåìîé ýêñïåðèìåíòàòîðàìè ñâåòî-òåíåâîéêàðòèíå. È ñðàçó æå âîçíèêàåò âîïðîñ î õàðàêòåðå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýòè-ìè ÷àñòèöàìè. Äýâèä Äîé÷ óòâåðæäàåò, ÷òî ðåàëüíûé �îòîí âçàèìîäåéñòâó-åò òîëüêî ñ ñîáñòâåííûì òåíåâûì �îòîíîì: ¾...êàæäàÿ äðîáíîàòîìíàÿ ÷àñòèöàèìååò äâîéíèêîâ â äðóãèõ âñåëåííûõ, è òîëüêî ýòè äâîéíèêè èì ìåøàþò. Ëþ-áûå äðóãèå ÷àñòèöû ýòèõ âñåëåííûõ íå îêàçûâàþò íà íåå íåïîñðåäñòâåííîãîâîçäåéñòâèÿ¿ [2℄. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò, ãîâîðÿùèé î òîì, ÷òî ïðè ñòîëê-íîâåíèè âîëíû ñ íåêîòîðûì ñïèíîðíûì äóõîì âîçíèêàåò èíòåð�åðåíöèîííàÿêàðòèíà. Êðîìå ýòîãî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñòîëêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòèöðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà îêàçûâàåòñÿ ñïèíîðíûì äóõîì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1472.1. Ôëóêòóàöèè ìàòåðèè âî âñåëåííîéÏóñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Äèðàêà èìååò âèä:
ψ = u(f(x) + ig(x)),

f(x) è g(x) � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
f(x) 6= const · g(x), [g(x) + f(x)]2 6= 0.Ïðè ýòîì áèñïèíîð

u =




u0

u1

u2

u3


òàêîé, ÷òî ∀ i ui ∈ IR è u∗u 6= 0. Ïî òåîðåìå 1 òàêàÿ ñïèíîðíàÿ âîëíà íåÿâëÿåòñÿ äóõîì.Ââåäåì íîâóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â ñîñòîÿíèè θ = u[g(x) − f(x)]. Òîãäà,èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷àñòèöà θ(x) íàõî-äèòñÿ â ñîñòîÿíèè äóõà. Òàê êàê �óíêöèè g(x) è f(x) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíû,òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé ÷à-ñòèöû ñòàëêèâàþòñÿ. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áèñïèíîðîì

ψ + θ = u(1 + i)g(x). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ψ + θÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíûì äóõîì.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ó äâóõ ÷àñòèö, îäíàèç êîòîðûõ ðåàëüíàÿ âîëíà, à äðóãàÿ � òåíåâàÿ, ò.å. íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèèäóõà. Â îáùåì ñëó÷àå èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðåàëüíûé ýëåê-òðîí ìîæåò ïåðåéòè â ñîâåðøåííî èíîå ñîñòîÿíèå áåç ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãîéðåàëüíîé ÷àñòèöåé. Åñëè ïðè ýòîì âñïîìíèòü, ÷òî òåíåâîé ýëåêòðîí îïðåäåëÿ-åòñÿ Äîé÷åì êàê ýëåêòðîí â ïàðàëëåëüíîé âñåëåííîé, òî ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü¾èñ÷åçíîâåíèÿ¿ ÷àñòèöû â îäíîì ìèðå è ¾ïîÿâëåíèÿ¿ â äðóãîì. Ïðè ýòîì îïè-ñàííàÿ �ëóêòóàöèÿ ìàòåðèè íå âûçâàíà âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî ëèøü ÷àñòèöîäíîé âñåëåííîé. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî �ëóêòóàöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèìîãóò áûòü âûçâàíû èìåííî âçàèìîäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âñåëåííûõ åäèíîãîìóëüòèâåðñà, ìîäåëü êîòîðîãî ïðåäëîæåíà â [3,4℄. �åàëüíîñòü ¾êèïèò¿ � âíóòðèîäíîé âñåëåííîé ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ÷àñòèö èç ¾íè÷åãî¿ è ¾óõîä â íèêóäà¿.2.2. Èíòåð�åðåíöèÿ ìåæäó ñïèíîðíûì äóõîì è ðåàëüíîé ÷àñòèöåéÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà (1) èìååò âèä
ψ =




u0

u1

u2

u3


 , (6)



148 Å.Â. Ïàëåøåâà. Âêëàä ñïèíîðíûõ äóõîâ â èíòåð�åðåíöèþ...òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (6) â (1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:




u0,0 + u3,1 − iu3,2 + u2,3 = −imc
~
u0

u1,0 + u2,1 + iu2,2 − u3,3 = −imc
~
u1

−u2,0 − u1,1 + iu1,2 − u0,3 = −imc
~
u2

−u3,0 − u0,1 − iu0,2 + u1,3 = −imc
~
u3

,

çäåñü ui,k îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî k-é êîîðäèíàòå. Áóäåì èñêàòü ðåøå-íèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ u0 = u1 = −u2 = u3 = u. Êðîìå ýòîãî, ïðåäïî-ëàãàÿ, ÷òî
∂u

∂x2
=
mc

~
u,ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà áèñïèíîð ψ:

∂u

∂x0
=

∂u

∂x3
,

∂u

∂x1
= 0.Òîãäà áèñïèíîð

ψ =




1
1

−1
1


 e

mc
~
x2+f(x0+x3)+ig(x0+x3) (7)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà â îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Çäåñü

g(x0 + x3) è f(x0 + x3) � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå �óíêöèè.Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî (7) îïèñûâàåò ñïèíîðíîãîäóõà òîëüêî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà g(x0 + x3) = const ∈ IR.Âîçüìåì ðåøåíèå äëÿ ðåàëüíîé âîëíû â âèäå:
ψ =




1
1

−1
1


 e

mc
~
x2+i(x0+x3), (8)à äëÿ ñïèíîðíîãî äóõà ïîëîæèì

θ =




1
1

−1
1


 e

mc
~
x2

. (9)Êàê (8) òàê è (9) èìåþò ñëåäóþùèé 4-âåêòîð äèðàêîâñêîãî òîêà:
j(k) = (4e

mc
~
x2

, 0, 0,−4e
mc
~
x2

).
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�èñ. 1. Èíòåíñèâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïðèèíòåð�åðåíöèè ñïèíîðíîãî äóõà è ðåàëüíîé ÷àñòèöû â òî÷êå 8e2
mc

~
x2

= 1, x0 = 0Òàê êàê îáà ðåøåíèÿ èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè è îäèíàêî-âîå íàïðàâëåíèå òîêà, òî ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü èõ ðåçóëüòèðóþùóþ âîëíó ïðèñòîëêíîâåíèè ýòèõ ÷àñòèö. Íàéäåì êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ðå-çóëüòèðóþùåé âîëíû ψ + θ. Èìååì
|ψ + θ|2 = (ψ + θ)∗(ψ + θ) = 8e2

mc
~
x2

(1 + cos(x0 + x3)). (10)Ïðè �èêñèðîâàííûõ x0 è x2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ èíòåð�åðåíöèîííóþ êàðòèíó(ñì. ðèñ.1). Òàêèì îáðàçîì, ìû íàáëþäàåì ý��åêò èíòåð�åðåíöèè òåíåâîé èðåàëüíîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Åùå îäèí âàðèàíò âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíûõâñåëåííûõ.2.3. Èíòåð�åðåíöèÿ íà äâóõ ùåëÿõ è ñïèíîðíûå äóõèÒîëüêî ÷òî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïèíîðíûå äóõè è èñòèííûå ñïèíîðíûå âîëíûìîãóò ïî-ðàçíîìó âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì. Ïðè÷åì ïðîÿâëåíèÿ òàêèõâçàèìîäåéñòâèé ðåàëüíî äîëæíû áûòü íàáëþäàåìû. È âñå-òàêè õîòåëîñü áû ïî-äðîáíåé èññëåäîâàòü âîïðîñ î âëèÿíèè ñïèíîðíûõ äóõîâ íà èíòåð�åðåíöèîííóþêàðòèíó â ýêñïåðèìåíòå ñ äâóìÿ ùåëÿìè (ñì. ðèñ.2).Â íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå s, íà ýêðàíå B â òî÷êå
x óñòàíîâëåí äåòåêòîð, �èêñèðóþùèé ïîïàäàíèå ýëåêòðîíà â äàííóþ îáëàñòüýêðàíà. Íà ýêðàíå A ðàñïîëîæåíû äâå ùåëè a1 è a2, ñèììåòðè÷íûå îòíîñè-òåëüíî îñè S, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû. Íàñ èíòåðå-ñóåò ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö íà ýêðàíå B. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âëèÿíèåíà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ÷àñòèöàìè, áóäåì èñïóñêàòüýëåêòðîíû ïî-îäíîìó è ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì èíòåðâàëîì ìåæäó äâóìÿ èçëó-÷åíèÿìè. Êàê èçâåñòíî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà òàêàÿ æå,êàê è ïðè èçëó÷åíèè ïîòîêà ýëåêòðîíîâ.Ïóñòü ψ1 è ψ2 � àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ýëåêòðîíà, ïðî-øåäøåãî ÷åðåç ùåëü a1 è a2. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ðåçóëüòèðóþùåéâîëíû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì |ψ1 + ψ2|2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìû íà-áëþäàåì èíòåð�åðåíöèþ, ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó ùåëÿìè a1 è a2 è ýêðàíàìè A
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�èñ. 2. Îïûò ïî èíòåð�åðåíöèè íà äâóõ ùåëÿõè B, à òàêæå ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ òàêîâû, ÷òî íà ýêðàíå B íàáëþäàåòñÿ ÷åðåäî-âàíèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ.Ïóñòü òåïåðü θ1 � òåíåâîé ýëåêòðîí, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ùåëü a1, à θ2 � òåíåâîéýëåêòðîí, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ùåëü a2. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿòåíåâûõ ýëåêòðîíîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ñèëó òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíîïðåäïîëîæåíèå òîæäåñòâåííîñòè òåíåâûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé è ñîîòâåòñòâóþùèõñïèíîðíûõ äóõîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ îòëè÷íîé îòíóëÿ âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè [6, 7℄. Áóäåì èñïîëüçî-âàòü èçâåñòíûå îáîçíà÷åíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïóñòü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèèýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â òî÷êå y, òîãäà ïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè |y〉.Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â òî÷êå y, òîïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè 〈y|. Ïðè ýòîì òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òîñèìâîë 〈 | 〉 îçíà÷àåò ðåçóëüòèðóþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â õîäå ýêñïåðèìåíòà,à ñèìâîëû 〈 | 〉ψ è 〈 | 〉θ � ñîîòâåòñòâåííî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðåàëüíîãî ñïèíîðíîãîïîëÿ ψ è ñïèíîðíîãî äóõà θ. Â ðàññìîòðåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ψ1 = 〈x|a1〉ψ1

〈a1|s〉ψ1
, (11)

ψ2 = 〈x|a2〉ψ2
〈a2|s〉ψ2

, (12)
θ1 = 〈x|a1〉θ1〈a1|s〉θ1 , (13)
θ2 = 〈x|a2〉θ2〈a2|s〉θ2 . (14)Òîãäà ñîñòîÿíèå

〈x|s〉1 = 〈x|a1〉ψ1
〈a1|s〉ψ1

+ 〈x|a2〉ψ2
〈a2|s〉ψ2

(15)îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè |ψ1 + ψ2|2 òîãî, ÷òî ðåàëüíàÿ ÷àñòèöàïîïàäåò èç òî÷êè s â òî÷êó x, ïðîéäÿ ëèáî ÷åðåç ùåëü a1, ëèáî ÷åðåç ùåëü
a2. Ïðè ýòîì íåèçâåñòíî ÷åðåç êàêóþ èìåííî ùåëü ïðîøëà ÷àñòèöà è òàêæå
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�èñ. 3. Èíòåð�åðåíöèÿ íà äâóõ ùåëÿõ ñ òåìíûì öåíòðîìíå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå òåíåâûõ ÷àñòèö íà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â íåêîòîðîéòî÷êå ïðîñòðàíñòâà ðåàëüíîé ÷àñòèöû.Âû÷èñëèì ñîñòîÿíèå 〈x|s〉2, îïðåäåëÿþùåå èíòåíñèâíîñòü ïîïàäàíèÿ ðåàëü-íîãî ýëåêòðîíà íà ýêðàí B èç èçëó÷àþùåãî óñòðîéñòâà s è ó÷èòûâàþùåå âçàè-ìîäåéñòâèå ðåàëüíûõ è òåíåâûõ ÷àñòèö â ñëó÷àå, êîãäà ìû íå ìîæåì çíàòü, ÷å-ðåç êàêóþ ùåëü ïðîøëè ýëåêòðîí è òåíåâîé ýëåêòðîí. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà â õîäå ýêñïåðèìåíòà â ñèëó òîãî, ÷òî ëèáî òåíåâîéýëåêòðîí è ðåàëüíûé ýëåêòðîí ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå ùåëü, ëèáî ÷åðåçðàçíûå ùåëè. Èòàê, ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 〈a1|s〉θ2 , 〈a2|s〉θ1 , 〈a1|s〉ψ2
è

〈a2|s〉ψ1
íåâîçìîæíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ψi è θi 3, ïîëó÷àåì:

〈x|s〉2 = 〈x|a1〉ψ1
〈a1|s〉ψ1

〈x|a1〉θ1〈a1|s〉θ1 + 〈x|a2〉ψ2
〈a2|s〉ψ2

〈x|a2〉θ2〈a2|s〉θ2+

+〈x|a1〉ψ1
〈a1|s〉ψ1

〈x|a2〉θ2〈a2|s〉θ2 + 〈x|a2〉ψ2
〈a2|s〉ψ2

〈x|a1〉θ1〈a1|s〉θ1 . (16)Â èòîãå, èñïîëüçóÿ (11) � (14), íàõîäèì:
|〈x|s〉2|

2 = |ψ1θ1 + ψ1θ2 + ψ2θ1 + ψ2θ2|2 = |ψ1 + ψ2|2 · |θ1 + θ2|2. (17)Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî òåíåâûå ýëåêòðîíû äåéñòâèòåëüíî âëèÿþòíà ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö íà ýêðàíå B, ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå èíòåð�åðåíöèîí-íîé êàðòèíû â ñëó÷àå ó÷åòà ýòîãî âëèÿíèÿ, ò.å. ìû äîëæíû ïîêàçàòü íàëè÷èå÷åðåäîâàíèÿ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì(17), êàê �óíêöèè, çàâèñÿùåé îò òî÷êè x ýêðàíà B.Òàê êàê ìû ïîëàãàåì, ÷òî èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ, òî äëÿ�óíêöèè |ψ1 + ψ2|2, ÿâëÿþùåéñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ âûðàæåíèÿ (15) è îïðåäå-ëÿþùåé èíòåíñèâíîñòü ïîïàäàíèÿ ýëåêòðîíà íà ýêðàí B, ïðîèñõîäèò ÷åðåäîâà-íèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà�èê áóäåò3Â äàííîì ñëó÷àå i = 1, 2.
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�èñ. 4. Èíòåð�åðåíöèÿ íà äâóõ ùåëÿõ ñî ñâåòëûì öåíòðîìêà÷åñòâåííî ïîäîáåí îäíîìó èç ãðà�èêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà (ðèñ. 3,4). Êàêèçâåñòíî, â ñëó÷àå, êîãäà ìû ïðîïóñêàåì ïîòîê ýëåêòðîíîâ ÷åðåç îäíó ùåëü,òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ýëåêòðîíà íà ýêðàí B îïðåäåëÿåòñÿ ãàóññîâûì íîð-ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå �óíêöèè ψ1 è
ψ2 äîëæíû èìåòü âèä 4:

ψ1 = u · e−A(x+d)2+iα(x), ψ2 = u · e−A(x−d)2+iβ(x), (18)ïðè ýòîì u∗u 6= 0, u � áèñïèíîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-íûå ÷èñëà, A 6= 0 è íå çàâèñèò îò x, à α(x), β(x) òàêèå, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿñóììû �óíêöèé (18) ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäåíèþ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû(ðèñ. 3,4). Êðîìå ýòîãî, d ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ùåëÿìè.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàê êàê òåíåâûå ÷àñòèöû, âëèÿþùèå íà èíòåð�åðåíöè-îííóþ êàðòèíó, îïðåäåëÿþòñÿ Äîé÷åì êàê ÷àñòèöû â ïàðàëëåëüíûõ âñåëåííûõ,ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûõ íàøåé, òî θ1 äîëæíà èìåòü òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå,êàê è ψ1, à θ2 ñîîòâåòñòâåííî òàêîå æå, êàê ψ2. Òîãäà, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòûòåîðåìû 1, ìû ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíû ïîëîæèòü, ÷òî
θ1 = u · e−A(x+d)2+i·c1 , θ2 = u · e−A(x−d)2+i·c2 , (19)

ci ∈ IR. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè d äîñòàòî÷íî ìàëî, ãðà�èê ñîîòâåòñòâóþùåé�óíêöèè |θ1 + θ2|2 ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ èíòåð�åðåíöèè (ðèñ.5).4Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé (17),ìû äîëæíû ïðåäïîëàãàòü è íàëè÷èå ÷åðåäîâàíèÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ äëÿ �óíêöèè
|ψ1 + ψ2|2, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó (15), íå ó÷èòûâàþùåìó âëèÿíèå òåíåâûõ ÷àñòèöíà èíòåð�åðåíöèîííóþ êàðòèíó. Ïîñêîëüêó åñëè ãèïîòåçà òåíåâûõ ÷àñòèö âåðíà, òî â ïðèáëè-æåíèè, ò.å. áåç ó÷åòà òåíåâûõ ÷àñòèö, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñóùåñòâóþùåå ðàíåå îáúÿñíåíèåèíòåð�åðåíöèè êâàíòîâûõ ÷àñòèö. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |ψ1 + ψ2|2 èìååò îïèñàííûé âûøå âèä.Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå (18) àìïëèòóä ψ1 è ψ2 â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òåíåâûõ ÷àñòèö êîð-ðåêòíî.
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�èñ. 5. Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè θ1 + θ2 â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàññòîÿíèÿ 2d ìåæäóùåëÿìè äëÿ íàáëþäåíèÿ èíòåð�åðåíöèè èìååò îäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèéÏîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî ó ãðà�èêà �óíêöèè (17) ïðîèñõîäèò ÷åðåäîâàíèåìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ è �óíêöèÿ
|ψ1 + ψ2|2 èìåþò ìèíèìóìû â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ, òàê êàê â ñèëó (19) �óíê-öèÿ |θ1 + θ2|2 íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì, ÷òî â ñëó÷àå îáú-ÿñíåíèÿ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû ñòîëêíîâåíèåì ðåàëüíûõ è òåíåâûõ ýëåê-òðîíîâ [2℄ èíòåð�åðåíöèÿ äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ, åñëè ìû îòîæäåñòâëÿåìòåíåâûå ýëåêòðîíû ñ ýëåêòðîííûìè äóõàìè.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå òåîðèè òåíåâûõ ÷àñòèö Äîé-÷à â îïûòå ñ äâóìÿ ùåëÿìè èíòåð�åðåíöèÿ ïî-ïðåæíåìó íàáëþäàåòñÿ, åñëèìû îòîæäåñòâèì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîðíûìè äóõàìè. Ïðè ýòîìòî÷êè ìèíèìóìîâ èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû ñ ó÷åòîì òåíåâûõ ÷àñòèö è èí-òåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû áåç ó÷åòà ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîâïàäàþò. Íî ñî-îòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè èìåþò ëèøü êà÷åñòâåííîå ðàâåíñòâî! Òî÷íåå ãîâîðÿ,ìàêñèìóìû �óíêöèé |ψ1 + ψ2|2 è |ψ1 + ψ2|2 · |θ1 + θ2|2 ðàçëè÷íû.2.4. Âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêèÂûøå íàìè áûë ðàññìîòðåí îïûò ïî èíòåð�åðåíöèè íà äâóõ ùåëÿõ (ðèñ.2),ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàëè âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòèö Äîé÷à. Íî â ñîîò-âåòñòâóþùåì ýêñïåðèìåíòå (ðèñ.2) ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî çà ýêðàí A ïîïàäàåòòîëüêî îäèí òåíåâîé ýëåêòðîí. Íî çà ýêðàí A ìîæåò ïîïàñòü è áîëüøåå êî-ëè÷åñòâî òåíåâûõ ýëåêòðîíîâ. Êàê òîãäà áóäåò âûãëÿäåòü èíòåð�åðåíöèîííàÿêàðòèíà? Çàìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâîòåíåâûõ ýëåêòðîíîâ, ïðîøåäøèõ ÷åðåç ýêðàí A, â ñèëó èõ ñâîéñòâ.Ïóñòü òåïåðü êðîìå ðåàëüíîãî ýëåêòðîíà, îïðåäåëÿåìîãî ÷åðåç âîëíîâûå�óíêöèè ψ1 è ψ2, ÷åðåç ùåëè a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî ïðîøëî n òåíåâûõ ýëåêòðî-íîâ, õàðàêòåðèçóåìûõ àìïëèòóäàìè {θ(m)

1

} è {θ(m)
2

}, ãäå m = 1, n. Ïðè ýòîì ψ1è ψ2 èìåþò âèä (18), à {θ(m)
1

} è {θ(m)
2

} îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (19), â êîòî-ðîì ∀ m = 1, n ci = cmi . Òîãäà äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòèïîïàäàíèÿ ýëåêòðîíà â òî÷êó x ýêðàíà B àíàëîãè÷íî �îðìóëå (16) ïîëó÷èì
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〈x|s〉2 =

(
ψ1θ

(1)
1 · ... · θ(n)

1 + ψ1θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 θ
(n)
2 + ψ1θ

(1)
1 · ... · θ(n−2)

1 θ
(n−1)
2 θ

(n)
1 +

+ψ1θ
(1)
1 · ... · θ(n−2)

1 θ
(n−1)
2 θ

(n)
2 + ...+ ψ2θ

(1)
1 · ... · θ(n)

1 + ...
)
. (20)Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû â (20) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈x|s〉2 =
(
ψ1θ

(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ψ1θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

2 + ...+ ψ2θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ...
)
θ

(n)
1 +

+
(
ψ1θ

(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ψ1θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

2 + ...+ ψ2θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ...
)
θ

(n)
2 .Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

〈x|s〉2 =
(
ψ1θ

(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ψ1θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

2 + ...+ ψ2θ
(1)
1 · ... · θ(n−1)

1 + ...

...+ ψ2θ
(1)
2 · ... · θ(n−1)

2

)(
θ

(n)
1 + θ

(n)
2

)
. (21)Â ðåçóëüòàòå, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ âûðàæå-íèÿ (21), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå èíòåíñèâíîñòü ïîïà-äàíèÿ ýëåêòðîíà íà ýêðàí B:

|〈x|s〉2|
2 = |ψ1 + ψ2|2 ·

n∏

i=1

|θ(i)
1 + θ

(i)
2 |2, (22)ãäå n � êîëè÷åñòâî òåíåâûõ ÷àñòèö, ïðîøåäøèõ ÷åðåç ùåëè çà ýêðàí A.Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ âèä �óíêöèé θ

(i)
1 è θ

(i)
2 , óêàçàííûé âûøå, ìû ïîëó÷àåì,÷òî äëÿ ëþáîãî i �óíêöèè |θ(i)

1 + θ
(i)
2 | îïðåäåëÿþòñÿ ãðà�èêàìè, êà÷åñòâåííîïîäîáíûìè ãðà�èêàì, ïðåäñòàâëåííûì íà (ðèñ.5). À ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó,÷òî (22) îïèñûâàåò íåêîòîðóþ èíòåð�åðåíöèîííóþ êàðòèíó, ò.å. åñëè ìû ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî çà ýêðàí A ïðîõîäèò áîëåå îäíîé òåíåâîé ÷àñòèöû, òî íà ýêðàíå

B ïî-ïðåæíåìó áóäåì �èêñèðîâàòü ÷åðåäîâàíèå ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ, ñî-îòâåòñòâóþùåå íàáëþäåíèþ èíòåð�åðåíöèè. Áîëåå òîãî, íåçàâèñèìî îò êîëè÷å-ñòâà òåíåâûõ ÷àñòèö, îêàçàâøèõ âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà, ìèíèìóìûñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé îñòàþòñÿ â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ.Ïîñìîòðèì íà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òî÷êè çðåíèÿ èìåþùèõñÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ äàííûõ. Âî âñåõ îïûòàõ, ñâÿçàííûõ ñ èíòåð�åðåíöèåé êâàíòîâûõ÷àñòèö, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èíòåíñèâíîñòü ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ íà ýêðàíå B ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèè |ψ1 + ψ2|2, óìíî-æåííîé íà êîý��èöèåíò ïîäîáèÿ. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî �óíêöèÿ |ψ1 + ψ2|2äîëæíà ÿâëÿòüñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó À. Ê. �óö ïðåäëîæèë ñâÿ-çàòü óìíîæåíèå íà ïðîèçâåäåíèå
n∏

i=1

|θ(i)
1 + θ

(i)
2 |2 (23)
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�èñ. 6. Ïðåäñòàâëåíû à) êëàññè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò, á) ïðåäëàãàåìûé ýêñïåðèìåíòñ óìíîæåíèåì íà êîý��èöèåíò ïîäîáèÿ. Êàæäûé íîâûé òåíåâîé ýëåêòðîí áó-äåò äîáàâëÿòü ñâîé êîý��èöèåíò, êîòîðûé áîëüøå íóëÿ. Åñëè â (23) âñòðåòÿòñÿâçàèìîîáðàòíûå êîý��èöèåíòû, òî èõ âëèÿíèå àííóëèðóåòñÿ. Ïîýòîìó êîãäàìû ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìíîãî òåíåâûõ ÷àñòèö, ò.å. ïîëîæèì n = ∞, òîìíîæèòåëü (23) îêàæåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå è ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì ðàâåíñòâîèíòåíñèâíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà òåíåâûõ ÷àñòèö.Òîëüêî äåëî â òîì, ÷òî ùåëè èìåþò êîíå÷íûé ðàçìåð è ýëåêòðîíû òàêæå äîëæ-íû îáëàäàòü íåêîòîðûì êîíå÷íûì ðàçìåðîì. Ïîýòîìó íà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåí-òà ìîæåò ïîâëèÿòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òåíåâûõ ýëåêòðîíîâ, ò.å. n 6= ∞. ×òîìû è íàáëþäàåì â ýêñïåðèìåíòå: êîý��èöèåíò ïîäîáèÿ èìååò ðàçíûå çíà÷åíèÿ.Ìîæåì ëè ìû èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðîâåðèòü ñó-ùåñòâîâàíèå òåíåâûõ ÷àñòèö? Òàêàÿ âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî äîñòà-òî÷íî íàó÷èòüñÿ êîíòðîëèðîâàòü êîëè÷åñòâî òåíåâûõ ýëåêòðîíîâ, âëèÿþùèõ íàðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íå ìîæåì íèêàêèìèïðèáîðàìè çà�èêñèðîâàòü ÷àñòèöó Äîé÷à. Íî ýòî ìîæíî îáîéòè ñëåäóþùèìîáðàçîì.Â äåéñòâèòåëüíîñòè íàì íåîáÿçàòåëüíî çíàòü, ñêîëüêî òåíåâûõ ÷àñòèö ïðî-øëî ÷åðåç ùåëè a1 è a2. Âñïîìíèì ïðî îäèí èç ýêñïåðèìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ,÷åðåç êàêóþ èç äâóõ ùåëåé ïðîøåë ýëåêòðîí (ðèñ.6à). Äëÿ ýòîãî ìåæäó ýêðàíà-ìè A è B, êàê ìîæíî áëèæå ê ýêðàíó A, ïóñêàëè ïîòîê �îòîíîâ; âîçëå êîòîðîéèç ùåëåé îáíàðóæèâàåòñÿ ðàññåèâàíèå ñâåòà � òàì è ïðîøåë ýëåêòðîí. Â ðå-çóëüòàòå ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà èíòåð�åðåíöèîííàÿ êàðòèíà íå íàáëþäàëàñü.Ïîñìîòðèì íà ýòîò ýêñïåðèìåíò ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òåíåâûõ ÷àñòèö.�åàëüíûé ýëåêòðîí âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîòîêîì �îòîíîâ, íî è òåíåâîé ýëåêòðîíòàê æå âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîòîêîì òåíåâûõ �îòîíîâ, â ðåçóëüòàòå òåíåâîé ýëåê-òðîí îòêëîíèòñÿ îò ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ òàê æå, êàê è ðåàëüíûé.Ñòîëêíîâåíèå ðåàëüíîé è òåíåâîé ÷àñòèö, âîçìîæíîå â ýêñïåðèìåíòå áåç �îòî-íîâ, ìîæåò íå ïðîèçîéòè ïðè èñïóñêàíèè ïîòîêà �îòîíîâ. Ïðè ýòîì ÷åì áëèæå



156 Å.Â. Ïàëåøåâà. Âêëàä ñïèíîðíûõ äóõîâ â èíòåð�åðåíöèþ...ïîòîê �îòîíîâ ê ýêðàíó A, òåì ìåíüøå òåíåâûõ ÷àñòèö, âåðîÿòíî, âëèÿåò íàäâèæåíèå ðåàëüíîãî ýëåêòðîíà. Èç ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ìû çàêëþ÷àåì,÷òî, âåðîÿòíî, ñ ïîìîùüþ ïîòîêà �îòîíîâ ìîæíî êàêèì-òî îáðàçîì êîíòðîëè-ðîâàòü êîëè÷åñòâî òåíåâûõ ÷àñòèö, âëèÿþùèõ íà èíòåð�åðåíöèþ.Ïîïðîáóåì òåïåðü ïîòîê �îòîíîâ ïîìåñòèòü ïåðåä ýêðàíîì A (ðèñ.6á). Âîç-ìîæíî, ÷òî íåêîòîðûé ñäâèã âïðàâî ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòîêà âûçîâåò óìåíü-øåíèå êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, ïðîøåäøèõ ñêâîçü ùåëè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñêà-æåòñÿ íà óìåíüøåíèè ðàçíèöû çíà÷åíèé äâóõ ñîñåäíèõ ìàêñèìóìîâ. Åñëè âïðåäëàãàåìîì ýêñïåðèìåíòå áóäåò çà�èêñèðîâàí îïèñàííûé ý��åêò, òî ìîæíîãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè òåíåâûõ ÷àñòèö. Çàìåòèì, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäàïîòîê �îòîíîâ áóäåò íàõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî îò ýêðàíà A äëÿ òîãî, ÷òîáûìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷åðåç êàêóþ èç äâóõ ùåëåé ïðîøåë ðåàëüíûé ýëåêòðîí,âëèÿíèå òåíåâûõ ÷àñòèö ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòñÿ è èíòåð�åðåíöèÿ íå áóäåòíàáëþäàòüñÿ. Ïðè ýòîì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíóþèí�îðìàöèþ î ïóòè ðåàëüíîãî ýëåêòðîíà, àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè óæå áóäåòóäîâëåòâîðÿòü íå ñîîòíîøåíèþ (22), à ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:
|〈x|s〉2|

2 =
(
|ψ1|2 + |ψ2|2

)
·
n∏

i=1

|θ(i)
1 + θ

(i)
2 |2. (24)Èòàê, ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò â èçó÷åíèè èíòåð�åðåíöè-îííîé êàðòèíû ïðè äâèæåíèè òî÷êè èñïóñêàíèÿ ïîòîêà �îòîíîâ âäîëü îñè S(ðèñ.6á).Êðîìå ïðåäñòàâëåííîãî âûøå ýêñïåðèìåíòà, ìîæíî ïðèâåñòè åùå îäèí ýêñ-ïåðèìåíò, ïðåäëîæåííûé Ì. Ñ. Øàïîâàëîâîé. Ïðåäëàãàåòñÿ âëèÿòü íà êîëè-÷åñòâî òåíåâûõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ â õîäå ýêñïåðèìåíòà ñ ðåàëüíû-ìè ÷àñòèöàìè, ïðè ïîìîùè èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ùåëåé: ÷åì ìåíüøå ùåëè, òåììåíüøå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö Äîé÷à ïîâëèÿþò íà íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå. Ïðàâäà,â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ |ψ1 + ψ2|2 òàêæå áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Íî, íà íàø âçãëÿä,èç ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î âçàè-ìîäåéñòâèè ðåàëüíûõ è òåíåâûõ ÷àñòèö.Çàêëþ÷åíèåÊîãäà ìû íå â ñîñòîÿíèè îáúÿñíèòü íàáëþäàåìîå �èçè÷åñêîå ÿâëåíèå íà îñíîâåñóùåñòâóþùèõ òåîðèé, íåîáõîäèìî ïîÿâëåíèå íîâûõ èäåé, èíîãäà çíà÷èòåëüíîîòëè÷àþùèõñÿ îò ñòàðûõ. Òàê â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà áûëà ñîçäàíà òåîðèÿîòíîñèòåëüíîñòè, ðàçðåøèâøàÿ ðÿä ïðîòèâîðå÷èé, âîçíèêøèõ â �èçèêå. Ñóùå-ñòâóþùàÿ ñåé÷àñ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ íå â ñîñòîÿíèè äî êîíöà îáúÿñíèòü íåêî-òîðûå ÿâëåíèÿ � îäíî èç íèõ ÿâëåíèå èíòåð�åðåíöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíàòåîðèÿ, íàèáîëåå ïîëíî îáúÿñíÿþùàÿ ïîÿâëåíèÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ âíàáëþäàåìîé èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíå. Òåíåâûå ÷àñòèöû Äîé÷à äàþò íàìâîçìîæíîñòü òî÷íåå ïîíÿòü ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ èíòåð�åðåíöèåé êâàíòîâûõ÷àñòèö. Â äàííîé ðàáîòå è â [3,4,6,7℄ áûë ñäåëàí øàã ê �îðìàëüíîìó îïðåäåëå-íèþ ÷àñòèö Äîé÷à, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëü-íûì äàííûì â îáëàñòè èíòåð�åðåíöèè. Êðîìå ýòîãî â [3,4℄ îïðåäåëåíû òåíåâûå



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 157�îòîíû. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàâøåå ðàíåå îáúÿñíåíèå ïðèðîäû èíòåð�åðåí-öèè, îñíîâàííîå íà âëèÿíèè èçìåðåíèÿ íà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà, â äåéñòâè-òåëüíîñòè íåÿâíî ó÷èòûâàåò òåíåâûå ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó, ïðîâîäÿ íåêîòîðîåèçìåðåíèå, ìû âëèÿåì íà äâèæåíèå òåíåâûõ ÷àñòèö ¾òåíåâûìè èçìåðåíèÿìè¿,÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, è îòðàæàåòñÿ íà ïîëó÷àåìûõ íàìè ðåçóëüòàòàõ. Êàêîåèç îáúÿñíåíèé íàèáîëåå òî÷íî, ìîæåò óêàçàòü ëèøü ýêñïåðèìåíò. Ñóùåñòâîâà-íèå ÷àñòèö Äîé÷à îïèðàåòñÿ íà èíîå âîñïðèÿòèå �èçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè. Íåîäíà âñåëåííàÿ, à ìóëüòèâåðñ �óöà-Äîé÷à [3, 4℄ äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-âàíèÿ òåíåâûõ ÷àñòèö. Ïðèçíàíèå ìíîæåñòâåííîñòè ðàçëè÷íûõ âñåëåííûõ òðå-áóåò ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ñëîæèâøèõñÿ âçãëÿäîâ, ¾ñåé÷àñ ìû îáëàäàåìíåñêîëüêèìè ÷ðåçâû÷àéíî ãëóáîêèìè òåîðèÿìè î ñòðóêòóðå ðåàëüíîñòè, ãëàâ-íûì îáðàçîì áëàãîäàðÿ ðÿäó ýêñòðàîðäèíàðíûõ íàó÷íûõ îòêðûòèé. Åñëè ìûõîòèì ïîíÿòü ìèð íå ïîâåðõíîñòíî, à áîëåå ãëóáîêî, íàì ïîìîãóò ýòè òåîðèèè ðàçóì, à íå íàøè ïðåäðàññóäêè, ïðèîáðåòåííûå ìíåíèÿ è äàæå íå çäðàâûéñìûñë¿ [2℄. Íàéäåííûå ñïèíîðíûå äóõè îáëàäàþò â íåêîòîðîé ìåðå ýêçîòè÷å-ñêèì ñâîéñòâîì çàíóëåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ÷òî ðàíåå îçíà÷àëî îò-ñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ïîëåé. Íî îíè ñóùåñòâóþò â ñèëó íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòèïîÿâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Èìåííî ýòî è ïîñëóæèëî ïîâîäîì ê ïîÿâëåíèþ ãè-ïîòåçû òîæäåñòâåííîñòè ñïèíîðíûõ äóõîâ è òåíåâûõ ñïèíîðíûõ ïîëåé [6, 7℄.Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîñòàðàëèñü ïðèäàòü ýòîé ãèïîòåçå íåêîòîðîå îáîñíîâàíèå.Â ñâåòå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òîïîêà íå âèäíî îñíîâàíèé äëÿ îïðîâåðæåíèÿ âûäâèíóòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.Ëèòåðàòóðà1. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ. Ì.: Íàóêà, 1988.2. Äîé÷ Ä. Ñòðóêòóðà ðåàëüíîñòè. Èæåâñê: ÍÈÖ ¾�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíà-ìèêà¿, 2001.3. �óö À.Ê. Òåîðåòèêî-òîïîñíàÿ ìîäåëü ìóëüòèâåðñà Äîé÷à // Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå / Ïîä ðåä. À.Ê. �óöà. Îìñê: Îì�Ó. 2001. Âûï.8. Ñ.76�90.4. Guts A.K. Topos-theoreti
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2002, âûï. 9, ñ. 158�167 ÓÄÊ 681.3Î ÏÀÊÅÒÅ Ï�Î��ÀÌÌ ÍÅÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÎÉÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈÒ.Á. Áèãèëüäååâà, Â.Â. ÒàðêàåâIn the arti
le the 
omplex of the nondifferential optimization programs in
ludingspe
ial means of maintenan
e of input-output of the data and visualization ofoptimization pro
ess is 
onsidered. These features of the software pa
kagemake its 
onvenient as by development both resear
h of new algorithms andmethods of optimization, and with use it in edu
ational pro
ess.ÂâåäåíèåÂ ×åëÿáèíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ñ íà÷àëà äåâÿíîñòûõ ãîäîâ ïîäðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà Â.Ä.Áàòóõòèíà ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿíåãëàäêèõ è ðàçðûâíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèè àïïðî-êñèìàöèîííîãî ãðàäèåíòà [1℄. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â ïðîãðàììè-ðîâàíèè ðàçðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìîâ è ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Îäíàêî ïî÷òè ñðàçó ïðîãðàììèñò
êàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà ñóùåñòâåííî øè-ðå - íàðÿäó ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëà íà÷àòà ðàçðàáîòêàíàáîðà ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü èìåþùèåñÿ íàðàáîòêè ñðàçó â íåñ-êîëüêèõ òåñíî ñâÿçàííûõ îáëàñòÿõ íàó÷íîé è ïðåïîäàâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.À èìåííî:1) èñïîëüçîâàíèå ïðè ðàçðàáîòêå è òåñòèðîâàíèè íîâûõ àëãîðèòìîâ;2) èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷;3) èëëþñòðèðîâàíèå âûñòóïëåíèé, ïîñâÿùåííûõ èçëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ ðå-çóëüòàòîâ;4) ðàçðàáîòêà èëëþñòðàòèâíî-îáó÷àþùèõ ïðîãðàìì ïî êóðñó ¾ìåòîäû îï-òèìèçàöèè¿;5) èñïîëüçîâàíèå ñòóäåíòàìè â õîäå ïîäãîòîâêè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðà-áîò ïî ðîäñòâåííîé ïðîáëåìàòèêå.Â ðåçóëüòàòå áûë ðàçðàáîòàí îïèñûâàåìûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ : ¾Ïàêåòïðîãðàìì íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè¿. Íåîäíîêðàòíî îí áûë èñïîëü-çîâàí äëÿ èëëþñòðèðîâàíèÿ âûñòóïëåíèé íà ìåæäóíàðîäíûõ ñåìèíàðàõ ïî íå-äè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò îí óñòàíîâëåí âëîêàëüíîé ñåòè ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ×åë�Ó è áûë èñïîëüçîâàí óæåïðè ïîäãîòîâêå áîëåå ÷åì äâàäöàòè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò. Íî, ðàçóìå-åòñÿ, íàèáîëåå âàæíîå åãî èñïîëüçîâàíèå - ýòî ðàçðàáîòêà è òåñòèðîâàíèå íîâûõâû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1591. Öåëè ðàçðàáîòêè è îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïàêåòàÏðè ðàçðàáîòêå îïèñûâàåìîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðåñëåäîâàëèñü ñëåäó-þùèå öåëè:1. Ìàêñèìàëüíîå óïðîùåíèå äëÿ èññëåäîâàòåëÿ ñàìîãî ïðîöåññà ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ è òåñòîâûõ çàäà÷ áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèàëèçèðî-âàííûõ áèáëèîòåê.2. Íàëè÷èå óäîáíûõ ñðåäñòâ ââîäà/âûâîäà äàííûõ.3. Íàëè÷èå ñðåäñòâ âèçóàëèçàöèè õîäà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.4. Âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ èí�îðìàöèè î õîäå è ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëèòåëü-íîãî ïðîöåññà.5. Íàëè÷èå áèáëèîòåê çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñ ìàêñè-ìàëüíî óïðîùåííûì äîñòóïîì ê íèì.6. Ïîääåðæêà êîëëåêòèâíîé ðàáîòû.7. Íàëè÷èå ñðåäñòâ, îáëåã÷àþùèõ ðåàëèçàöèþ èëëþñòðàòèâíûõ ïðîãðàìì,ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé çàðàíåå ïîäãîòîâëåííûé íàáîð âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ, ñ âîçìîæíîñòüþ èíòåðàêòèâíîãî èçìåíåíèÿ ðÿäà ïàðàìåòðîâ è îòîá-ðàæåíèåì ïîÿñíÿþùèõ òåêñòîâ.8. Íàëè÷èå íåòðóäîåìêîé òåõíîëîãèè ýêñïîðòà/èìïîðòà àëãîðèòìîâ è çàäà÷îïòèìèçàöèè íà óðîâíå èñõîäíîãî òåêñòà.�àçðàáîò÷èêè îïèñûâàåìîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðåæäå âñåãî îðèåí-òèðîâàëèñü íà ïîòðåáíîñòè âûíóæäåííîãî ïðîãðàììèðîâàòü ìàòåìàòèêà-èññëå-äîâàòåëÿ è íà ðîäñòâåííûå èì ïîòðåáíîñòè ñòóäåíòà, ïðîãðàììèðóþùåãî â õîäåâûïîëíåíèÿ êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðè ðàçðà-áîòêå ñòðóêòóðû ïàêåòà è òåõíîëîãèè åãî èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëÿþùèì áûëîñòðåìëåíèå, âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ñòàäèþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ àë-ãîðèòìà, îáåñïå÷èâ, îäíàêî, âî-âòîðûõ, ìàêñèìóì óäîáñòâ íà ñòàäèè òåñòèðîâà-íèÿ ïðîãðàììû è àïðîáàöèè àëãîðèòìà. ßñíî, ÷òî îäíîâðåìåííîå äîñòèæåíèåäâóõ ýòèõ öåëåé âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íî æåñòêîé ñòàíäàðòèçà-öèè ïîääåðæèâàåìûõ òèïîâ çàäà÷. Ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü îñòàâ-ëåíà âîçìîæíîñòü âûõîäà çà ðàìêè ýòîãî ñòàíäàðòà, ïëàòîé çà ýòî ÿâëÿåòñÿïîâûøåíèå ñëîæíîñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Â ñëó÷àå ïàêåòà ïðîãðàìì íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè òàêèì ñòàí-äàðòîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, ðåàëèçóþùèé ðåøåíèå çàäà÷è áåç-óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.Ïðè÷åì îí äîëæåí, âî-ïåðâûõ, áûòü èòåðàöèîííûì è, âî-âòîðûõ, äîïóñêàòüäåëåíèå íà òðè áëîêà: îïòèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ãëàâíûé ìåòîä è âñïîìîãà-òåëüíûé ìåòîä (ìîæåò îòñóòñòâîâàòü). Êàê ïðàâèëî, âñïîìîãàòåëüíûé ìåòîä -ýòî îäíîìåðíûé ìåòîä îïòèìèçàöèè, îñóùåñòâëÿþùèé âûáîð âåëè÷èíû øàãàïî îïðåäåëåííîìó ãëàâíûì ìåòîäîì íàïðàâëåíèþ.Äåëåíèå íà ëîãè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå áëîêè îáåñïå÷èâàåò âîç-ìîæíîñòü çàìåíû êàæäîãî èç íèõ íà ëþáîé äðóãîé áëîê, îòíîñÿùèéñÿ ê òîìóæå òèïó, è, êðîìå òîãî, óïðîùàåò èõ íåçàâèñèìóþ ðàçðàáîòêó. Òåì áîëåå, ÷òîêàæäûé èç òàêèõ áëîêîâ ðåàëèçóåòñÿ êàê îòäåëüíûé exe-�àéë.Íåìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé êàæäûé èç áëîêîâ àë-



160 Ò.Á. Áèãèëüäååâà, Â.Â. Òàðêàåâ. Î ïàêåòå ïðîãðàìì...ãîðèòìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî äâóì âûøå óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì, â ïàêåòå íå-äè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ñâåäåíà, ïî ñóòè äåëà, ê íåòðóäîåìêîìó çà-ïîëíåíèþ ñâîåîáðàçíîé ¾àíêåòû¿ ìåòîäà èëè çàäà÷è. Òðåáîâàíèÿ æå, ïðåäúÿâ-ëÿåìûå ê ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè, ñðîäíè ñòèëèñòè÷åñêèì. Ñîñòîÿòîíè â íåîáõîäèìîñòè íàïèñàíèÿ îïðåäåëåííûõ �óíêöèé ñ îïðåäåëåííûìè òè-ïàìè è èíòåðïðåòàöèåé ïàðàìåòðîâ è âîçâðàùàåìûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, äëÿçàäà÷è îïòèìèçàöèè ýòî ðàçäåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ �óíêöèé, âû÷èñëÿþùèõ ñàì�óíêöèîíàë è åãî ãðàäèåíò (åñëè òàêîâîé îïðåäåëåí) ñ ïðåäîïðåäåëåííûìèòèïàìè âîçâðàùàåìûõ âåëè÷èí è ïàðàìåòðîâ (ñì. ïðèìåð â ïóíêòå 2). Â ðå-àëèçàöèè ìåòîäà îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü �óíêöèÿ, âûïîëíÿþùàÿ î÷åðåäíóþèòåðàöèþ. Êðîìå òîãî, â êàæäîì ìîäóëå äîëæíà áûòü ðåàëèçîâàíà �óíêöèÿåãî èíèöèàëèçàöèè.�åàëèçàöèÿ ìåòîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ çàïóñêà â êà÷åñòâå ãëàâíûõ èâ êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ, ïî÷òè íè÷åì íå ðàçëè÷àåòñÿ, Âî âñÿêîì ñëó÷àå,ìåòîäû, íàïèñàííûå êàê âñïîìîãàòåëüíûå, ìîãóò çàïóñêàòüñÿ è êàê ãëàâíûå,÷òî, â ÷àñòíîñòè, óïðîùàåò èõ òåñòèðîâàíèå.Ïðîñòîòà èíòåãðàöèè â ïàêåò áëîêîâ, ñòàíäàðòíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàííîéñõåìû, äîñòèãàåòñÿ, åñòåñòâåííî, çà ñ÷åò ñòàíäàðòèçàöèè èõ èíòåð�åéñíîé ÷àñ-òè, òî åñòü íàáîðà �óíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ â íåêîòîðîì áëîêå è ïðåäíàçíà÷åí-íûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèìè áëîêàìè. Äëÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèèòàêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé è íåîáðåìåíèòåëüíîéäëÿ ïðîãðàììèðóþùåãî ìàòåìàòèêà. Íî ðàçðàáîòêà ÷åãî-òî ïîäîáíîãî äëÿ áî-ëåå øèðîêèõ êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àþùèõ, íàïðèìåð, ðå-øåíèå çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, îêàçàëàñü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîé, òàêêàê ïðèøëîñü áû ó÷åñòü ñëèøêîì ìíîãî âàðèàíòîâ, ÷òî ñâåëî áû óäîáñòâà êìèíèìóìó. Ïîýòîìó áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ïîéòè ïî ïóòè ðåàëèçàöèè ïðîñòûõâ èñïîëüçîâàíèè ñðåäñòâ êîíñòðóèðîâàíèÿ èíòåð�åéñîâ ñàìèì ïîëüçîâàòåëåìïàêåòà. Ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ �óíêöèÿ èç îäíîãî áëîêà ìîæåò áûòü ¾îáúÿâëåíà¿ãëîáàëüíîé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü åå âûçîâà èç äðóãîãî áëîêà. Â ýòîìñëó÷àå âîçìîæíîñòü âçàèìíîé çàìåíû áëîêîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ óæå íå ñðåäñòâàìèïàêåòà, à íà óðîâíå äèñöèïëèíû ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëüçî-âàíèå ýòîé òåõíîëîãèè íå óñëîæíÿåò äîñòóï ê ñåðâèñíûì âîçìîæíîñòÿì ïàêåòà,à ëèøü ñíèìàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ðåàëèçóåìîãî ïðîöåññà.2. Ïðèìåðû ïðîãðàììèðîâàíèÿÏðèâåäåííûå íèæå ïðèìåðû ñîäåðæàò ïîëíûå òåêñòû ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõïðîñòåéøèå ìåòîä è çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåêñòû ýòè ÿâëÿþòñÿèìåííî ïîëíûìè, òî åñòü exe-�àéëû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èõ êîìïèëÿöèèè ëèíêîâêè, âïîëíå ìîãóò áûòü çàïóùåíû â ñîñòàâå ïàêåòà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñ-ïåðèìåíòîâ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1612.1. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèÿêâàäðàòè÷íîé �óíêöèè)Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû âêëþ÷àåò �óíêöèè, âû÷èñëÿþùèå çíà÷åíèåè ãðàäèåíò îïòèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà (çàïèñü x*x îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå âåêòîðîâ, à çàïèñü 2*x îçíà÷àåò óìíîæåíèå âåêòîðà x íà 2).Íåìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç îáÿçàòåëüíîé �óíêöèè èíèöèàëèçàöèè.Â ýòîé �óíêöèè ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè ñ÷èòûâà-þòñÿ èç �àéëà äàííûõ. Ïîñëå ýòîãî çàïîëíÿåòñÿ ¾àíêåòà¿ çàäà÷è. Â äàííîìïðèìåðå â ìîäóëå ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíà çàäà÷à, è ïîýòîìó çíà÷åíèå ïàðàìåò-ðà nproblem èãíîðèðóåòñÿ./*Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü */double fun
 ( ve
tor & x ) { return ( x * x ); }ve
tor grad ( ve
tor & x ) { return ( 2 * x ); }/* Íåìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü */int problem_init ( int nproblem ){int n;n=input (¾ðàçìåðíîñòü çàäà÷è¿);ve
tor start_point(n);start_point=input (¾íà÷àëüíàÿ òî÷êà¿);set_problem_name (¾ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÀß ÔÓÍÊÖÈß¿);set_problem_start_point (start_point);set_fun
tion (fun
);set_gradient (grad);return (1);}2.2. Ïðîñòåéøèé ãðàäèåíòíûé ìåòîä îïòèìèçàöèèÌåòîä ñîñòîèò â çàïóñêå îäíîìåðíîãî ïîäìåòîäà âûáîðà øàãà ïî íàïðàâëåíèþàíòèãðàäèåíòà. Ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ ãðàäèåíò (grad), è ñàì ïîäìåòîä âûáè-ðàþòñÿ íà ýòàïå çàïóñêà ìåòîäà. Ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè çíà÷åíèå íîðìûãðàäèåíòà ìåíüøå çàäàííîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà (min_grad).Íåìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç �óíêöèè èíèöèàëèçàöèè è �óíêöèè,îñóùåñòâëÿþùåé ãðà�è÷åñêèé âûâîä äàííûõ íà êàæäîé èòåðàöèè. Â äàííîìïðèìåðå âûâîäèòñÿ òîëüêî òåêóùàÿ òî÷êà (gr_
urrent_point) è íîðìà ãðàäèåí-òà (gr_norma_grad).Â �óíêöèè èíèöèàëèçàöèè çàïîëíÿåòñÿ ¾àíêåòà¿ ìåòîäà (èìÿ ìåòîäà, èìÿ�óíêöèè, îñóùåñòâëÿþùåé î÷åðåäíóþ èòåðàöèþ, è �óíêöèè, îñóùåñòâëÿþùåéâûâîä). Èíèöèàëèçèðóþòñÿ ïåðåìåííûå ìåòîäà, çàïðàøèâàþòñÿ çàäà÷à è âñïî-ìîãàòåëüíûé ìåòîä, èíèöèàëèçèðóþòñÿ ïåðåìåííûå, îáåñïå÷èâàþùèå ãðà�è-÷åñêèé âûâîä./* Ïåðåìåííûå ìåòîäà */method_type submethod; double min_grad; ve
tor x;array gr_norma_grad, gr_
urrent_point;



162 Ò.Á. Áèãèëüäååâà, Â.Â. Òàðêàåâ. Î ïàêåòå ïðîãðàìì.../* Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü */int next_iteration (void){submethod.run(x,-grad(x)); x=submethod.
urrent_point();if(norma(grad(x)) < min_grad) return(IR_STOP);else return(IR_CONTINUE);}/* Íåìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü */void fun
_output(void){gr_norma_grad < < norma(grad(x));gr_
urrent_point < < x;}int method_init (int nmethod){set_method_name(¾Ïðîñòåéøèé ãðàäèåíòíûé ìåòîä¿);set_method_next_iteration(next_iteration);set_method_output(fun
_output);min_grad=input(¾Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà¿);submethod=load_submethod();load_problem();x=problem_start_point();gr_norma_grad = output_array ( ¾grad¿ );int dim = problem_dimension ();gr_
urrent_point = output_array (¾Òðàåêòîðèÿ¿, dim);return(1);}3. Ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà×òî æå äàåò âêëþ÷åíèå íåêîòîðîãî ìîäóëÿ â ïàêåò? Èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, êàêèåâîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ìàòåìàòèêó íà ýòàïå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëü-íîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññáëîêè ðåàëèçîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäúÿâëÿåìûìè ïàêåòîì òðåáîâàíèÿìè?1. Èñõîäíûå äàííûå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ñ÷èòûâàþòñÿ èç òåêñòîâîãî�àéëà. Â îáÿçàòåëüíîé åãî ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ óêàçàíèå íà çàäà÷ó, çàïóñêàåìûéìåòîä è ïîäìåòîä. Ïîäìåòîä ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Â îñòàëüíîì íàáîð èñõîäíûõäàííûõ, èõ èìåíà è òèïû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè êîíêðåòíûõ ìîäóëåé.Íàïðèìåð, åñëè ãäå-òî â òåêñòå ïðîãðàììû ñîäåðæàëàñü ñòðîêàstart_point = input ( ¾íà÷àëüíàÿ òî÷êà¿ );ãäå ïåðåìåííàÿ start_point èìååò òèï ve
tor, òî â �àéëå áóäåò îñóùåñòâëÿ-òüñÿ ïîèñê ñòðîêè âèäàíà÷àëüíàÿ òî÷êà = {1.0, 2.0, 3.0 },à åñëè òàêîâîé íàéäåíî íå áóäåò, òî íà ýêðàíå ïîÿâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèéçàïðîñ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 163Òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ èñõîäíîé èí�îðìàöèè îðèåíòèðîâàí íà ýòàï ÷èñëåííî-ãî ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ ñ ðàçðàáàòûâàåìûì ìåòîäîì, êîãäà íåðåäêî âîçíèêàåòïîòðåáíîñòü â ñìåíå ñîñòàâà ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ¾óñòîÿâøèõñÿ¿ ìîäóëåé èìååò-ñÿ äðóãîé ñïîñîá. Îí ïðåäïîëàãàåò ïåðå÷èñëåíèå â ñïåöèàëüíîì �îðìàòå èìåíâõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, èõ ðåêîìåíäóåìûõ çíà÷åíèé è êðàòêèõ ïîÿñíåíèé ê íèì.Ïîñëå ÷åãî âñå íåîáõîäèìîå áóäåò ïåðåíîñèòüñÿ â �àéë äàííûõ ñðåäñòâàìè ïà-êåòà.2. Êàæäûé èç òðåõ áëîêîâ � îïòèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ, ãëàâíûé ìåòîä èâñïîìîãàòåëüíûé ìåòîä � ìîæåò áûòü çàìåíåí íà ëþáîé äðóãîé åìó ïîäîáíûé.Äîñòèãàåòñÿ ýòî èçìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà â �àéëå, ñîäåðæàùåìèñõîäíûå äàííûå.3. Âûáîð è/èëè èçìåíåíèå �àéëà äàííûõ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî ïåðåä çàïóñêîì âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Âñå ýòî ñâîäèò ê ìèíèìóìóòðóäîåìêîñòü ïðîâåäåíèÿ ñåðèé âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âðîäå èñïû-òàíèÿ îäíîãî ìåòîäà íà ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ. Òàêèå ñåðèè ìîãóò ãîòîâèòüñÿ èçàðàíåå äëÿ èñïîëíåíèÿ áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ó÷àñòèÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà.4. Ïî õîäó âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà è ïî åãî îêîí÷àíèè íà ýêðàíå ìîãóòîòîáðàæàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèáî âåùåñ-òâåííûå ÷èñëà, ëèáî äâóìåðíûå âåêòîðû, ëèáî âåêòîðû ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-íîñòè. Íîìåð ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü íîìåð èòåðàöèè ãëàâíîãî ìå-òîäà. Ëîìàíûå íà ïëîñêîñòè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþùèåñÿ òðàåêòîðèÿìè ìåòîäà,ìîãóò èçîáðàæàòüñÿ íà ëèíèÿõ óðîâíÿ îïòèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà. �åàëè-çîâàíû è ñòàíäàðòíûå ìàíèïóëÿöèè ñ ãðà�èêàìè, òàêèå êàê ñäâèãè è èçìåíåíèåìàñøòàáà. �ðà�è÷åñêèå âîçìîæíîñòè ïàêåòà ýòèì íå èñ÷åðïûâàþòñÿ, íî äëÿîáåñïå÷åíèÿ âûøå îïèñàííîãî ìèíèìóìà â òåêñòå ïðîãðàìì äîñòàòî÷íî èìåòüïî äâå ñòðîêè íà êàæäûé ãðà�èê: â ïåðâîé îí äîëæåí áûòü îïðåäåëåí ñ çàäà-íèåì îòîáðàæàåìîãî íà ýêðàíå èìåíè, íàïðèìåðarray 
urrent_point=output_array(¾òåêóùàÿ òî÷êà¿,2);(âòîðîé ïàðàìåòð - ðàçìåðíîñòü ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Âî âòîðîéñòðîêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñàì âûâîä î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà:
urrent_point < < x;Îá èçîáðàæåíèè ëèíèé óðîâíÿ ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè çàäà÷è âîîáùå ìîæíîíå çàáîòèòüñÿ. Åñëè îíà áûëà ðåàëèçîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé òåõíîëî-ãèåé, òî âñå áóäåò ñäåëàíî ñðåäñòâàìè ïàêåòà.5. Ïî îêîí÷àíèè ðàñ÷åòà èëè ïîñëå åãî ïðåðûâàíèÿ äàííûå (åñëè îíè âû-âîäèëèñü îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì) ìîãóò áûòü ñîõðàíåíû â òåêñòîâîì �àé-ëå. Èìååòñÿ òàêæå è âîçìîæíîñòü áèíàðíîãî ñîõðàíåíèÿ äàííûõ, ÷òî äåëàåòâîçìîæíûì ïîñëåäóþùèé ïðîñìîòð èõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøå ïåðå÷èñëåííûõãðà�è÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé.6. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû ñ÷åò÷èêè âû÷èñëåíèé îïòèìè-çèðóåìîãî �óíêöèîíàëà è åãî ãðàäèåíòà, ïðè÷åì âîçìîæåí îòäåëüíûé ïîäñ÷åòâû÷èñëåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ èç ãëàâíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî ìåòîäîâ. Åñëèçàäà÷à îïòèìèçàöèè áûëà ðåàëèçîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøå îïèñàííûìè òðå-áîâàíèÿìè, òî èñïîëüçîâàíèå ñ÷åò÷èêîâ íå òðåáóåò íè÷åãî îò ïðîãðàììû.



164 Ò.Á. Áèãèëüäååâà, Â.Â. Òàðêàåâ. Î ïàêåòå ïðîãðàìì...4. Ñòðóêòóðà è ñîñòàâíûå ÷àñòè ïàêåòà4.1. Ñòðóêòóðà ïàêåòàÑòðóêòóðà ïàêåòà ïðîäèêòîâàíà ñòðåìëåíèåì îäíîâðåìåííî ðåøèòü äâå ñ�îð-ìóëèðîâàííûå âûøå çàäà÷è: âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ïðîãðàììèðî-âàíèå îïðåäåëåííûõ êëàññîâ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, îáåñïå÷èâ ïðè ýòîì, âî-âòîðûõ, ìàêñèìóì ñåðâèñà, ñïåöè�è÷íîãî äëÿ ýòîãî êëàññà, íà ýòàïå ïðîâåäåíèÿ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.È åñëè äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëèçèðî-âàííûå áèáëèîòåêè, òî áîëåå êà÷åñòâåííîå ðåøåíèå âòîðîé ìîæåò áûòü îáåñïå-÷åíî áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì.Èìåííî ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè è áûëî ïðîäèêòîâàíî ðåøåíèå ðåàëèçîâàòüîïèñûâàåìûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ íå êàê îäíó ìíîãî�óíêöèîíàëüíóþ ïðîã-ðàììó, à êàê íàáîð ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì. �åøåíèå ýòî áûëî â çíà-÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäîïðåäåëåíî âûáîðîì WINDOWS â êà÷åñòâå îñíîâíîéîïåðàöèîííîé ñèñòåìû.Èòàê, ïàêåò ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè.1. Ñëóæåáíàÿ ÷àñòü ïàêåòà, ñîñòîÿùàÿ èç íåñêîëüêèõ .dll è .exe �àéëîâ. Îíèîáåñïå÷èâàþò ïîäãîòîâêó è çàïóñê âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, óïðàâëåíèå èìè,õðàíåíèå, ïðîñìîòð è ñîõðàíåíèå èí�îðìàöèè, òåêñòîâûé ââîä/âûâîä äàííûõ.2. Áèáëèîòåêè �óíêöèé è êëàññîâ â ñìûñëå ÿçûêà C++, èñïîëüçóåìûå ïðèðàçðàáîòêå ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàáîòû â ñîñòàâå ïàêåòà.3. �åàëèçîâàííûå íà áàçå ïàêåòà ìîäóëè, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó èç ÷åòûðåõñëåäóþùèõ òèïîâ :À) çàäà÷è îïòèìèçàöèè,Á) ìåòîäû îïòèìèçàöèè,Â) èëëþñòðàòèâíî-îáó÷àþùèå ïðîãðàììû,�) ìîäóëè áåç ïðåäîïðåäåëåííîãî íàáîðà èíòåð�åéñíûõ �óíêöèé.Ïîëüçîâàòåëè ïàêåòà çàíèìàþòñÿ ðàçðàáîòêîé ïðèëîæåíèé, îòíîñÿùèõñÿ êòðåòüåé êàòåãîðèè.�åàëèçàöèÿ ïîëüçîâàòåëüñêèõ ìîäóëåé êàê ñàìîñòîÿòåëüíûõ WINDOWS-ïðèëîæåíèé ïîçâîëÿåò:âî-ïåðâûõ, èçáåæàòü ñóùåñòâåííîé ÷àñòè ïðîáëåì, êîòîðûå âîçíèêëè áû ïðèðàáîòå íåñêîëüêèõ ÷åëîâåê íàä îäíîé ïðîãðàììîé;âî-âòîðûõ, ïîëüçóÿñü ìíîãîçàäà÷íîñòüþ WINDOWS, �îðìèðîâàòü âû÷èñ-ëèòåëüíûé ïðîöåññ èç íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìî ðàçðàáîòàííûõ ìîäóëåé (÷àñòüèç êîòîðûõ ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà â áèáëèîòåêè);â-òðåòüèõ, îáåñïå÷èâàåò îïðåäåëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ïàêåòà â öåëîì ê îøè-áêàì, ñëó÷èâøèìñÿ â îäíîì èç ìîäóëåé.4.2. Âñïîìîãàòåëüíûå áèáëèîòåêèÂ ñîñòàâ ïàêåòà âêëþ÷åíû íåñêîëüêî �àéëîâ .lib. Îáúåäèíåííûå â íèõ �óíêöèèè êëàññû ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï :1. Ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü íåêîòîðûé ìîäóëü êàê ìîäóëü îïðå-äåëåííîãî òèïà (ìåòîä, çàäà÷à, èëëþñòðàòèâíî-îáó÷àþùàÿ ïðîãðàììà). Îíè, â



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 165÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþò íà÷èíàþùåìó ïîëüçîâàòåëþ ðàçðàáàòûâàòü WINDOWS-ïðèëîæåíèÿ, ñîâåðøåííî íå çíàÿ îñîáåííîñòåé ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òîíêîñòåéïîä WINDOWS.2. Ôóíêöèè è êëàññû, îáåñïå÷èâàþùèå ñòàíäàðòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòàí-äàðòíûõ áëîêîâ (ìåòîäîâ, ïîäìåòîäîâ, çàäà÷), ñîñòàâëÿþùèõ âû÷èñëèòåëüíûéïðîöåññ.3. Ôóíêöèè è êëàññû, îáåñïå÷èâàþùèå òåêñòîâûé ââîä/âûâîä äàííûõ ðàç-ëè÷íûõ òèïîâ.4. Ôóíêöèè è êëàññû, îáåñïå÷èâàþùèå äîñòóï ê ãðà�è÷åñêîé ïîäñèñòåìåïàêåòà.5. Ôóíêöèè è êëàññû, îáåñïå÷èâàþùèå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå ïîäñèñòå-ìîé ñîõðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.6. Ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàçðàáîòêå èëëþñòðàòèâíî-îáó÷àþùèõ ïðîã-ðàìì, ðåàëèçóåìûõ íà áàçå ïàêåòà.7. Âñïîìîãàòåëüíûå òèïû äàííûõ: âåêòîð, ìàòðèöà, äèíàìè÷åñêèé ìàññèâ.Âîçìîæíîñòè, ïðåäîñòàâëÿåìûå ïàêåòîì ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè, ìîæíî óñ-ëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà óðîâíÿ ïî ñëîæíîñòè îñâîåíèÿ. Âîçìîæíîñòè ïåðâîãîóðîâíÿ îðèåíòèðîâàíû íà ïîëüçîâàòåëåé, ëèáî îáëàäàþùèõ ëèøü íà÷àëüíûìèíàâûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà Ñ++ (íàïðèìåð, ñòóäåíòîâ íåïðîãðàììèñòñ-êèõ ñïåöèàëèçàöèé), ëèáî íà ïîëüçîâàòåëåé, íå æåëàþùèõ òðàòèòü âðåìÿ èñèëû íà îñâîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé. Òàêèì ïîëüçîâàòåëÿì ïðå-äîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü çàäà÷è è ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ïî÷òèíå òðàòÿ ñèë íà íåìàòåìàòè÷åñêóþ ÷àñòü ïðîãðàìì. Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè âñåñåðâèñíûå âîçìîæíîñòè ïàêåòà îñòàþòñÿ äîñòóïíûìè ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëè-òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ òàêèì îáðàçîì íàïèñàííûìè ìîäóëÿìè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðè ðàçðàáîòêå ïðèëîæåíèé, âû-õîäÿùèõ çà ïðåäåëû ñõåìû ¾ãëàâíûé ìåòîä, âñïîìîãàòåëüíûé ìåòîä, çàäà÷àîïòèìèçàöèè¿, ëèáî ïðèëîæåíèé, íóæäàþùèõñÿ â ïîëüçîâàòåëüñêîì èíòåð�åé-ñå, ó÷èòûâàþùåì ñïåöè�èêó êîíêðåòíîé çàäà÷è (ïðåæäå âñåãî èëëþñòðàòèâíî-îáó÷àþùèõ ïðîãðàìì), ïðîãðàììèðîâàòü íà áîëåå íèçêîì óðîâíå, ÷òî, ðàçóìå-åòñÿ, òðåáóåò áîëåå âûñîêîé ïðîãðàììèñòñêîé êâàëè�èêàöèè è íåñêîëüêî áîëü-øèõ çàòðàò íà îñâîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäñòâ.Äîñòóïíà òàêæå âîçìîæíîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïîñ-ðåäñòâåííî ïðîãðàììíîãî èíòåð�åéñà WINDOWS.4.3. Áèáëèîòåêà çàäà÷ îïòèìèçàöèèÁèáëèîòåêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ïàêåòå íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèèïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð exe-�àéëîâ, ðåàëèçóþùèõ çàäà÷è îïòèìèçàöèè è çà-ïðîãðàììèðîâàííûõ äëÿ ðàáîòû â ñîñòàâå ïàêåòà.Ïîíÿòèå çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå îáÿçàòåëüíûå êîìïîíåíòû: îïòèìè-çèðóåìûé �óíêöèîíàë è íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðîöåññà. Ìîãóò áûòü çàäàíû åùåè íåñêîëüêî íåîáÿçàòåëüíûõ: ãðàäèåíò îïòèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà, òî÷êàìèíèìóìà, íàçâàíèå çàäà÷è.Áèáëèîòåêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè:1) çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé;



166 Ò.Á. Áèãèëüäååâà, Â.Â. Òàðêàåâ. Î ïàêåòå ïðîãðàìì...2) çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìûõ, íî íåïðåðûâíûõ�óíêöèé;3) çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ðàçðûâíûõ �óíêöèé.Áèáëèîòåêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé âêëþ÷àåò âñåáÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè èçâåñòíûõ �óíêöèé, òàêèõ, êàê ðàñøèðåííàÿ �óíê-öèÿ �îçåíáðîêà, �óíêöèÿ Áîêñà, îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ Ïàóýëëà, �óíêöèÿ Âóäà,�óíêöèé Êëàðêà è ðÿä äðóãèõ �óíêöèé [3, 4, 6℄, êàæäàÿ èç ýòèõ çàäà÷ îáëà-äàåò íåêîòîðîé ¾èçþìèíêîé¿, ñîçäàþùåé ïðîáëåìû â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè,íàïðèìåð ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ, âûðîæäåííîñòüþ òî÷êè ìèíèìóìà, ìíîãî-ýêñòðåìàëüíîñòüþ è òàê äàëåå. Àïðîáàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ íàýòèõ çàäà÷àõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïîëíóþ êàðòèíó î âîçìîæíîñòÿõìåòîäîâ, èõ äîñòîèíñòâàõ è íåäîñòàòêàõ.Çàäà÷è îïòèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ñîñòîÿò èç çàäà÷ âûïó-êëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ýòî çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè â L1, ìèíè-ìèçàöèè íåãëàäêîé �óíêöèè Øîðà è äðóãèå) [4℄, à òàêæå èç çàäà÷ îïòèìèçàöèèíåâûïóêëûõ �óíêöèé.Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàçðûâíûõ �óíêöèé ñêîíñòðóèðîâàíû èç èçâåñòíûõçàäà÷ îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ �óíêöèé ïóòåì ¾ââåäåíèÿ¿ ðàçðûâîâ (ê òàêèì çà-äà÷àì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèè �îçåíáðîêà, äî-ïîëíåííîé ðàçðûâîì ïî ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ìèíèìóìàâäîëü îâðàãà), à òàêæå ïóòåì ñâåäåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè êçàäà÷àì áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ðàçðûâíûõ �óíêöèé (ýòî âîçìîæíî áëàãîäà-ðÿ ââåäåíèþ òî÷íûõ øòðà�îâ èëè ñïåöèàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ìèíèìèçèðóåìîé�óíêöèè âíå îáëàñòè çàäàíèÿ). Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ çàäà÷ ìîäåëèðîâàëèñü ðàç-ëè÷íûå ñèòóàöèè, óñëîæíÿþùèå ðåøåíèå çàäà÷è, íàïðèìåð ïðîõîæäåíèå ðàç-ðûâà ÷åðåç òî÷êó ìèíèìóìà, ìåäëåííîå èçìåíåíèå �óíêöèè âäîëü ðàçðûâà, ÷òîçàòðóäíÿåò äâèæåíèå ê ìèíèìóìó âäîëü ðàçðûâà è òàê äàëåå. Â ýòîì êëàññåçàäà÷ ïðèñóòñòâóþò çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðàçëè÷íûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ðàç-ðûâíûõ �óíêöèé, à òàêæå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð çàäà÷àîïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêà âîäû â ��ÝÑ [8℄, è äðóãèå.Áèáëèîòåêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîñòîÿííî ïîïîëíÿåòñÿ, ÷òî ðàñøèðÿåò âîç-ìîæîñòü ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ïîçâîëÿåò ãëóáæå èññëåäîâàòüäîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ñîçäàâàåìûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.4.4. Áèáëèîòåêà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèèÁèáëèîòåêà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â ïàêåòå íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèèïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð exe-�àéëîâ, ðåàëèçóþùèõ ìåòîäû îïòèìèçàöèè è çà-ïðîãðàììèðîâàííûõ äëÿ ðàáîòû â ñîñòàâå ïàêåòà. Ýòîò íàáîð, â ÷àñòíîñòè,âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåòîäû îäíîìåðíîé îïòèìèçàöèè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ èñ-ïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ äëÿ âûáîðà âåëè÷èíû øàãà ïî âûá-ðàííîìó ãëàâíûì ìåòîäîì íàïðàâëåíèþ.Áèáëèîòåêà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äåëèòñÿ óñëîâíî íà äâå ÷àñòè:1) ìåòîäû îïòèìèçàöèè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé;2) ìåòîäû íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 167Ìåòîäû îïòèìèçàöèè äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé âêëþ÷àþò â ñåáÿ èçâåñ-òíûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè: ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, êâàçèíüþòîíîâ-ñêèå ìåòîäû, ìåòîä Íüþòîíà è åãî ìîäè�èêàöèè [4, 5, 7℄. Ýòè ìåòîäû ìîãóòðàáîòàòü ñ ðàçëè÷íûìè ïðîöåäóðàìè âûáîðà øàãà ïî íàïðàâëåíèþ (âûáîðîìøàãà ïóòåì îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, âûáîðîì øàãàïî ïðàâèëó Àðìèõî, ïî ïðàâèëó �îëäñòåéíà) [5, 7℄.Ìåòîäû îïòèìèçàöèè íåäè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìå-òîäû ïðÿìîãî ïîèñêà (ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, ìåòîä ìíîãîãðàííèêàÍåëäåðà-Ìèäà), ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû (ìåòîäØîðà, ìåòîä Ïîëÿêà, ñóáãðàäè-åíòíûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåëàêñàöèè) [4,5℄, à òàêæå ìåòîä Êîííà-Ìîíãîìèíèìèçàöèè êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ðàçðûâíûõ �óíêöèé, îñíîâàííûé íà äåêîìïî-çèöèè �óíêöèè [2℄.Îñíîâíîå ìåñòî â áèáëèîòåêå ìåòîäîâ çàíèìàþò ìåòîäû, ñîçäàííûå íà áàçåïîíÿòèÿ àïïðîêñèìàöèîííîãî ãðàäèåíòà. Ê ýòèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ ìåòîä àï-ïðîêñèìàöèîííîãî ãðàäèåíòà è åãî ìîäè�èêàöèè, àïïðîêñèìàöèîííûé àíàëîãìåòîäà Íüþòîíà, àäàïòèâíûå àëãîðèòìû [1,9℄. Äàííûå ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíûäëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ðàçðûâíûõ �óí-êöèé. Ýòè ìåòîäû ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ, ñîçäàþòñÿ èõ íîâûå ìîäè�è-êàöèè.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïàêåò ïðîãðàìì íåäè��åðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè óñ-ïåøíî èñïîëüçóåòñÿ êàê ïðè âûïîëíåíèè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, òàê èâ ó÷åáíîì ïðîöåññå. Â ÷àñòíîñòè, íà áàçå ïàêåòà ñîçäàíî êîìïüþòåðíîå ïîñîáèå¾Ñîðåâíîâàíèå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè¿ [10℄. Ëåêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãîïîñîáèÿ âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ ó ñòóäåí÷åñêîé àóäèòîðèè.Ëèòåðàòóðà1. Áàòóõòèí Â.Ä., Ìàéáîðîäà Ë.À. �àçðûâíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. Ñ.-Ï.: �èï-ïîêðàò, 1995. C.358.2. Conn A.R., Mongeau M. Dis
ontinuous pie
ewise linear optimization. // Mathemati
alProgramming. 1998. V.80. P.315�380.3. Äýííèñ Äæ., Øíàáåëü �. ×èñëåííûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè è ðåøåíèÿíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Ìèð, 1988.4. Ïîëÿê Á.Ò. Ââåäåíèå â îïòèìèçàöèþ Ì.: Íàóêà, 1983. Ñ.384.5. �èëë Ô., Ìþððåé Ó., �àéò Ì. Ïðàêòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ì.: Ìèð, 1985. Ñ.509.6. Êëàðê Ô. Îïòèìèçàöèÿ è íåãëàäêèé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1988. Ñ.279.7. Áåðòñåêàñ Ä. Óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ è ìåòîäû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ì.: �à-äèî è ñâÿçü, 1987. Ñ.400.8. Klein E.M. and Sim S.H. Dis
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ation for hydro - ele
tri
 generating stations// European Journal of Operational Resear
h. 1994. V.73. P.132�138.9. Áàòóõòèí Â.Ä., Áèãèëüäååâ Ñ.È., Áèãèëüäååâà Ò.Á. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿðàçðûâíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ // Èçâ.�ÀÍ. Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. 1997.N.3. Ñ.113�120.10. Áèãèëüäååâà Ò.Á., Òàðêàåâà Î.Â. Êîìïüþòåðíîå ïîñîáèå ¾Ñîðåâíîâàíèå ìåòî-äîâ îïòèìèçàöèè¿ // Òåç.äîêë. ÂÂÌØ ¾Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ¿ 3-9 ìàÿ 2001.Âîðîíåæ, Â�Ó. C.23.
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es.ÂâåäåíèåÑîãëàñíî ïîñëåäíèì èññëåäîâàíèÿì, â Èíòåðíåòå óæå îïóáëèêîâàíî áîëåå äâóõìèëëèàðäîâ ñòðàíèö, è èõ ÷èñëî ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ [22,25℄. Òàêèìîáðàçîì, ñ êàæäûì ãîäîì, ìåñÿöåì, äíåì ñòàíîâèòñÿ òðóäíåå íàõîäèòü ¾äîðî-ãó¿ ê íóæíîé èí�îðìàöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå àêòóàëü-íûìè íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè èí�îðìàöèîííîãî ïîèñêà â Èíòåðíåò.�åçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé [2,4℄ íàöåëåíû ïðåæäå âñåãî íà ñîçäàíèå íîâûõïîèñêîâûõ ñèñòåì [26, 27℄ èëè íà óñîâåðøåíñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ ðàáîòû óæåñóùåñòâóþùèõ ñðåäñòâ èí�îðìàöèîííîãî ïîèñêà.Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå òàêîãî àñïåêòà ðàáîòû èí�îðìà-öèîííî-ïîèñêîâûõ ñèñòåì â Èíòåðíåò, êàê òåõíîëîãèè ñáîðà èí�îðìàöèè î ñî-äåðæèìîì Âåá-ðåñóðñîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáñóæäàòü òåõíîëîãèè, ïðåäëîæåííûåðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè, íóæíî óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì, ÷òî ìû ïðàâèëü-íî ïîíèìàåì îáùèå ïðèíöèïû �óíêöèîíèðîâàíèÿ ïîèñêîâûõ ñèñòåì â îáùåìè ïðîöåññà ñáîðà èí�îðìàöèè î Âåá â ÷àñòíîñòè. Ïîýòîìó âíà÷àëå ìû ðàñ-ñìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ïîíÿòèÿ è ïîëó÷èì êðàòêîå îïèñàíèå ïðîöåññîâ,ïðîòåêàþùèõ â ïîèñêîâûõ ñèñòåìàõ. Äàëåå ìû îïèøåì îñíîâíûå ïðîáëåìû,ñ êîòîðûìè ñòàëêèâàåòñÿ ïðîöåññ ñáîðà èí�îðìàöèè, è áóäåì îïèðàòüñÿ íà íèõïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ êîíöåïöèé ïîâåäåíèÿ, íàïðàâëåííûõ íà ïîëó÷å-íèå ¾ïðåäñòàâëåíèÿ¿ î Âåá-ðåñóðñàõ.1. Îñíîâíûå êîìïîíåíòû ïîèñêîâûõ ñðåäñòâÌíîæåñòâî ðàáîò ïî ïðîáëåìàì ïîèñêà â Èíòåðíåòå îïèñûâàþò ñõåìó îðãàíèçà-öèè ïîèñêîâûõ ñðåäñòâ [17,19,21,23℄, íî äëÿ öåëåé äàííîé ñòàòüè ìû ïðèâåäåìýòè ñõåìû ê îáùåìó âèäó. �åçóëüòàò ìîæíî âèäåòü íà ðèñóíêå 1.Îñíîâíûå êîìïîíåíòû ïîèñêîâûõ ñðåäñòâ Èíòåðíåò (1): ìîäóëü ñáîðà èí-�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ, ðåïîçèòîðèé ñîáðàííîé èí�îðìàöèè, ìîäóëü
© 2002 È.À. ÇåìñêîâE-mail: zemskov�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 169
Èíòåðíåò

Ìîäóëü ñáîðà
èíôîðìàöèè î
äîñòóïíûõ
ðåñóðñàõ Èíòåðíåòà

Ìîäóëü ñîçäàíèÿ
èíäåêñà

Ðåïîçèòîðèé
ñîáðàííîé
èíôîðìàöèè

Èíäåêñíûå
áàçû

Ìîäóëü
âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ ïîëüçîâàòåëåì

�èñ. 1. Îáîáùåííàÿ ñõåìà îðãàíèçàöèè ïîèñêîâûõ ñèñòåì Èíòåðíåòñîçäàíèÿ èíäåêñîâ, ñàìè èíäåêñû (èíäåêñíûå áàçû) è ìîäóëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñïîëüçîâàòåëåì.Ïîñòàðàåìñÿ îïèñàòü êàæäûé ýëåìåíò ñõåìû, íå âûõîäÿ ïðè ýòîì çà ðàìêèîáîáùåíèÿ.Èíòåðíåò. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â Èíòåðíåò ðåàëèçîâàíî è �óíêöèîíè-ðóåò íåñêîëüêî òåõíîëîãèé îðãàíèçàöèè èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ (íàïðèìåðïðîòîêîëû: NNTP, WAIS, Gopher, HTTP, FTP). Ñàìûé ïîïóëÿðíûé èñòî÷íèêèí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ � ýòî Âåá (WWW ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåìïðîòîêîëà HTTP). Â ïîëüçó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ãîâîðÿò �àêòû óâåëè÷åíèÿ êàêïîëüçîâàòåëåé ðåñóðñîâ ýòîãî òèïà, òàê è ðîñò êîëè÷åñòâà ñàìèõ ðåñóðñîâ. Îä-íàêî ìíîãèå ïîèñêîâûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ñâîèì ïîëüçîâàòåëÿì ïðîèçâîäèòüïîèñê íå òîëüêî ïî èñòî÷íèêàì Âåá. Íàïðèìåð, ñòàëî ïîïóëÿðíûì ïðîèçâîäèòüïîèñê ïî ñîîáùåíèÿì íîâîñòíûõ ãðóïï (ðåàëèçàöèÿ íîâîñòíûõ ãðóïï îñíîâàíàíà èñïîëüçîâàíèè ïðîòîêîëà NNTP).Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû ñîçíàòåëüíî îãðàíè÷èì ñåáÿ èí�îðìàöèîííû-ìè èñòî÷íèêàìè èç Âåá. Ñóçèì òåì ñàìûì îáëàñòü îõâàòà ïîèñêîâûõ ñèñòåì.Îäíàêî ýòî ñóæåíèå ïîçâîëèò íàì äîñêîíàëüíî ðàçîáðàòüñÿ ñ îäíîé ñðåäîé (ïîäñðåäîé ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî èí�îðìàöèîííûõ èñòî÷íèêîâ, ðåàëèçîâàííûõ âðàìêàõ îäíîé òåõíîëîãè), è â äàëüíåéøåì ïîïûòàòüñÿ ïåðåíåñòè ñâîè íàðàáîòêèíà äðóãèå èí�îðìàöèîííûå ñðåäû.Îãðàíè÷èâøèñü ñðåäîé Âåá, íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ ñ òåì, ÷òî æå ìû áó-äåì ïîíèìàòü ïîä ñëîâàìè ¾èí�îðìàöèîííûé ðåñóðñ¿ â äàííîì êîíòåêñòå. Äëÿíà÷àëà íàäî âñïîìíèòü, ÷òî â ýòîé ñðåäå åñòü íåñêîëüêî òèïîâ ðåñóðñîâ, èìå-þùèõ ñâîþ âïîëíå îïðåäåëåííóþ ¾ïðèðîäó¿. Îñíîâíûìè òèïàìè ðåñóðñîâ ÿâ-ëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: �îðìàòèðîâàííûé òåêñò (äëÿ �îðìàòèðîâàíèÿ èñïîëüçóåò-ñÿ HTML êîä), ãðà�è÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ (�îðìàòû: JPEG, GIF, PNG, SWF),àóäèî�àéëû(�îðìàòû: WAV, MIDI, MP3, RA), âèäåî. Òàêèì îáðàçîì, ïîìíÿî òîì, ÷òî ðåñóðñ ëþáîãî èç ýòèõ òèïîâ ìîæåò ñòàòü îáúåêòîì ïîèñêà, ìû áó-äåì ïîíèìàòü ïîä ñëîâàìè ¾èí�îðìàöèîííûé ðåñóðñ¿ íåêèé �àéë, èìåþùèéâíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ñîãëàñíî ñïåöè�èêàöèè îäíîãî èç îáúÿâëåííûõ òèïîâ è



170 È.À. Çåìñêîâ. Ñáîð èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ Èíòåðíåòíàõîäÿùèéñÿ íà ñïåöèàëüíîì ñåðâåðå (èí�îðìàöèîííûé èñòî÷íèê) â Èíòåðíåò.Ñåðâåð äîëæåí îáåñïå÷èâàòü äîñòóï ê ýòîìó �àéëó ïî ïðîòîêîëó HTTP.Ìîäóëü ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ. Íà âõîäå ýòîò ìî-äóëü èìååò âñå ìíîæåñòâî èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ Âåá (ïîìíèì î íàøåìîãðàíè÷åíèè íà Èíòåðíåò). Ôóíêöèÿ ìîäóëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, èñ-ïîëüçóÿ íåêèé âíóòðåííèé àëãîðèòì, ñîáðàòü â îäíîì ìåñòå èí�îðìàöèþ îáîâñåì ìíîãîîáðàçèè äîñòóïíûõ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, íàâûõîäå ýòîãî ìîäóëÿ ïîëó÷àåì ðåïîçèòîðèé ñîáðàííîé èí�îðìàöèè, ò.å. íåêîåïðåäñòàâëåíèå î Âåá, ãîòîâîå ê óäîáíîìó èñïîëüçîâàíèþ.�åïîçèòîðèé ñîáðàííîé èí�îðìàöèè. Êàê áûëî óêàçàíî ðàíåå, ðåïîçè-òîðèé � ýòî íåêîå ïðåäñòàâëåíèå î Âåá. Äàëåå ìû ïîÿñíèì äàííîå óòâåðæäåíèå.Ó÷èòûâàÿ îãðîìíûå ðàçìåðû õðàíèìîé â Âåáå èí�îðìàöèè ðàçíîãî òèïà,ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì æåëàíèå èçáåæàòü ïðîñòîãî ñêëàäèðîâàíèÿ íà ñâîèõ äèñ-êàõ êîïèé òåõ äàííûõ, êîòîðûå åñòü â Âåá. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþî öåëåñîîáðàçíîñòè ñîçäàíèÿ ¾íåêîåãî ïðåäñòàâëåíèÿ¿ î Âåá, îïèñûâàþùåãî ñó-ùåñòâóþùèå ðåñóðñû Âåá áåç ïîòðåáíîñòè õðàíèòü èõ ó ñåáÿ â ïîëíîì îáúåìå.Èç âñåãî âûøå ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ðåïîçèòîðèé � ýòî ïàññèâíûé ýëå-ìåíò ñõåìû, ò.ê. ñàì îí íèêàêèõ äåéñòâèé ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ýëåìåíòàìñõåìû íå âûïîëíÿåò. Åãî îñíîâíàÿ �óíêöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàêîïëåíèè â íóæ-íîì âèäå òîãî, ÷òî åìó ïåðåäà¼ò íà õðàíåíèå ìîäóëü ñáîðà èí�îðìàöèè. Äðóãîéåãî �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïðåäîñòàâëåíèå íàêîïëåííûõ ñâåäåíèé êàê ìîäóëþ ñáî-ðà èí�îðìàöèè, òàê è ìîäóëþ ñîçäàíèÿ èíäåêñîâ.Ìîäóëü ñîçäàíèÿ èíäåêñîâ. Âûïîëíåíèå ïîèñêà íà äàííûõ, íàêîïëåííûõâ ðåïîçèòîðèè, ÿâëÿåòñÿ íåý��åêòèâíûì. Íà ýòîì �àêòå îñíîâàíî ðåøåíèå îáèñïîëüçîâàíèè èíäåêñíûõ ñòðóêòóð. Òàêèì îáðàçîì, íà âõîä ðàññìàòðèâàåìîãîìîäóëÿ ïîñòóïàåò èí�îðìàöèÿ, íàêîïëåííàÿ â ðåïîçèòîðèè. Îí èñïîëüçóåò å¼äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíäåêñíûõ ñòðóêòóð. Êîëè÷åñòâî è ñîñòàâ èíäåêñîâ çàâèñèò îòöåëè ïîñòàâëåííîé ïåðåä ðàçðàáîò÷èêàìè ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Òî åñòü íà âûõîäåýòîãî ìîäóëÿ ìû ïîëó÷àåì íàáîð èç èíäåêñíûõ áàç (ìèíèìóì îäíó áàçó).Èíäåêñû. Èíäåêñû ñàìè ïî ñåáå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûì ýëåìåíòîìñõåìû, ò.ê. íå ïðîèçâîäÿò äåéñòâèé ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ýëåìåíòàì ñõåìû.Îñíîâíàÿ �óíêöèÿ èíäåêñîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîé îðãàíèçàöèè äàííûõ,ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñ ïðèåìëåìîé ý��åêòèâíîñòüþ ïðîèçâîäèòü ïîèñêíóæíîé èí�îðìàöèè ñðåäè âñåãî ìàññèâà íàêîïëåííîé èí�îðìàöèè î Âåá.Ìîäóëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì. Íà âõîä äàííîãî ìîäóëÿ ïî-ñòóïàþò çàïðîñû ïîëüçîâàòåëåé. Ïðè÷åì ðåàëèçàöèÿ ÿçûêà çàïðîñîâ ïîëüçî-âàòåëåé ïðåèìóùåñòâåííî ñòðåìèòñÿ ê åñòåñòâåííîìó ÿçûêó. Òàêèì îáðàçîì,îñíîâíàÿ �óíêöèÿ äàííîãî ìîäóëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîäå çàïðîñîâ ïîëüçîâà-òåëÿ ñ ÿçûêà, ïîíÿòíîãî ïîëüçîâàòåëþ, íà ÿçûê, ïîíÿòíûé ìàøèíå, ðàáîòàþùåéñ èíäåêñîì. Íà âûõîäå ýòîãî ìîäóëÿ ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê ññûëîê íà èí�îðìàöè-îííûå ðåñóðñû Âåá.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 1712. ÏðîáëåìûÏåðåä ðàçðàáîò÷èêàìè ïîèñêîâûõ ñèñòåì âñòàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîáëåì,èõ ðàññìîòðåíèþ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò [11, 13, 15, 17, 21℄. Â äàííîì ïà-ðàãðà�å äåëàåòñÿ ïîïûòêà îáîáùåíèÿ ïðîáëåì, êîòîðûå ñòîÿò ïåðåä âñåìè èñ-ñëåäîâàòåëÿìè è íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþò íà àðõèòåêòóðíûå ðåøåíèÿ ïðè ðàç-ðàáîòêå ìîäóëÿ ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ. Â äàëüíåéøåì òàêîåîáîáùåíèå ïîçâîëèò íàì ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ ðàçðàáîòêè ðàññìàòðèâà-åìîãî ìîäóëÿ ãëóáæå ïîíèìàòü ñóòü ïðèìåíÿåìûõ ñòðàòåãèé è êîíöåïöèé.Âîçíèêàþùèå ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè ïðîáëåìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðèêëàññà. Â ïåðâûé êëàññ ìû îòíåñ¼ì ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ¾ïðèðîäîé¿ èí�îð-ìàöèîííûõ ðåñóðñîâ. Â ýòîò êëàññ ïîïàëè ñëåäóþùèå ïðîáëåìû [15,17,21℄:
• Áîëüøîé îáúåì èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ: ðàçìåð íàêîïëåííûõ÷åëîâå÷åñòâîì â ðàìêàõ Âåá äàííûõ ïîèñòèíå îãðîìåí. Ñ ýòèì �àêòîìòðóäíî ñïîðèòü, ò.ê. èññëåäîâàòåëè â äàííîé îáëàñòè äàâíî îïåðèðóþòñîòíÿìè ãèãàáàéò â ñâîèõ ðàáîòàõ [2℄. Òàêæå íåëüçÿ âûïóñêàòü èç âè-äó �àêò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà îáúåìîâ íàêàïëèâàåìîé â ðàìêàõ Âåáèí�îðìàöèè.
• �àçíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ: äîêó-ìåíòû èëè �àéëû ìîãóò áûòü ëåãêî äîáàâëåíû è òàê æå ëåãêî óäàëåíû âÂåá. Äëÿ áîëüøèíñòâà äðóãèõ ÷ëåíîâ ñåòè Èíòåðíåò ýòè ìàíèïóëÿöèè ñ�àéëàìè ìîãóò îñòàòüñÿ íåçàìå÷åííûìè, íî â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ ý��åê-òèâíîãî ïîèñêà âèäèòñÿ íåîáõîäèìûì ÷åòêîå îòñëåæèâàíèå ïðîèçâîäèìûõèçìåíåíèé â ñîäåðæèìîì èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ. Òåì ñàìûì, íàïðè-ìåð, ìîæíî çàìåòíî óìåíüøèòü øàíñ ñòîëêíîâåíèÿ â ðåçóëüòàòàõ ïîèñêàñî ¾ñëîìàííîé¿ ññûëêîé, ò.å. ññûëêîé íà óæå íåñóùåñòâóþùèé ðåñóðñ.
• �àçíîðîäíîñòü èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ: äàííûå èí�îðìàöèîí-íûõ ðåñóðñîâ â Âåá ðàçíîòèïíû. Îíè ñîçäàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ �îðìàòàõ,èìåþò ðàçëè÷íóþ ìåäèàïðèðîäó (òåêñò, çâóê, èçîáðàæåíèå), à òàêæå ðàç-ëè÷àþòñÿ ïî ïðèìåíÿåìûì åñòåñòâåííûì ÿçûêàì.
• Äèíàìè÷íîñòü èçìåíåíèÿ ñîäåðæèìîãî èí�îðìàöèîííûõ ðåñóð-ñîâ: äëÿ ïîÿñíåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ñòðàíèöû ñàéòîâñ ðàñïîëîæåííûì íà íèõ ðàçäåëîì ¾Íîâîñòè¿ èëè ¾Îáúÿâëåíèÿ¿. Â çà-âèñèìîñòè îò àêòèâíîñòè âëàäåëüöà ðåñóðñà èí�îðìàöèÿ â ýòèõ ðàçäåëàõìîæåò ìåíÿòüñÿ îò ¾î÷åíü ÷àñòî¿ (ðàç â 10 ìèíóò èëè åùå ÷àùå) äî ¾î÷åíüðåäêî¿ (ðàç â ãîä èëè åùå ðåæå). Íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñî-äåðæèìîãî ñòðàíèöû å¼ àäðåñ äëÿ ïîñåòèòåëåé ñàéòà îñòàåòñÿ ïðåæíèì,áëàãîäàðÿ ÷åìó ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé âåðîÿòíîñòü èç ïîèñêîâîé ñèñòåìûïîñåòèòåëþ ïîïàñòü íà ñòðàíèöó, êîòîðàÿ óæå íå ñîäåðæèò íóæíóþ èí-�îðìàöèþ.
• �àçëè÷íîå êà÷åñòâî è óðîâåíü ïîëåçíîñòè èí�îðìàöèîííûõ ðå-ñóðñîâ: çäåñü ïîä ñëîâîì ¾êà÷åñòâî¿ ïîíèìàåòñÿ øèðîêèé êðóã ïðîáëåì,íà÷èíàÿ ñ òîãî, ÷òî â ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ìíîãèõ ðåñóðñîâ íå ïðèâëåêàþòñÿïðî�åññèîíàëüíûå ïðîãðàììèñòû, äèçàéíåðû, ðåäàêòîðû, è çàêàí÷èâàÿòåì, ÷òî â ñåòè î÷åíü ìíîãî äóáëèðóþùèõ äðóã äðóãà ðåñóðñîâ. Îòäåëü-



172 È.À. Çåìñêîâ. Ñáîð èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ Èíòåðíåòíûì áëîêîì ìîæíî âûäåëèòü ïðàâîâûå è ìîðàëüíî-ýòè÷åñêèå âîïðîñû,êàñàþùèåñÿ êà÷åñòâà ïóáëèêóåìîé èí�îðìàöèè. Åùå îäèí áëîê âîïðî-ñîâ ñòàâèò íàñ ïåðåä �èëîñî�ñêîé äèëåììîé öåëåñîîáðàçíîñòè âëàäåíèÿèí�îðìàöèåé î íåêîòîðîì äîñòóïíîì ðåñóðñå. Ñâîèìè êîðíÿìè äèëåììàóõîäèò ê ïðîáëåìå áîëüøîãî îáúåìà äîñòóïíûõ â Âåá ðåñóðñîâ.
• ¾Ñêðûòíîñòü¿ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ: â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâè-ëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îðãàíèçàöèè ïîèñêà ïîòàê íàçûâàåìîìó ñêðûòîìó Âåá [4℄. Ïîä ñëîâàìè ¾ñêðûòûé Âåá¿ çäåñüïîíèìàþòñÿ èí�îðìàöèîííûå ðåñóðñû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòóïà, ê êîòîðûìíóæíî ïðîéòè ñëîæíóþ ïðîöåäóðó ðåãèñòðàöèè èëè ñ�îðìèðîâàòü ñ ïî-ìîùüþ ïðåäëàãàåìîé ðàçðàáîò÷èêàìè ðåñóðñà �îðìû íåêèé çàïðîñ. Îä-íàêî íà ýòàïå ðåãèñòðàöèè è ïðè ñîñòàâëåíèè çàïðîñîâ âîçíèêàþò áîëüøèåñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, îíè íà÷èíàþòñÿ óæå ñ òîãî, ÷òî çàðàíåå íå èçâåñò-íû íè ïðåäëàãàåìûå �îðìû, íè ñìûñë èõ ïîëåé ââîäà, è çàêàí÷èâàþòñÿòåì, ÷òî íóæíî íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü îòâåòû ñèñòåì íà ïîñëàííûå íàìèçàïðîñû. À ýòàï ðåãèñòðàöèè âäîáàâîê ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ñòà-äèé, ÷òî åùå áîëåå óñëîæíÿåò çàäà÷ó. Îäíèì ñëîâîì, ðàçðàáîòêà ñèñòåìûàâòîìàòè÷åñêîãî ñáîðà èí�îðìàöèè î òàêèõ ðåñóðñàõ ñðîäíè ðàçðàáîòêåñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
• Äîñòóïíîñòü èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ: ñóòü ýòîé ïðîáëåìû çà-êëþ÷àåòñÿ â ðàçëè÷íîì êà÷åñòâå êîììóíèêàöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó ðàñ-ïðåäåëåííûìè ïî âñåìó ìèðó óçëàì è ñåãìåíòàì ñåòè Èíòåðíåò. Áûâàþòìîìåíòû, êîãäà óçåë ïî ïðè÷èíàì ïëîõîãî óðîâíÿ ñâÿçè ñ Èíòåðíåò ñòàíî-âèòñÿ òðóäíîäîñòóïåí îñòàëüíûì ÷ëåíàì ñåòè. Îäíàêî äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿíåæåëàòåëüíûì îòêàç îò ó÷åòà èí�îðìàöèè, ïðåäîñòàâëåííîé ýòèì óçëîì(èñòî÷íèêîì).Âî âòîðîé êëàññ îòíåñ¼ì ïðîáëåìû, êàñàþùèåñÿ íàãðóçêè íà ðàçëè÷íûå ýëå-ìåíòû, ó÷àñòâóþùèå âî âçàèìîäåéñòâèè:
• Ìèíèìèçàöèÿ íàãðóçêè íà èí�îðìàöèîííûé èñòî÷íèê: íåçàâèñè-ìî îò âûáèðàåìîé ñòðàòåãèè ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ èí�îðìà-öèîííûõ ðåñóðñàõ èí�îðìàöèîííûé èñòî÷íèê (ìåñòî õðàíåíèÿ èí�îð-ìàöèîííûõ ðåñóðñîâ) áóäåò íåñòè ïîòåðè âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè èíåý��åêòèâíîé íàãðóçêè íà åãî àïïàðàòíûå ðåñóðñû (íàïðèìåð ñîçäàíèåíàãðóçêè íà äèñêîâûå íàêîïèòåëè). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò âûçâàòüâïîëíå çàêîííîå íåãîäîâàíèå ñî ñòîðîíû âëàäåëüöåâ èí�îðìàöèîííîãî èñ-òî÷íèêà.
• Ìèíèìèçàöèÿ íàãðóçêè íà êàíàëû ñâÿçè: çäåñü ñëåäóåò âñïîìíèòüî òîì, ÷òî ñáîð èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ ïîäðàçóìåâàåò ïåðåêà-÷èâàíèå îïðåäåëåííûõ îáúåìîâ èí�îðìàöèè ñ èñòî÷íèêà èí�îðìàöèè íàóçåë ñáîðà ïî ñóùåñòâóþùèì êîììóíèêàöèîííûì ëèíèÿì. Åñëè ïðèíÿòüâî âíèìàíèå óïîìèíàâøèåñÿ áîëüøèå îáúåìû õðàíèìîé èí�îðìàöèè, òîñòàíåò ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåêà÷êà ñî âñåõ èñòî÷íèêîâ ñîçäàñò íåêîòîðóþ (äî-âîëüíî çàìåòíóþ) íàãðóçêó íà êàíàëû Èíòåðíåò. ×òî âïîëíå çàêîííî îòðà-æàåòñÿ íà ïëàòå çà èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñàìûõ êàíàëîâ ñâÿçè. Åùå íóæíîïîìíèòü î òîì, ÷òî êàíàëû ñâÿçè íå èìåþò ñïîñîáíîñòè ïî ïåðâîìó æå



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 173çàïðîñó óâåëè÷èâàòü áåñïðåäåëüíî ñâîþ ¾øèðèíó¿, ò.å. îíè èìåþò âïîëíåîïðåäåëåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü.
• Îïòèìèçàöèÿ íàãðóçêè íà ìîäóëè ñáîðà è íàêîïëåíèÿ èí�îðìà-öèè: îïèñûâàÿ äàííóþ ïðîáëåìó, ñëåäóåò åùå ðàç íàïîìíèòü òîò �àêò,÷òî ìîäóëü ñáîðà èí�îðìàöèè äîëæåí áóäåò îáðàáàòûâàòü áîëüøèå îáú-åìû äàííûõ, ïðèâîäÿ èõ â íàäëåæàùèé âèä, ïðèãîäíûé äëÿ, âîçìîæíî,ñâîåé ïîñëåäóþùåé ðàáîòû è ðàáîòû ìîäóëÿ ñîçäàíèÿ èíäåêñîâ. Ò.å. áåçäîëæíîé îïòèìèçàöèè âñåõ íþàíñîâ (àëãîðèòìîâ, ñòðóêòóð äàííûõ è ò.ï.),ïðîòåêàþùèõ â ìîäóëå ïðîöåññîâ, ìû íåâîëüíî îáðåêàåì ñåáÿ íà áåñïîëåç-íóþ òðàòó äîðîãîñòîÿùèõ ðåñóðñîâ.Ê òðåòüåìó êëàññó îòíîñÿòñÿ âñå ïðîáëåìû, êàñàþùèåñÿ âíåäðåíèÿ òåõíî-ëîãèé, ïîëîæåííûõ â îñíîâó ìîäóëÿ ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ.Âåñü ñïèñîê ïðîáëåì ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì, îäíàêî îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâîèç íèõ âûçâàíî áîëüøîé ðàçîáùåííîñòüþ âëàäåëüöåâ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóð-ñîâ è ðàçðàáîò÷èêîâ ïîèñêîâûõ ñèñòåì.3. ÊîíöåïöèèÂ ïðîøëîì ïàðàãðà�å ìû êðàòêî ðàññìîòðåëè ïðîáëåìû, ñòîÿùèå ïåðåä ðàç-ðàáîò÷èêàìè ìîäóëÿ ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ. Âïîëíå ðåçîííîïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ãðóïïû ðàçðàáîò÷èêîâ ïî-ðàçíîìó ñòàâÿò ïðèî-ðèòåòû ïðè ðåøåíèè ýòèõ ïðîáëåì. Îäíàêî ïðè âñåì êàæóùåìñÿ ìíîãîîáðàçèèïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòèõ ïðîáëåì âñå ñóùåñòâóþùèå ñòðàòåãèè ðåàëèçàöèè ìî-äóëÿ ñáîðà óêëàäûâàþòñÿ â òðè êîíêóðèðóþùèå êîíöåïöèè. Â ðàìêàõ êàæäîéèç êîíöåïöèé îáùèå ïðîáëåìû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ïðèíè-ìàþò íîâûé âèä, íîâîå îñìûñëåíèå. Â ïðîáëåìàõ ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîí-êðåòèêà, êàñàþùàÿñÿ íàïðàâëåíèÿ èõ ðåøåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå âûáîðà îäíîéèç êîíöåïöèé ñòàíîâèòñÿ ïîñòàíîâêà íîâîãî êðóãà ïðîáëåì, íà ðåøåíèå êîòî-ðûõ èññëåäîâàòåëè áðîñàþò âñå ñâîè óñèëèÿ. Òàê ïðîèñõîäèò âî âñåõ îòðàñëÿõçíàíèé, à îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì ïîèñêà èí�îðìàöèè â Èíòåðíåò íå ñòà-ëà èñêëþ÷åíèåì. Íî åñòü êîñâåííûå �àêòû, êîòîðûå çàñòàâëÿþò çàäóìàòüñÿ îïðàâèëüíîñòè âûáèðàåìûõ íàïðàâëåíèé ïðèëîæåíèÿ óñèëèé. Íàïðèìåð, ñåé÷àñìîäíûìè ñòàëè ïóáëèêàöèè îá èññëåäîâàíèè îáúåìîâ ¾îõâàòà¿ Âåá ïîèñêîâû-ìè ñèñòåìàìè [25℄. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ñàìûå ¾áîëüøèå¿ïîèñêîâûå ñèñòåìû îõâàòûâàþò ñâîèì ïîèñêîì ëèøü ìàëûé ïðîöåíò äîñòóï-íûõ ðåñóðñîâ (êîíêðåòíûå öè�ðû îáúåìîâ íà òåêóùèé ìîìåíò ìîæíî ïîñìîò-ðåòü â ïðèâåäåííîé ññûëêå). Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîãî ðîñòà îáúåìîâ Âåá åùåáîëåå àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ î ïðàâèëüíîñòè âûáðàííîé ðàçðàáîò÷è-êàìè ¾áîëüøèõ¿ ïîèñêîâûõ ñèñòåì êîíöåïöèè ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõðåñóðñàõ Âåá. Äðóãèì êîñâåííûì �àêòîì ìîæåò ñëóæèòü ñàìî ñóùåñòâîâàíèåíåñêîëüêèõ êîíöåïöèé.Ïîñëå âñåãî âûøå ñêàçàííîãî âèäèòñÿ àêòóàëüíûì ïðèìåíåíèå øèðîêî èç-âåñòíûõ íàó÷íûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, íàïðèìåð èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ý��åêòèâíîñòè è ïåðñïåêòèâíîñòè ñóùåñòâóþùèõ, àòàêæå âíîâü ðàçðàáàòûâàåìûõ â ðàìêàõ êàæäîé êîíöåïöèè òåõíîëîãèé ñáîðà



174 È.À. Çåìñêîâ. Ñáîð èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ Èíòåðíåòèí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ Âåá.Äàëåå ìû êðàòêî îïèøåì âñå òðè êîíöåïöèè. �àññìîòðåíèå íà÷íåì ñ ñàìîéïîïóëÿðíîé è íàèáîëåå ïðîðàáîòàííîé êîíöåïöèè:Êîíöåïöèÿ ðîáîòîâ. Ñîãëàñíî ýòîé êîíöåïöèè âåñü ìîäóëü ñáîðà èí�îð-ìàöèè ðàñïîëàãàåòñÿ è ðàáîòàåò íà àïïàðàòíîì îáåñïå÷åíèè ðàçðàáîò÷èêà ïî-èñêîâîé ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçðàáàòûâàåòñÿ íåêèé ïðîãðàììíûé êîì-ïëåêñ, êîòîðûé ðåàëèçóåò ìîäóëü ñáîðà èí�îðìàöèè äëÿ ïîèñêîâîé ñèñòåìû èîñòàâëÿåò áåç èçìåíåíèÿ ïðîãðàììíûå òåõíîëîãèè, ëåæàùèå â îñíîâå ñðåäñòâñîçäàíèÿ èí�îðìàöèîííûõ èñòî÷íèêîâ (ò.å. Âåá-ñåðâåðà). Îñíîâó ðåàëèçàöèéïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñîñòàâëÿåò íåêîòîðûé ïðîãðàììíûé êîä, èìåíóåìûéâ ëèòåðàòóðå ñåòåâûì ðîáîòîì, ïàóêîì, êðàóëåðîì è ò.ï. Ò.ê. åäèíîãî ìíåíèÿïî ýòîìó âîïðîñó íåò, òî ìû äîãîâîðèìñÿ äàëåå â ñòàòüå íàçûâàòü åãî ðîáîòîì.Àëãîðèòì ðàáîòû ðîáîòà çàêëþ÷àåòñÿ â ðåêóðñèâíîì ¾îáõîäå¿ ðåñóðñîâ Âåáè èçâëå÷åíèè èç ¾îáîéäåííûõ¿ ðåñóðñîâ ññûëîê (URL) íà íîâûå ðåñóðñû. Åãîðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîãî íàáîðà ññûëîê íà ðåñóðñû Âåá è çàêàí÷èâàåò-ñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ. Ïîä ñëîâîì ¾îáõîä¿ çäåñü ïîíèìàåòñÿñêà÷èâàíèå ðåñóðñà ê ñåáå äëÿ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè. Òàêèì îáðàçîì, ¾îáîé-äåííûå¿ ðåñóðñû - ýòî ðåñóðñû Âåá, êîòîðûå óæå ñêà÷àíû ðîáîòîì ê ñåáå è îñîäåðæàíèè êîòîðûõ ñîñòàâëåíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå.Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì äàííîé êîíöåïöèè ñòàíîâèòñÿ îòîäâèãàíèå íà çàäíèéïëàí èëè ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñíÿòèå ñ ðàññìîòðåíèÿ îäíîé èç ïðîáëåì, îïèñàí-íîé â ïðîøëîì ïàðàãðà�å, à èìåííî ïðîáëåìû ðàçîáùåííîñòè ðàçðàáîò÷èêîâïîèñêîâûõ ñèñòåì è âëàäåëüöåâ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ. Ôàêòè÷åñêè ïðî-áëåìà îñòàåòñÿ, íî òåïåðü ðàçðàáîò÷èêè ïîèñêîâûõ ñðåäñòâ îñòàþòñÿ îäíè ïåðåäëèöîì äðóãèõ, íå ìåíåå ñåðüåçíûõ, ïðîáëåì è ïûòàþòñÿ ïðåîäîëåòü èõ òîëüêîñâîèìè ñèëàìè. À êðóã îñòàâøèõñÿ ïðîáëåì íàñòîëüêî øèðîê è ðàçíîîáðàçåí,÷òî âûçûâàåò ó íèõ ëîãè÷íîå æåëàíèå ñêîíöåíòðèðîâàòü ñâîè óñèëèÿ íå íàâñåõ, à òîëüêî íà íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ. Ýòî âûðàæàåòñÿ, íàïðèìåð, â æåëà-íèè ðàçðàáàòûâàòü ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ðîáîòîâ, ò.å. ðîáîòîâ, êîòîðûå èìåþòñâîþ ñòðàòåãèþ îáõîäà Âåá è ñâîè óñëîâèÿ îñòàíîâêè ðàáîòû, ïðîäèêòîâàííûååãî ñïåöèàëèçàöèåé. Òàêèå ðîáîòû èìåþò ðàçëè÷íûé îáúåì îõâàòà äîñòóïíûõðåñóðñîâ Âåá. Íàïðèìåð, ðîáîò äëÿ ñîçäàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î äîñòóïíûõ ìó-çûêàëüíûõ ðåñóðñàõ Âåá ìîæåò ñ èçâåñòíîé äîëåé ðâåíèÿ îòâåðãàòü ññûëêè íàãðà�è÷åñêèå ðåñóðñû è ïðåêðàùàòü ñîñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá èí�îðìàöè-îííîì èñòî÷íèêå (Âåá-ñåðâåðå) ïðè äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ ïðîíèê-íîâåíèÿ â åãî ¾ãëóáèíû¿. Åùå îäíèì èíòåðåñíûì ïðèìåðîì ñïåöèàëèçèðîâàí-íîãî ðîáîòà ìîæåò áûòü ðîáîò, íàïðàâëåííûé íà ñêàíèðîâàíèå ñêðûòîãî Âåá [4℄.Ñîçäàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ðîáîòîâ ìíîãèì èññëåäîâàòåëÿì êàæåòñÿ íåêî-òîðîé ïàíàöååé. Çíàÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè îðãàíèçàöèè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-ñóðñîâ â êàêîé-ëèáî èí�îðìàöèîííîé îáëàñòè èíòåðåñîâ, èññëåäîâàòåëè ìîãóòäàëåêî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè ïðîáëåìû ìàêñèìàëüíîãî îõâàòà ïðè ñáîðå èí-�îðìàöèè î ðåñóðñàõ â ðàìêàõ âûáðàííîé òåìàòèêè. Îäíàêî ñîáðàííàÿ èí�îð-ìàöèÿ áóäåò êàñàòüñÿ òîëüêî îäíîé îáëàñòè èíòåðåñîâ! À êàê æå áûòü ñ äðóãèìèèíòåðåñíûìè òåìàòèêàìè? Ñîçäàâàòü íîâûõ ðîáîòîâ?Â ðàìêàõ äàííîé êîíöåïöèè ïðîáëåìà îõâàòà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî îáú-



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 175åìà äîñòóïíûõ ðåñóðñîâ íåðàçðûâíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìàìè, ïîïàâøèìè âî âòî-ðîé êëàññ ïðîøëîãî ïàðàãðà�à, à èìåííî ìèíèìèçàöèè è îïòèìèçàöèè íàãðóçîêíà ó÷àñòâóþùèå âî âçàèìîäåéñòâèè àïïàðàòíûå ðåñóðñû. Ñ ðîñòîì îáúåìîâ Âåáýòè ïðîáëåìû òîëüêî îáîñòðÿþòñÿ. Äàæå ñàìûå ïðîñòûå ïîäñ÷åòû ïåðåäàâàå-ìûõ îò èí�îðìàöèîííûõ èñòî÷íèêîâ ê ïîèñêîâûì ñèñòåìàì ïî êàíàëàì ñâÿçèîáúåìîâ äàííûõ ïîêàçûâàþò áîëüøèå îáúåìû �èíàíñîâûõ ðàñõîäîâ [25℄. Íîñàìè ïî ñåáå áîëüøèå �èíàíñîâûå ðàñõîäû åùå íå ïîâîä äëÿ áåñïîêîéñòâà. Áåñ-ïîêîéñòâî ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëå îáíàðóæåíèÿ íåêîòîðûõ ïîäðîáíîñòåé àëãîðèòìîâðàáîòû ìîäóëåé ïîèñêîâîé ñèñòåìû. À èìåííî òîãî �àêòà, ÷òî â ñêà÷èâàåìîéèí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ áîëüøîé îáúåì html-êîäà, êîòîðûé âûñòóïàåò íåêîòî-ðîé îáîëî÷êîé äëÿ �îðìàòèðîâàííîãî òåêñòà è êîòîðûé ïîñëå ñòàäèè èçâëå÷å-íèÿ ¾ïîëåçíîé¿ èí�îðìàöèè ïîïðîñòó óäàëÿåòñÿ.Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðîáëåìàõ è ïðåäëàãàåìûõ ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûõñ äàííîé êîíöåïöèåé, ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç ñïåöèàëüíûõ îáçîðîâ [15,21℄.Íàì îñòàåòñÿ îòìåòèòü ëèøü òîò �àêò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äàííîéêîíöåïöèè íóæíî áóäåò î÷åíü àêêóðàòíî ïîäõîäèòü ê å¼ �îðìàëèçàöèè, ò.ê. íà-êîïëåí áîëüøîé áàãàæ íàðàáîòîê è ïðåäëîæåíèé ïî óëó÷øåíèþ îïðåäåëåííûõìîìåíòîâ â ðàáîòå ðîáîòîâ [1, 2, 5�9, 11, 18, 20℄ è îòêàç îò èõ ó÷åòà â ìîäåëèìîæåò ïîâëå÷ü çà ñîáîé ïîñòðîåíèå íåàäåêâàòíîé ìîäåëè.Êîíöåïöèÿ ñåíñîðîâ. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ äàííîé êîíöåï-öèè ñòàëà ïîïûòêà íàéòè áîëåå äåøåâûé ìåòîä èçìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ñî-äåðæèìîì äîñòóïíûõ èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ âìåñòå ñ èçìåíåíèÿìè ñàìèõðåñóðñîâ. Ñóòü êîíöåïöèè ñåíñîðîâ êðîåòñÿ â ñïåöèàëüíîé äîðàáîòêå ïðîãðàìì-íîãî îáåñïå÷åíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà ñòîðîíå èí�îðìàöèîííîãî èñòî÷íèêà, ò.å.Âåá-ñåðâåðà. Äîðàáîòêà Âåá-ñåðâåðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè íåêîåãî ìîäóëÿ,êîòîðûé äîñòóïíûìè åìó ñðåäñòâàìè ïûòàåòñÿ îáíàðóæèòü íîâûå ðåñóðñû íàäàííîì ñåðâåðå èëè ïûòàåòñÿ îáíàðóæèòü èçìåíåíèÿ â óæå íàéäåííûõ ðåñóð-ñàõ. Ïîñëå îáíàðóæåíèÿ êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé â ñîñòîÿíèè èí�îðìàöèîííîãîèñòî÷íèêà ìîäóëü ñîîáùàåò îá ýòèõ èçìåíåíèÿõ íåêîåìó ¾ãîëîâíîìó¿ ñåðâåðó.Îäíà èç ïîïûòîê ðåàëèçàöèé äàííîé êîíöåïöèè áûëà îñóùåñòâëåíà â [3℄.�åçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ñòàë ìîäóëü, êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè ñ îïðåäåëåííîéïåðèîäè÷íîñòüþ èññëåäîâàë ñîäåðæèìîå êàòàëîãîâ ñåðâåðà â ïîèñêàõ èçìåíå-íèé ñ ìîìåíòà åãî ïîñëåäíåãî çàïóñêà. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñðàâíèâàëîñü ñ ñî-ñòîÿíèåì, ñîõðàíåííûì â ñïåöèàëüíûõ �àéëàõ. Ïðè îáíàðóæåíèè èçìåíåíèéñîçäàâàëñÿ �àéë ñ òàê íàçûâàåìîé ìåòà-èí�îðìàöèåé, êîòîðàÿ îïèñûâàëà ñóòüïðîèçîøåäøèõ èçìåíåíèé. Çàòåì �àéë àðõèâèðîâàëñÿ è îòñûëàëñÿ ìîäóëåìíà ñïåöèàëüíûé ñåðâåð. Ïîñëå ýòîãî ðîáîòû ñïåöèàëüíîãî ñåðâåðà íà îñíîâåïðèíÿòîé ìåòà-èí�îðìàöèè ïðèíèìàëè ðåøåíèå î ñêà÷èâàíèè ðåñóðñà äëÿ ïî-ñëåäóþùåé îáðàáîòêè.Çàìåòíûì íåäîñòàòêîì äàííîé ðåàëèçàöèè ìîæíî íàçâàòü òî, ÷òî ìîäóëüðàáîòàåò òîëüêî ñ ñåðâåðàìè, íà êîòîðûõ èí�îðìàöèÿ õðàíèëàñü â âèäå �àéëîâ.À ýòîò ïîäõîä ê ñîçäàíèþ èí�îðìàöèîííûõ Âåá-ðåñóðñîâ íà÷èíàåò óñòóïàòüìåñòî ò.í. äèíàìè÷åñêèì ñàéòàì, â êîòîðûõ ñîäåðæèìîå ñòðàíèöû áåðåòñÿ èçáàçû äàííûõ è ñîåäèíÿåòñÿ ñ øàáëîíîì äèçàéíà â ìîìåíò çàïðîñà ñòðàíè÷êèïîñåòèòåëåì ñàéòà.



176 È.À. Çåìñêîâ. Ñáîð èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ ÈíòåðíåòÂ ñòàòüå [24℄ ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí âàðèàíò ñåíñîðà. Íî òåïåðü ñåíñîð íåÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïîèñêó èçìåíåíèé ñîäåðæèìîãî, ò.å. ïðåä-ëîæåííûé âàðèàíò ìîäóëÿ ìîæíî íàçâàòü ïàññèâíûé ñåíñîð (ïðîøëîìó âàðè-àíòó áîëüøå ïîäõîäèëî íàçâàíèå àêòèâíûé ñåíñîð). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðî-ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå Âåá-ñåðâåðà ïðåäëàãàåòñÿ âñòðîèòü ìîäóëü, êîòîðûé áó-äåò ¾ñëåäèòü¿ çà ïîñòóïàþùèìè çàïðîñàìè èí�îðìàöèîííûõ ðåñóðñîâ è ¾ñëó-øàòü¿ îòâåòû ñåðâåðà. Êàæäîìó çàïðîñó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îòâåò ñåðâåðà,è äàëåå ýòà ïàðà èùåòñÿ â óæå íàêîïëåííîé áàçå ìåòà-îïèñàíèé ðåñóðñîâ. Ïðèîáíàðóæåíèè èçìåíåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü äâà âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ: âïåðâîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëàòü îñíîâíîìó ñåðâåðó íåêîå ìåòà-îïèñàíèåíàéäåííûõ èçìåíåíèé, à âî âòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ñðàçó ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëü-íóþ îáðàáîòêó íàéäåííîãî ðåñóðñà ïî î÷èùåíèþ îò ¾ìóñîðà¿ (ýòî â áîëüøåéñòåïåíè îòíîñèòñÿ ê ñòðàíèöàì â �îðìàòå HTML). Òàêàÿ î÷èñòêà (íàïðèìåðîò ëèøíèõ êîíñòðóêöèé ÿçûêà ðàçìåòêè) ìîæåò äàòü óìåíüøåíèå íàãðóçêè íàêàíàëû ñâÿçè. Íî äàæå â ñëó÷àå ïåðåäà÷è îäíîãî ìåòà-îïèñàíèÿ ìû ìîæåì ïî-ëó÷èòü âûèãðûø, ò.ê. íåò íàäîáíîñòè ïîñòîÿííûõ ïîâòîðíûõ îáõîäîâ, êàê ýòîíàáëþäàåòñÿ â êîíöåïöèè ðîáîòîâ.Áîëüøèì íåäîñòàòêîì äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ñóùåñòâó-åò ïîêà òîëüêî íà áóìàãå, ò.å. åùå íå ñóùåñòâóåò ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè,ñïîñîáíîé ïîêàçàòü ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îò å¼ ïðèìåíåíèÿ. Îäíàêî óæåñåé÷àñ ìîæíî ïðåäëîæèòü åùå îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé êàñàòåëüíî ýòî-ãî âàðèàíòà ñåíñîðà. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èçó÷èòü ïîâåäåíèå ñåíñîðàíà îáúåêòàõ ñàìîé ñëîæíîé ïðèðîäû, à èìåííî íà ñàéòàõ, ïîäïàäàþùèõ ïîäîïðåäåëåíèå ñêðûòîãî Âåá. Íàïðèìåð, âèäèòñÿ èíòåðåñíûì ïîëó÷åíèå îòâåòà íàâîïðîñ: ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáóåòñÿ ïàññèâíîìó ñåíñîðó äëÿ ïîìîùè ïîèñêî-âîé ñèñòåìå â ñîñòàâëåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ î ñàìûõ ïîëåçíûõ äàííûõ, õðàíèìûõ¾çà �îðìîé¿ íà îäíîì èç ðåñóðñîâ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ òî, ÷òî âîïðîñû ÷åðåç�îðìó áóäóò çàäàâàòü ïîñåòèòåëè ñàéòà).Â çàêëþ÷åíèå îïèñàíèÿ äàííîé êîíöåïöèè õî÷åòñÿ óêàçàòü îäíó îáùóþ ïðî-áëåìó äëÿ å¼ èññëåäîâàòåëåé. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíöåïöèÿïîäðàçóìåâàåò âìåøàòåëüñòâî â ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå Âåá-ñåðâåðîâ. À ýòîÿâëÿåòñÿ îãðîìíûì ñäåðæèâàþùèì �àêòîðîì íà ïóòè âíåäðåíèÿ òåõíîëîãèé,îñíîâàííûõ íà ýòîé êîíöåïöèè.Êîíöåïöèÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Ýòà êîíöåïöèÿ ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿãèáðèäîì äâóõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå êîíöåïöèé. Å¼ ðàçðàáîò÷èêè îñóùåñòâèëèïîïûòêó îáúåäèíèòü âåñü íàêîïëåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïûò â ðàìêàõ êîíöåï-öèè ðîáîòîâ è çàìàí÷èâóþ èäåþ ñíèæåíèÿ íàãðóçêè íà êàíàëû ñâÿçè çà ñ÷åòñíèæåíèÿ îáúåìà ïåðåäàâàåìûõ ïî íèì äàííûì, îïèñûâàþùèõ ñîäåðæèìîå ðå-ñóðñîâ. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ¾ïîïûòêè¿ ïîÿâèëàñü òåõíîëîãèÿ, êîòîðàÿ ïðåäëàãàåòìîäåðíèçèðîâàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå Âåá-ñåðâåðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûîíî ïðèîáðåëî ñïîñîáíîñòü ïðèíèìàòü îò ñïåöèàëüíîãî ñåðâåðà ïîèñêîâîé ñè-ñòåìû ê ñåáå íåêîòîðûé êîä, îïèñûâàþùèé ïîâåäåíèå ðîáîòà. Â äàëüíåéøåìýòîò êîä äîëæåí áóäåò îòðàáîòàòü íà ïðèíÿâøåì åãî ñåðâåðå. �åçóëüòàòîì ðà-áîòû ðîáîòà-êîäà ñòàíîâèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î íàéäåííûõ èí�îðìàöèîííûõ ðå-ñóðñàõ íà äàííîì Âåá-ñåðâåðå. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå óæå íå ñîäåðæèò â ñåáå òàêîãî



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 177áîëüøîãî îáúåìà ìóñîðà, ò.ê. åãî îñíîâíàÿ ÷èñòêà â íàéäåííûõ ðåñóðñàõ òåïåðüïðîèñõîäèò íå íà ñòîðîíå ïîèñêîâîé ñèñòåìû ñ ðîáîòîì, à íà ñàìîì èñòî÷íèêåèí�îðìàöèè.Îäíàêî è â ýòîé áî÷êå ì¼äà åñòü áîëüøîé ÷åðïàê äåãòÿ. Ýòî ìîæíî ïî-÷óâñòâîâàòü åùå íà ñòàäèè ïîâåðõíîñòíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ äàííîé êîíöåïöèåé.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàäàòü íåñêîëüêî ¾áåçîáèäíûõ¿ âîïðîñîâ. Íàïðèìåð, êàêáóäåò ñåáÿ âåñòè òåõíîëîãèÿ äàííîé êîíöåïöèè ïî îòíîøåíèþ ê èí�îðìàöè-îííûì ðåñóðñàì, èìåþùèì ñïîñîáíîñòü î÷åíü ÷àñòî ¾íåçíà÷èòåëüíî¿ ìåíÿòüñâîå ñîäåðæèìîå? Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîì âîïðîñå äàííàÿ êîíöåïöèÿ ñîëèäàð-íà ñ êîíöåïöèåé ðîáîòîâ, à èìåííî ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïåðèîäè÷åñêèéîáõîä âñåõ èçâåñòíûõ Âåá-ñåðâåðîâ. Ïîñëå òàêîãî îòâåòà âîïðîñ î íàãðóçêå íàïðèíèìàþùèå ê ñåáå êîä ðîáîòà Âåá-ñåðâåðà âîçíèêàåò ñàì ñîáîé. À îí ìîæåòóñëîæíèòü è òàê òÿæåëûé âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ âîçìîæíîñòüþ âíåäðåíèÿ ¾âìàññû¿ äàííîé êîíöåïöèè.Çà áîëåå ïîäðîáíîé èí�îðìàöèåé ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê [14,16℄.Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíà îáùàÿ ñòðóêòóðà ïîèñêîâûõ ñèñòåì äëÿ ñåòè Èíòåðíåò. Ïðåäïðè-íÿòà ïîïûòêà ñ�îðìóëèðîâàòü ïîëíûé ñïèñîê îáùèõ ïðîáëåì, ñ êîòîðûìè ñòàë-êèâàþòñÿ ðàçðàáîò÷èêè ìîäóëÿ ñáîðà èí�îðìàöèè î äîñòóïíûõ ðåñóðñàõ Âåá.Îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûé ñïèñîê, áûëè êðàòêî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå êîíöåï-öèè ïðè ðàçðàáîòêå ýòîãî ìîäóëÿ. Ïîïóòíî áûëè îáîçíà÷åíû âîçìîæíûå íà-ïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.Ëèòåðàòóðà1. Najork M., Wiener J.L. Breadth-First Sear
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le is presented one example of estimation task on physi
s solutionas the means of proje
tive and 
ognitive skills formation on the way of physi
isttraining.Ñðåäè îñîáåííîñòåé äåÿòåëüíîñòè ïðåïîäàâàòåëåé âûñøåé øêîëû âû-äåëÿþò ïðîåêòèðîâî÷íûå, ãíîñòè÷åñêèå, îðãàíèçàòîðñêèå è êîììóíèêàòèâíûåóìåíèÿ [1℄. Ê ïðîåêòèðîâî÷íûì óìåíèÿì îòíîñÿò öåëåïîëàãàíèå â èí�îðìà-öèîííîì ïîèñêå, óìåíèÿ ñòðîèòü óìîçàêëþ÷åíèÿ ïî àíàëîãèè, îïèðàòüñÿ íàèíòóèöèþ â íàó÷íîì ïîèñêå, îòêðûâàòü íîâûå ñâÿçè ýëåìåíòîâ ïðîáëåìû, �îð-ìóëèðîâàòü ãèïîòåçû èññëåäîâàíèÿ, íàõîäèòü ñïîñîáû ïðîâåðêè ãèïîòåç, ïëàíè-ðîâàòü íàó÷íûé ïîèñê, ñðàâíèâàòü íåñõîäíûå ÿâëåíèÿ, ìûñëåííî ïðåäñòàâèòüðåçóëüòàò, ïîñòðîèòü åãî ìîäåëü. Ê ãíîñòè÷åñêèì îòíîñÿò óìåíèÿ âîñïðèíè-ìàòü âîçíèêíîâåíèå ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè, �îðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó, ðåøàòüåå èçâåñòíûì ñïîñîáîì, íàõîäèòü íîâûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïóòåì âû-äâèæåíèÿ ãèïîòåç, îáîñíîâàòü ãèïîòåçó, ïðîâåðèòü íàéäåííîå ðåøåíèå.�àññìîòðåâ âñå âèäû ó÷åáíûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðî-öåññ ðåøåíèÿ îöåíî÷íûõ çàäà÷ íàèáîëåå ïîëíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîìïëåêñ ïå-ðå÷èñëåííûõ óìåíèé. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ îöåíî÷íàÿ çàäà÷à ïîçâîëÿåò äèàãíî-ñòèðîâàòü óðîâåíü ñ�îðìèðîâàííîñòè öåëîãî ðÿäà ïîíÿòèé, ïðåäñòàâëåíèé îÿâëåíèÿõ, óñâîåíèÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ, óìåíèé âûäåëÿòü ñóùå-ñòâåííûå �àêòîðû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòóäåíò-�èçèê ìîã óñïåøíî ðåøàòü ó÷åáíûå, à íà ñòàð-øèõ êóðñàõ � íàó÷íûå çàäà÷è, �îðìèðîâàíèå ïåðå÷èñëåííûõ óìåíèé äîëæíîíà÷èíàòüñÿ åùå â øêîëå. Â ÷àñòíîñòè, �îðìèðîâàíèå óìåíèé 1) íàéòè â îêðó-æàþùåì ìèðå �èçè÷åñêóþ ïðîáëåìó (â õîäå íàáëþäåíèÿ èëè ýêñïåðèìåíòà);2) ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèå è òðåáîâàíèå çàäà÷è òåêñòîì (êà÷åñòâåííî); 3) ïî-ñòðîèòü ìîäåëü ÿâëåíèÿ; 4) ïåðåâåñòè óñëîâèå è òðåáîâàíèå çàäà÷è â êîëè÷å-ñòâåííóþ �îðìó; 5) ðåøèòü çàäà÷ó ëþáûì äîñòóïíûì îáó÷àåìîìó ñïîñîáîì; 6)îáúÿñíèòü ðåçóëüòàòû, îáñóäèòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè âûáðàííîé ìîäåëè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó-îöåíêó, ïðèäåðæèâàÿñü óêàçàííîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé.1. �óäèò âîäîïðîâîäíàÿ òðóáà. Ïî÷åìó? � �èçè÷åñêàÿ ïðîáëåìà íàéäåíà âõîäå íàáëþäåíèé.
© 2002 Ì.Ï. ËàíêèíàE-mail: lankina�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



180 Ì.Ï. Ëàíêèíà. Çàäà÷è ñ ýëåìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ...2. Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó � îöåíèòü ÷àñòîòó èçëó÷àåìîé çâóêîâîé âîëíû.3. Ïîñòðîèì ìîäåëü ÿâëåíèÿ. Ïðåäëîæèì îäèí èç âîçìîæíûõ ìåõàíèçìîââîçíèêíîâåíèÿ çâóêà â âîäîïðîâîäíûõ òðóáàõ.Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà â ìåñòàõ ñóæåíèé â òðóáàõ ìîæåò âîçíèê-íóòü òóðáóëåíòíîñòü, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê êàâèòàöèè � îáðàçîâàíèþ â æèäêî-ñòè ðàçðûâîâ ñïëîøíîñòè ñ ïîÿâëåíèåì ïîëîñòåé (êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêîâ),çàïîëíåííûõ ãàçîì, ïàðîì èëè èõ ñìåñüþ, â ðåçóëüòàòå ìåñòíîãî ïîíèæåíèÿäàâëåíèÿ [2℄. Êàâèòàöèÿ âîçíèêàåò â òåõ ó÷àñòêàõ ïîòîêà, ãäå äàâëåíèå ïîíè-æàåòñÿ äî íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Pêð. Ìèíèìóìû äàâëåíèÿ âîçíè-êàþò íà êðèâîëèíåéíûõ òâåðäûõ òåëàõ, à ïðè íàëè÷èè ñèëüíîé çàâèõðåííîñòè� è âî âíóòðåííèõ îáëàñòÿõ æèäêîñòè. Ïðè ýòîì ïðèñóòñòâóþùèå â æèäêîñòèïóçûðüêè ãàçà èëè ïàðà, äâèãàÿñü ñ ïîòîêîì æèäêîñòè è ïîïàäàÿ â îáëàñòè äàâ-ëåíèÿ P < Pêð, ïðèîáðåòàþò ñïîñîáíîñòü ê ðîñòó. Ïîñëå ïåðåõîäà â îáëàñòü,ãäå P > Pêð, ðîñò ïóçûðüêà ïðåêðàùàåòñÿ, è îí íà÷èíàåò ñîêðàùàòüñÿ. Ñîêðà-ùåíèå êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà ïðîèñõîäèò ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ è ñîïðîâî-æäàåòñÿ çâóêîâûì èìïóëüñîì òåì áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ìåíüøå ãàçà ñîäåðæèòïóçûðåê.Åñëè ñòåïåíü ðàçâèòèÿ êàâèòàöèè òàêîâà, ÷òî âîçíèêàåò è ñõëîïûâàåòñÿ ìíî-æåñòâî ïóçûðüêîâ, òî ÿâëåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì øóìîì ñî ñïëîøíûìñïåêòðîì îò íåñêîëüêèõ ñîòåí �ö äî ñîòåí ê�ö. Ñïåêòð ðàñøèðÿåòñÿ â îáëàñòüíèçêèõ ÷àñòîò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà ïóçûðüêà [2℄. Êîëå-áàíèÿ ïóçûðüêîâ óñèëèâàþòñÿ òðóáàìè, à òàêæå ñòåíàìè, ïîëàìè, ïîòîëêàìè,ê êîòîðûì òðóáû ïðèêðåïëåíû [3℄.Ýòîò ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ çâóêà ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ÿâëåíèå êàâèòà-öèè è öåëûé ðÿä ñâÿçàííûõ ñ íèì ïîíÿòèé è çàêîíîâ: ëàìèíàðíîå, òóðáóëåíòíîåòå÷åíèÿ, çàêîí Áåðíóëëè, ãèäðàâëè÷åñêèé óäàð, çâóêîâàÿ âîëíà, àêóñòè÷åñêèéðåçîíàíñ â òðóáå, ñòîÿ÷àÿ è áåãóùàÿ âîëíû è ìíîãèå äðóãèå.Çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè âïåðâûå áûëàðàññìîòðåíà �ýëååì â 1917 ãîäó. Îí èñïîëüçîâàë ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü,â êîòîðîé æèäêîñòü ñ÷èòàëàñü èäåàëüíîé, íåñæèìàåìîé è áåçãðàíè÷íîé; ïðåä-ïîëàãàëîñü, ÷òî âíóòðè ïóçûðüêà âàêóóì è ïóçûðåê ñîõðàíÿåò ñ�åðè÷åñêóþ�îðìó â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ñõëîïûâàíèÿ, à äàâëåíèå â æèäêîñòè âäàëè îòïóçûðüêà (â áåñêîíå÷íîñòè) ïîñòîÿííî.4, 5. Êîëè÷åñòâåííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è è ðåøåíèå. Âðåìÿ ñõëîïûâàíèÿïóçûðüêà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå åãî ïåðâîíà÷àëüíûé ðàäèóñ a, ïëîòíîñòüæèäêîñòè ρ è ÷åì ìåíüøå äàâëåíèå â æèäêîñòè P0 âäàëè îò ïóçûðüêà. Ïóñòü âïåðâîì ïðèáëèæåíèè îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ýòî âðåìÿ íå çàâèñèò.Øêîëüíèêè ìîãóò èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàçìåðíîñòåé.
τ = axρyP z

0 =⇒My+zLx−3y−zT−2z = T=⇒





y + z = 0
x− 3y − z = 0
−2z = 1

=⇒





z = −1
2
;

y = 1
2
;

x = 1

τ = a

√
ρ

P0

, (1)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2002. Âûï. 9. 181òîãäà ÷àñòîòó çâóêîâîé âîëíû, êîòîðàÿ ïðè ýòîì âîçíèêàåò, ìîæíî îöåíèòü
ν ∼ τ−1. Âçÿâ äëÿ îöåíêè P0 ∼ 105 Ïà, ρ ∼ 103êã/ì3, a ∼ 10−2 ì, ïîëó÷èì
ν ∼ 103 �ö, òîãäà äëèíà çâóêîâîé âîëíû λ = c/ν ≈ 1, 4ì, ãäå c = 1400ì/
 �ñêîðîñòü çâóêà â âîäå.Äëÿ ñòóäåíòîâ âîçìîæåí áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâ-êè çàäà÷è. Ñòóäåíò ìîæåò ïîâòîðèòü ðåøåíèå çàäà÷è �ýëåÿ. Îí çàïèñûâàåòóðàâíåíèå äâèæåíèÿ åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè. Äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ýòîóðàâíåíèå Ýéëåðà [4℄:

∂~v

∂t
+ (~v~∇)~v = −1

ρ
~∇P . (2)Èç íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî, âíåçàïíî óäà-ëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèé îáúåì ðàäèóñà a. Îïðåäåëèòü âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãîîáðàçîâàâøàÿñÿ ïîëîñòü çàïîëíÿåòñÿ æèäêîñòüþ.Äâèæåíèå æèäêîñòè ïîñëå îáðàçîâàíèÿ ïîëîñòè áóäåò öåíòðàëüíî-ñèììåò-ðè÷íûì ñî ñêîðîñòÿìè, íàïðàâëåííûìè â êàæäîé òî÷êå ïî ðàäèóñó ê öåíòðó.Óðàâíåíèå Ýéëåðà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåéñêîðîñòè vr ≡ v < 0:

∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
= −1

ρ

∂ρ

∂r
. (3)Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äàåò:

r2v = F (t), (4)ãäå F (t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè; (4) âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî â ñèëóíåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè îáúåì, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç ñ�åðó ëþáîãî ðàäèóñà, íåçàâèñèò îò ýòîãî ðàäèóñà. Èç (4) ñëåäóåò: v = F (t)/r2, ïîäñòàâèì ýòî â (3):
Ḟ

r2
+ v

∂v

∂r
= −1

ρ

∂P

∂r
. (5)Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî r îò ∞ äî R(t) ïðè a ≥ R(t) � ðàäèóñàçàïîëíÿþùåéñÿ ïîëîñòè. Èíòåãðèðîâàíèå äàåò:

− Ḟ

R(t)
+
V 2

2
=
P0

ρ
, (6)ãäå V = Ṙ � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ïîëîñòè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ: V (∞) =

0, P (R) = 0, P (∞) = P0. Íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè: F (t) = R2(t)V (t), ïîäñòàâèìâ (6):
−R

2

d(V 2)

dR
=
P0

ρ
+

3V 2

2
(7)� óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïðè íà÷àëü-íîì óñëîâèè V = 0 ïðè R = a (â íà÷àëüíûé ìîìåíò æèäêîñòü ïîêîèëàñü).
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√
3a2ρπ

2P0
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6
)

Γ(1
3
)

= 0, 915a

√
ρ

P0

. (8)Ïðè ïðåæíèõ çíà÷åíèÿõ P0, ρ è a âðåìÿ τ ∼ 9, 15 · 10−4c, ÷àñòîòà ν = τ−1 ∼
1, 1 · 103�ö, λ = c/ν = 1, 28ì.6. Çàäà÷à �ýëåÿ, êîíå÷íî, äàåò çàíèæåííóþ îöåíêó âðåìåíè ñõëîïûâàíèÿïóçûðüêà. �åàëüíàÿ æèäêîñòü èìååò âÿçêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü, ñæèìàåìîñòü;âíóòðè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïàðà è ãàçîâ;èçìåíåíèå äàâëåíèÿ, îáóñëîâëèâàþùåå ñîêðàùåíèå ïóçûðüêà, ïðîèñõîäèò íåñêà÷êîì, à ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ýòè îòêëîíåíèÿ îò ìîäåëè �ýëåÿäîëæíû óâåëè÷èâàòü âðåìÿ ñîêðàùåíèÿ ïóçûðüêà.Óñëîæíèì íàøó ìîäåëü. Ó÷òåì ïðîòèâîäàâëåíèå ïàðà, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïó-çûðüêå. Æèäêîñòü áóäåì ñ÷èòàòü ïî-ïðåæíåìó èäåàëüíîé, ò.å. íå ó÷èòûâàåìïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè è âÿçêîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæåíèå èäåàëüíîéæèäêîñòè ñ÷èòàåì àäèàáàòè÷åñêèì. Çíà÷èò, è ïðîöåññ ñæàòèÿ ïàðà áóäåì ñ÷è-òàòü àäèàáàòè÷åñêèì.Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) ïðîèçîéäåò èçìåíåíèå

Ḟ

r2
+ v

∂v

∂r
= −1

ρ

∂(P − Pïàðà)
∂r

. (9)Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà:
Pïàðà = P 0ïàðà(ar)3γ

,ãäå P 0ïàðà � äàâëåíèå ïàðà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Èíòåãðèðîâàíèå (9) ïî r ñó÷åòîì V = 0 ïðè R = a äàåò
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x
y = −

2P 0ïàðàa3γ

ρ

1

x3γ+1
−

2(P0 − P 0ïàðà)
ρx

. (10)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:
y =

2P 0ïàðà
3ρ(γ − 1)

(a
x

)3γ

+

[
2(P0 − P 0ïàðà)

ρ
−

2P 0ïàðà
3ρ(γ − 1)

](a
x

)3

−
2(P0 − P 0ïàðà)

ρ
. (11)Âðåìÿ ñõëîïûâàíèÿ

τ =

∫
dR

V
=

a∫

0

dx√
y
. (12)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: A = 3(γ − 1)(P0 − P 0ïàðà)/P 0ïàðà, òîãäà (12) äàåò:

τ =

√
3ρ(γ − 1)

2P 0ïàðà a
∞∑

n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!

n∑

k=0

Ck
n(A− 1)n−kAk

3γ/2 + 1 + 3n(γ − 1) + 3k
. (13)Äëÿ îöåíîê âîçüìåì ρ ∼ 103êã/ì3, P0 ∼ 105Ïà, γ = 1, 32 äëÿ H2O,P

0ïàðà ∼
103Ïà, òîãäà τ ∼ 1, 1 · 10−3c; ν ≈ 910�ö; λ ≈ 1, 54ì.Ñëåäóþùèì øàãîì óñëîæíåíèÿ ìîäåëè ìîæåò áûòü ó÷åò êîíå÷íîñòè äèà-ìåòðà òðóáû. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî öåíòð ïóçûðüêà íàõîäèòñÿ íà îñè òðóáû. Âýòîì ñëó÷àå ïóçûðåê ìîæíî ñ÷èòàòü ïî-ïðåæíåìó ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì.Åñëè ñêîðîñòü ñõëîïûâàíèÿ ïîëîñòè V çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà ââîäå, òî ñæèìàåìîñòü âîäû ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.Íà ñëåäóþùåì ýòàïå óñëîæíåíèÿ ìîäåëè ìîæíî ïîêàçàòü íåñóùåñòâåííîñòüðàñòÿæèìîñòè òðóá è âëèÿíèÿ ïîëÿ òÿãîòåíèÿ íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâó-êîâîé âîëíû â âîäå, ó÷åñòü ðàñïðåäåëåíèå ïóçûðüêîâ ïî ðàçìåðàì è ò.ä.Ìîäåëü ÿâëåíèÿ ìîæíî óñëîæíÿòü ñêîëü óãîäíî äîëãî, ó÷èòûâàÿ âñå íîâûåè íîâûå �àêòîðû. Ëþáàÿ îöåíî÷íàÿ çàäà÷à äàåò â ýòîì îòíîøåíèè íåèñ÷åðïà-åìûå âîçìîæíîñòè. Ïîýòîìó çàäà÷è-îöåíêè âêëþ÷àþòñÿ â ïðîöåññ ïîäãîòîâêè�èçèêîâ êàê íà ïðîïåäåâòè÷åñêîì ýòàïå îáó÷åíèÿ â �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõêëàññàõ, òàê è íà �îðìèðóþùåì ýòàïå â óíèâåðñèòåòå.Ëèòåðàòóðà1. Åñàðåâà Ç.Ô. Îñîáåííîñòè äåÿòåëüíîñòè ïðåïîäàâàòåëÿ âûñøåé øêîëû. Ë.: Èçä-âî Ë�Ó, 1974. 112 ñ.2. Ôèçè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ.Ò.II. /�ë. ðåä. À.Ì. Ïðîõîðîâ. Ì.: Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëî-ïåäèÿ, 1990. 703 
.3. Óîêåð Äæ. Ôèçè÷åñêèé �åéåðâåðê. Ì.: Ìèð, 1979. 288 
.4. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà: Ó÷åá. ïîñîá. Â 10 ò. Ò. VI.�èäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1988. 736 ñ.
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