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In this arti
le relationships between ultrametri
 spa
es and spa
es of negative


urvature are 
onsidered.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïðåäëîæåíèé î ïðî-

ñòðàíñòâàõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

1. Îáùèå óòâåðæäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Óëüòðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ÓÌÏ) � ýòî ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì

íåðàâåíñòâîì:

ρ(A,B) ≤ max(ρ(A,C), ρ(B,C)). (1)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ óëüòðàìåòðè÷å-

ñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ òðîéêà åãî òî÷åê ïðè âëîæåíèè â

S2
k
åñòü ïîäìíîæåñòâî îêðóæíîñòè. Êîãäà òðè òî÷êè íå ïîä÷èíÿþòñÿ óëü-

òðàìåòðèêå, òî ñîñòàâëåííûé èç íèõ òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü â S2
k
íå

äëÿ âñÿêîãî k. Ïóñòü äàíû òðè òî÷êè â S2
k
è îíè èçîìåòðè÷íû ïîäìíîæåñòâó

ÓÌÏ. Òîãäà ïðè ëþáîì k îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè ÓÌÏ èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàþò-

ñÿ â S3
k
, îáðàçóÿ ïðè ëþáîì k â S3

k
âïèñàííûé â ñ�åðó òåòðàýäð. È îáðàòíî,

åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U òàêîâî, ÷òî êàæäàÿ ÷åòâåðêà åãî òî÷åê

èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíà â ïîäìíîæåñòâî ñ�åðû â S3
k
ïðè ëþáîì k ≤ 0, òî U

åñòü ÓÌÏ.

Åñëè æå òåòðàýäð â S3
k
âïèñûâàåòñÿ â øàð, òî åãî âåðøèíû âëîæåíû èç

ÓÌÏ.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ �àêòîâ î

òðîéêàõ è ÷åòâåðêàõ òî÷åê ÓÌÏ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ è èçâåñòíûì ñâîéñòâîì óãëîâ

ïàðàëëåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî: cos Pk(a) = th(ka) [1℄.
Íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òðîéêàìè òî÷åê ÓÌÏ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

òðåóãîëüíèêè. Îïðåäåëèì, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ (1) íàêëàäûâàåò íà ýòè òðåóãîëü-

íèêè. �àññìîòðèì ÷åòûðå òèïà òðåóãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, à)-ã).
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�èñ. 1.

Èç íèõ óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òðåóãîëüíèêè

ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

Òèï 1. �àâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè: ñòîðîíà a = a = a (ðèñ.1,a).

Òèï 2. �àâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì ìåíüøèì, ÷åì áîêîâàÿ ñòîðîíà: a > b
(ðèñ.1,á).

�àññìàòðèâàåì òàêæå äâà òèïà òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ

óëüòðàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî:

Òèï 3. �àâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì áîëüøèì, ÷åì áîêîâàÿ ñòîðîíà: b > a
(ðèñ.1,â).

Òèï 4. Òðåóãîëüíèêè ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñòîðîíàìè: c > max(a, b) = b
(ðèñ.1, ã).

Èòàê, èç ÷åòûðåõ âûäåëåííûõ òèïîâ òðåóãîëüíèêîâ äîïóñòèìûìè ìû ñ÷èòà-

åì äâà òèïà òðåóãîëüíèêîâ � 1-é è 2-é. Òî÷íî òàê æå íàéäåì òèïû òåòðàýäðîâ,

êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç äîïóñòèìûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå ïî øàãàì, îòñåèâàÿ òåòðàýäðû, äëÿ âåðøèí êîòîðûõ

íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1).

Íà ïåðâîì øàãå âûáèðàåì òèï òðåóãîëüíèêà ABC. Âñïîìíèâ êëàññè�èêà-

öèþ òðåóãîëüíèêîâ, çàìå÷àåì, ÷òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 1.

Ïåðâûé øàã. �àññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ABC òèïà 1, ñòîðîíà AD = d
(ðèñ.1,ä).

Âòîðîé øàã. Âàðèàíò ðàçîáüåì íà ïîäâàðèàíòû:
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1a) AD > a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âûøåèçëîæåííîé êëàññè�èêàöèè △ ADC
2-ãî òèïà, DA = DC = d, DB = DC = d èç ðàññìîòðåíèÿ △DBC.

1á) AD = a, AD = AC = a.
Óäîáíî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:

1á1) DC = a. Ïî (1) DB ≤a.
1á2) DC < a, çíà÷èò, èëè DB = BC èëè DC = BC (èç ïîä÷èíåíèÿ

âåðøèí △DBC íåðàâåíñòâó (1)) .

1á3) DC > a è △ADC 3-ãî òèïà, òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 1á3) ïðîòèâî-

ðå÷èò (1).

1â) AD < a, è ïî ïîä÷èíåíèþ âåðøèí △ADC íåðàâåíñòâó (1) âûïîëíÿåòñÿ

DC = AC. À ïî ðàññìîòðåíèþ △ DBC âåðíî DB = DC.

Âàðèàíò 2.

Ïåðâûé øàã. �àññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ABC òèïà 2, ñòîðîíà a = AB =
AC > BC = b.

Âòîðîé øàã. Âàðèàíò òàêæå ðàçîáüåì íà ïîäâàðèàíòû:

2a) AD < a èç ðàññìîòðåíèÿ △ ADC, ïî (1), DC = a. Èç ðàññìîòðåíèÿ △
ADB, ïî (1), DB = AD. Âåðøèíû òåòðàýäðà ABCD íå ïðîòèâîðå÷àò (1) è AD
ñ BC â ëþáîì îòíîøåíèè.

2á) AD = a, ïî (1), DC ≤ a DB ≤ a BC ≤ a. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè:

DB = DC ≥ BC
2â) AD > a. Èç (1) äëÿ △ ADC è △ ADB AD = DB = DC ≥ AB =

AC ≥ BC.
Èòàê, ðàññìîòðåâ ýòè òåòðàýäðû, äëÿ âåðøèí êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî (1), � áóäåì íàçûâàòü óëüòðàìåòðè÷åñêèìè � âûäåëèì äâà òèïà òåòðàýäðîâ,

ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèå âñå òåòðàýäðû ñ âåðøèíàìè, èçîìåòðè÷íûìè òî÷êàì

ÓÌÏ.

Òèï I: AD = DC = DB = d ≥ a = AB = AC ≥ BC = b.
Òèï II: AD = d ≤ DC = DB = AB = AC = a ≥ BC = b. Îòíîøåíèÿ ìåæäó

AD è BC ïðîèçâîëüíûå.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1

Íåîáõîäèìîñòü. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b ≥ c. Åñëè
îêðóæíîñòü äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò, òî åå öåíòð � ýòî ïåðåñå÷å-

íèå ñðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿ-

ðû, ïðîâåäåííûå ê b è c, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîñòàòî÷íî áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî îíè

íå ïåðåñåêàþò áèññåêòðèñó óãëà A. �àññìîòðèì óãëû ïàðàëëåëüíîñòè îòðåçêîâ

M1A, M2A. Íàäî ñðàâíèòü A/2 
 Pk(c/2). Òàê êàê th(t) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ

ñíèçó ê 1 ïðè t → ∞, òî

cos(Pk(c/2)) = th(kc/2) <= th(kb/2) = cos(Pk(b/2)). (2)

Òî åñòü ïðè k → ∞ Pk(c/2) → +0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî cos(Ak/2) < cos(Pk(c/2)) ïðè áîëüøèõ

k. Ýòî áóäåò äîñòàòî÷íûì, òàê êàê èç (2) ñëåäóåò, ÷òî Pk(c/2) > Pk(b/2). Ïî
òåîðåìå êîñèíóñîâ:

cos(Ak) =
cosh(kb) cosh(kc) − cosh(ka)

sinh(kb) sinh(kc)
. (3)

Òàê êàê A, B, C � òî÷êè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè

ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî a < b + c, cos(Ak) → 1, lim
k→∞

Ak = 0.

Ñðàâíèì ïðè âîçðàñòàþùåì k ÷èñëà cos(Ak/2) =
√

(1 + cos(Ak))/2 è th(kc/2).
Ïîêàæåì, ÷òî

√

0.5 +
cosh(kb) cosh(kc) − cosh(ka)

2 ∗ sinh(kb) sinh(kc)
< th(

kc

2
). (4)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4) ïîëîæèòåëüíû (äàëåå èñïîëüçóåì ñèì-

âîëû ñðàâíåíèÿ �

∨

, ∨) è

sinh kb sinh kc + cosh kb cosh kb − cosh ka

2 sinh kb sinh kc
∨ exp(2kc) − 2 exp(kc) + 1

exp(2kc) + 2 exp(kc) + 1
, (5)

2 exp(kb + kc) + 2 exp(−kb − kc) − 2(exp(ka) + exp(−ka))

2(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) − exp(−kc))
∨

(

exp(kc) − 1

exp(kc) + 1

)2

.

(6)

Óïðîñòèì ýòè âûðàæåíèÿ, ââåäÿ ñëàãàåìûå:

C1(k) =
exp(−ak)(exp(2ck) + 2 exp(ck) + 1)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C2(k) =
exp(ak)(2 exp(ck) + 1)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C3(k) =
exp(bk)(exp(ck) + exp(−ck) − 2)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C4(k) =
exp(−bk)(exp(3ck) − 2 exp(2ck) + exp(ck) + 4)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
,

C5(k) =
− exp(ak + 2ck) + 4 exp(bk + 2ck)

(exp(kc) − exp(−kc))(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
.

�àññìîòðèì ñðàâíåíèå:

C1(k) + C2(k) + C3(k) + C4(k) + C5(k)
∨

0. (7)

Ïðè kc > 0 �óíêöèÿ exp(kc) − exp(−kc) > 0, ò.å. çíàê íåðàâåíñòâà (7) ïðè

óìíîæåíèè íà (exp(kc) − exp(−kc)) íå èçìåíèòñÿ.
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Ïîëó÷àåì

(exp(kc) − exp(−kc))(C1(k) + C2(k) + C3(k) + C4(k) + C5(k))
∨

0. (8)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñëàãàåìûõ â �îðìóëå (8) ïðè óâåëè÷åíèè k,
ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî a > b ≥ c. Ó íàñ âîçíèêàþò äâà íàáîðà ñëàãàåìûõ.

14) Ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê 0 ïðè k → +∞. Ýòî (C1(k), C2(k), C3(k), C4(k)):

lim
k→+∞

exp(−ak)(exp(2ck) + 2 exp(ck) + 1)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(ak)(2 exp(ck) + 1)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(bk)(exp(ck) + exp(−ck) − 2)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0,

lim
k→+∞

exp(−bk)(exp(3ck) − 2 exp(2ck) + exp(ck) + 4)

(exp(kb) − exp(−kb))(exp(kc) + 1)2
= 0.

Îáîñíîâàíèå: −a+c < −a+2c < b+2c; a < a+c < b+2c; b−c < b+c < b+2c;
−b + c < −b + 2c < −b + 3c < b + 2c;

5) Ñëàãàåìîå (exp(kc)−exp(−kc))C5, êîòîðîå íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè k → +∞.
Çàìåòèì, ÷òî a + 2c > b + 2c. À (− exp(ak + 2ck) + 4 exp(bk + 2ck))/((exp(kb) −
exp(−kb))(exp(kc)+1)2) ïðè âîçðàñòàíèè k åñòü �óíêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ �óíê-

öèè − exp(ak + 2ck − bk − 2ck) = − exp(ak − bk) è lim
k→+∞

[− exp(ak − bk)] = −∞.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ íåêîòîðîãî k0 çíàê â (7) ìåíüøå íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà

êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà ìåíåå −k2
0, òî ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê b è c íå

ìîãóò ïåðåñåêàòü èäóùóþ ìåæäó íèìè ïðÿìóþ � áèññåêòðèñó óãëà A. Çíà÷èò,
îíè òåì áîëåå íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè A,B,C
íå ëåæàò íà îêðóæíîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íàéäåì òî÷êó M : |MA| = |MB| = |MC|. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî |AB| = c ≤ |AC| = |BC| = a (ñì. ðèñ.1,e).

Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç C íà AB. Òî÷êà T ïðîèçâîëüíà: T ∈ CH. Íàéäåì

�óíêöèþ f8(t) = |CT |−|BT |, ãäå t åñòü ðàññòîÿíèå îò T äî C. f8(t) = t−|BT (t)|.
Èñïîëüçóåì òåîðåìó ñèíóñîâ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî äëÿ òðåóãîëüíèêà HCB.
Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî CH > BH. �àññìîòðèì △ABC, â íåì ïðîòèâ áîëüøåé

ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.

Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠ACB ïðîòèâ îñíîâàíèÿ, à óãîë ∠ABC ïðîòèâ áîêî-

âîé ñòîðîíû. Âñïîìíèì íàøó êëàññè�èêàöèþ òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ 1-ãî è 2-ãî

òèïîâ òðåóãîëüíèêîâ ýòî çíà÷èò, ÷òî ∠ACB ≤ ∠ABC, ∠HCB = 1/2∠ACB <
∠ABC. Âèäèì, ÷òî â △HCB ñòîðîíà CH, ëåæàùàÿ ïðîòèâ ∠ACB, áîëüøå

ñòîðîíû BH, ëåæàùåé ïðîòèâ ∠HCB. Ñëåäîâàòåëüíî, f8(|CH|) > 0. Â òî æå

âðåìÿ f8(t), ÿâëÿÿñü êîìïîçèöèåé íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïðèíèìàåò íà êîí-

öàõ ïðîìåæóòêà [0, |CH|] ðàçíûå çíàêè. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íà
(0, |CH|) åñòü òî÷êà t0 òàêàÿ, ÷òî f8(t0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà èñêîìàÿ

òî÷êà M, îíà ëåæèò íà ðàññòîÿíèè t0 îò C. Òàê êàê CH ñðåäèííûé ïåðïåí-

äèêóëÿð ê AB, òî ðàññòîÿíèÿ îò ∀T ∈ CP äî A è B ñîâïàäàþò. À òàê êàê
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f8(t0) = 0, òî ñîâïàäàåò ðàññòîÿíèå îò M äî C è B. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A,
B, C ïðèíàäëåæàò îêðóæíîñòè.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2

�àññìîòðèì �óíêöèè

f(u) =
ch2(u) − ch(u)

sh2(u)

è

cos(γ) = f1(u, a) =
ch2(u) − ch(a)

sh2(u)
.

Íåîáõîäèìîñòü.

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî:

1) Óëüòðàìåòðè÷åñêèå òåòðàýäðû âêëàäûâàþòñÿ â S3
k
ïðè êàæäîì k.

2) Ýòè òåòðàýäðû � ïîäìíîæåñòâà ñ�åð.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) Ñóììà óãëîâ ïðè êàæäîé âåðøèíå < 2π.
á) Äëÿ óãëîâ ïðè âåðøèíå âåðíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: (α ≤ β + γ.)
Âû÷èñëèì êîñèíóñû óãëîâ (γ0) äëÿ òðåóãîëüíèêîâ 1-ãî òèïà (d), 2-ãî òèïà

(d > b, γ < γ1). �àññìîòðèì

cos(γ0) = f(u) =
ch2(u) − ch(u)

sh2(u)
. (9)

Òàê êàê lim
u→0

f(u) = 1/2, à u = |d
√

K|, f ′(u) > 0 ïðè u > 0, f((0, +∞)) =

(1/2, 1), f(u) = cos(γ0), çíà÷èò, γ0 ∈ (0, π/3).
Ýòî âû÷èñëåíèå áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà 2-ãî òèïà γ � ýòî óãîë ïðè âåðøèíå, cos(γ) = f1(u, a),

f1(u, a) =
ch2(u) − ch(a)

sh2(u)
, (10)

f1(u, a) ≥ f(u) ïðè ch(a) ≤ ch(u). Äëÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî

îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà b ìåíüøå áîêîâîé ñòîðîíû d. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîë-

íóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè f1(u, a) ïî êðèâèçíå k

f ′

1(u, a) =
2 ch(u)(ch(a) − 1)

sh(u) · (ch(u)2 − 1)
· d − sh(a)

sh2(u)
· b > 0. (11)

Ôóíêöèÿ f1(u(k), a(k)) âîçðàñòàåò ïî k ïðè k > 0. Ìû âñïîìíèëè òàêæå, ÷òî u
è a åñòü �óíêöèè îò k.

Î÷åâèäíî, ÷òî f1([a, +∞), a) = [f(a), 1) è lim
k→+∞

f1(u(k), a(k)) = 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, cos(γ) ∈ (f(a), 1), γ ∈ (0, arccos(f(a)), arccos(f(a)) ∈ (0, π/3).
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Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

cos(γ1) = f3(u, a) =
ch(u) ch(a) − ch(u)

sh(u) sh(a)
. (12)

Ñðàâíèì f3(u, a) 
 f(u):

ch(u) ch(a) − ch(u)

sh(u) sh(a)
∨ ch2(u) − ch(u)

sh2(u)
. (13)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî èññëåäîâàòü �óíêöèþ

f4(t) =
ch(t) − 1

sh(t)
. (14)

Òàêæå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ′

4(t) = (ch(t) − 1)/(sh2(t)) > 0 ïðè t > 0, ïî (1) f4(a) ≤
f4(u). À f3(u, a) ≤ f(u). Óãîë γ1 ∈ (arccosf4(a), arccosf(a)]. Ïîëó÷åíû ïðåäåëû

è îòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ 1 è 2 òèïîâ: óãîë γ0 ∈ (0, π/3]. Óãîë γ ∈
(0, arccos(f(a))), γ1 ∈ (arccosf4(a), arccosf(a)]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γi ∈ (0, π/2),
γ ∈ (0, π/3),

0 < γ0 < γ < γ1 < π/2. (15)

Äîêàæåì ïóíêò (à). Âûáåðåì ëþáóþ âåðøèíó, òðè åå ïëîñêèõ óãëà α, β, η ïîä-

÷èíÿþòñÿ (15), çíà÷èò, α + β + η < 3π/2 < 2π.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (á) îïèðàåòñÿ íà ïðîâåäåííóþ âûøå êëàññè�èêàöèþ

òåòðàýäðîâ ïî äâóì òèïàì.

Òèï I. Çäåñü d = DA = DC = DB ≥ a = AB = AC ≥ BC = b è u =
√

(|K|).
Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî âåðøèíàì.

Âåðøèíà A. Òðèâèàëüíûå íåðàâåíñòâà ∠DAB + ∠BAC ≥ ∠DAC = ∠DAB;

∠DAC + ∠BAC ≥ ∠DAB = ∠DAC. Ñðàâíèì cos(BAC) è cos(DAB) ïî âåëè-

÷èíå. Èìååì

cos(BAC) =
ch(ua) ch(ua) − ch(ub)

sh(ua) sh(ua)
, (16)

cos(DAB) =
ch(ud) ch(ua) − ch(ud)

sh(ud) sh(ua)
. (17)

�àññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
≥ ch2(ua) − ch(ua)

sh2(ua)
≥ ch(ud)

sh(ud)

ch(ua) − 1

sh(ua)
. (18)

Äîêàæåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Ïîñëå óïðîùåíèÿ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü

f5(t) = ch(t)/ sh(t). Ïðè t > 0

f ′

5(t) =
−4 exp(2t)

(exp(2t) − 1)2
< 0. (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f5(t) óáûâàåò ïðè t > 0. È ud ≥ ua, ñëåäîâàòåëü-
íî, f5(ud) ≤ f5(ua), cos(BAC) ≥ f5(ua) ≥ cos(DAB) > 0, çíà÷èò, ∠BAC <
∠DAB < 2∠DAB.
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Ïåðåéäåì ê âåðøèíå D. Î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà: ∠BDA = ∠CDA < ∠CDA+
∠BDC. Äëÿ äðóãîãî óãëà ìîæíî çàïèñàòü

cos(BDC) =
ch( ud) − ch(ub)

sh2(ud)
>

ch2(ud) − ch(ua)

sh2(ud)
= cos(BDA). (20)

Çíà÷èò, ∠BDC < ∠BDA < 2∠BDA.
Â ñèëó ñèììåòðèè (óãëû ïðè B, C îäèíàêîâû) îñòàëîñü ðàññìîòðåòü B. Äî-

êàæåì, ÷òî ∠CBD > ∠DBA è ∠CBD > ∠ABC. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ íèæåñëåäóþ-

ùåãî ñðàâíåíèÿ (21) èñïîëüçóåì �óíêöèþ f4 :

cos(CBD) =
ch(ub) ch(ud) − ch(ud)

sh(ub) sh(ud)
∨ cos(DBA) = f5(ud)f4(ua). (21)

Î÷åâèäíî, ÷òî f4(ub) < f4(ua), òàê êàê ua > ub è f ′

4(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
cos(CBD) < cos(DBA), cos(ABC) = f5(ua)f4(ub), cos(CBD) = f5(ud)f4(ub),
f5(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè t > 0 è d > a. Ïîýòîìó cos(CBD) < cos(ABC).
Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: ∠DBA + ∠CBD > ∠CBD >
∠ABC; ∠ABC + ∠CBD > ∠DBA. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

∠ABC + ∠DBA > ∠CBD. (22)

Èìååì ∠ABC + ∠DBA ∈ (0, π), ∠CBD ∈ (0, π/2). Îòñþäà ïîëó÷àåì

∠ABC + ∠DBA ≥ ∠CBD ⇔ cos(ABC + DBA) ≤ cos(CBD). (23)

Âûðàæåíèå (23) ýêâèâàëåíòíî �îðìóëå

cos(ABC) cos(DBA) − sin(ABC) sin(DBA) ∨ cos(CBD).

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå �óíêöèè:

T1(u, b, a, d) =

√

sh2(ud) sh2(ub) − (ch(ub) − 1)2 ch2(ua) sh2(ud)

sh2(ua)
,

T2(u, b, a, d) =

√

sh2(ud) sh2(ub) − ((ch(ua) − 1))2 ch2(ud) sh2(ub)

sh2(ua)
,

Tr(u, b, a, d) = T1(u, b, a, d)T2(u, b, a, d).

Íåðàâåíñòâî (23) äëÿ óãëîâ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) − Tr(u, b, a, d) ≤ (ch(ub) − 1) ch(ud). (24)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) − Tr(u, b, a, d) ≤
≤ (ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud)

(25)
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èëè

(ch(ub) − 1)f5(ua)f4(ua) ch(ud) = (ch(ub) − 1)f(ua) ch(ud). (26)

Òàê êàê ua ∈ [0, +∞), òî f(ua) ≤ 1 è, çíà÷èò,

ch(ud)(ch(ub) − 1)f(ua) ≤ ch(ud)(ch(ub) − 1).

Íåðàâåíñòâî (24) âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (22) äîêàçàíî. Ïåðâûé òèï

òåòðàýäðîâ èññëåäîâàí.

Äîêàæåì ïóíêò á) äëÿ II-ãî òèïà òåòðàýäðîâ, AD = d; BC = b. �àññìîòðèì
âåðøèíó A. Íåòðèâèàëüíîå íåðàâåíñòâî: ∠CAB ∨ 2∠CAD, ïðè÷åì êîñèíóñû

ýòèõ óãëîâ ðàâíû

cos(CAB) =
ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
, (27)

ch2(ua) − ch(ub)

sh2(ua)
≥ ch2(ua) − ch(ua)

sh2(ua)
=

= f4(ua)f5(ua) ≥ f4(ud)f5(ua) = cos(CAD).

(28)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠CAB ≤ ∠CAD < 2∠CAD. Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ âåðøèíû

D äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé. Äëÿ âåðøèí B,
C ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∠DBA < 2∠CBD.

2) Äîêàæåì âëîæåíèå ÷åòâåðêè òî÷åê â ñ�åðó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëü-

çóåì ðåçóëüòàòû î âïèñûâàåìîñòè óëüòðàìåòðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ â îêðóæ-

íîñòè.

Ó òåòðàýäðà I-ãî òèïà îñíîâàíèå (ABC) âïèñûâàåòñÿ â îêðóæíîñòü, åå öåíòð
H. Îòðåçîê DH � ðàâíîóäàëåí îò A,B,C. Íà ýòîì îòðåçêå âûáåðåì íåêîòîðóþ

òî÷êó T. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì âïèñûâàåìîñòè óëüòðàìåòðè÷åñêîãî

òðåóãîëüíèêà â îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî DH > HA. Ïðîâåäÿ

AH äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ BC, ïîëó÷èì M. Ñðàâíèâ íàëîæåíèåì ìåäèàíû ê BC
ó △ ABC è △DBC, ïîëó÷èì DM ≥ AM, ∠DAM ≥ ∠MDA > ∠MDA/2 =
∠HDA, ñëåäîâàòåëüíî, â △MAH ñòîðîíû DH > AH � ïî ïðîòèâîëåæàùèì

óãëàì. Èñïîëüçîâàâ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà âïèñàíèÿ óëüòðàìåòðè÷å-

ñêîãî òðåóãîëüíèêà â îêðóæíîñòü, ïîëó÷èì ∃ T0 ∈ DH: |T0D| = |T0A|. Òàê êàê

T0 ðàâíîóäàëåíà îò A, B, C, òî T0 � öåíòð èñêîìîé ñ�åðû.

�àññìîòðèì òåòðàýäð II òèïà c = CD < DA = DB = AC = AB = d >
AB = b. Îòìåòèì òî÷êè M1 è M2 � ñåðåäèíû AB è CD. Ïîëó÷èì M1M2 =
1/kch[(ch(kd))/(ch(kc/2)ch(kb/2))]. Íàéäåì ãëàäêóþ �óíêöèþ äëÿ |DT | − |AT |
T ∈ M1M2. Ñðàâíèâàÿ óãëû â òðåóãîëüíèêàõ △AM1D △AM2D, ïîëó÷èì, ÷òî

AM1 < DM1, AM2 > DM2 è

|AT | − |DT | = f9(t) =

=
1

k

(

arcch

(

ch[
kb

2
]ch(C1 − kt)) − arcch(ch(kt)ch

(

kc

2

)))

,
(29)

ãäå

C1 = arcch

[

ch(kt)

ch(kb/2) ch(kc/2)

]

.
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Ôóíêöèÿ f9(t) ãëàäêàÿ. Íà M1 è M2 îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðîòèâîïîëîæ-

íûå ïî çíàêó. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íà M1M2 íàéäåòñÿ òî÷êà

M0: AM0 = DM0. Ïî ïîñòðîåíèþ AM0 = BM0 DM0 = CM0. Ìû ïîëó÷èëè

öåíòð ñ�åðû, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà ABCD. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) äîêàçà-

íû. Òî åñòü ÷åòâåðêè òî÷åê, ïîä÷èíÿþùèåñÿ óëüòðàìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó

òðåóãîëüíèêà (1), âêëàäûâàþòñÿ â ïîäìíîæåñòâà ñ�åð â S3
k
ïðè ëþáîì k > 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ÷åòûðåõ âåðøèí âûáèðàåì òðè. Îïóñòèì èç öåíòðà øà-

ðà ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âûáðàííûå òðè òî÷êè ïëîñêîñòü Ô. Ïå-

ðåñå÷åíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ïëîñêîñòüþ Ô áóäåò òî÷êà Ë. Îò òðåõ âûáðàííûõ

âåðøèí òî÷êà Ë ðàâíîóäàëåíà, òåì ñàìûì îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè. Èñïîëüçóÿ

ïðåäëîæåíèå 1, ïîëó÷àåì: ëþáàÿ òðîéêà âåðøèí èç ÷åòûðåõ äàííûõ âëîæåíà â

ÓÌÏ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷åòûðå òî÷êè âëîæåíû â ÓÌÏ.
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