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Ââåäåíèå

Âàæíîñòü äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îáùåèçâåñòíà, íà-

÷àëüíûå ãëàâû ïðàêòè÷åñêè âñåõ ó÷åáíèêîâ ïî êâàíòîâîé òåîðèè íà÷èíàþòñÿ ñ

îïèñàíèÿ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé, à çíàìåíèòàÿ CPT -òåîðåìà ñîñòàâëÿåò îäèí

èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Êðîìå òîãî, ñ çàðÿäîâûì ñî-

ïðÿæåíèåì C ñâÿçàíî �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå àíòèìàòåðèè. Îäíàêî, èñòîðè-

÷åñêè ñëîæèâøàÿñÿ ïðàêòèêà îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé ïðè ïîìîùè

àíàëèçà ðåëÿòèâèñòêè-èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîñòðî-

åíèÿ ïîëíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåæäå

âñåãî, íà ïðîñòðàíñòâàõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà è ñîîòâåòñòâåííî ãðóï-

ïû Ïóàíêàðå. Â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà, èñêëþ÷àÿ õîðîøî èçó÷åííûé

ñëó÷àé ñïèíà 1=2 (óðàâíåíèå Äèðàêà), îñòàåòñÿ ñîâåðøåííî íåÿñíîé ñèòóàöèÿ

ñ îïðåäåëåíèåì äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé äëÿ ïîëåé ñ âûñøèì ñïèíîì j > 1=2.

Ïåðâàÿ ïîïûòêà âûõîäà èç ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè áûëà ïðåäïðèíÿòà �åëü�àí-

äîì, Ìèíëîñîì è Øàïèðî [2℄. Â [2℄ äèñêðåòíûå ñèììåòðèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ

âíåøíèìè èíâîëþòèâíûìè àâòîìîð�èçìàìè ãðóïïû Ëîðåíöà è îïðåäåëÿþò-

ñÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû. Â ïîñëåäíåå

âðåìÿ èäåè �åëü�àíäà-Ìèíëîñà-Øàïèðî ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Áóõáèí-

äåðà, �èòìàíà è Øåëåïèíà [8,12℄, ãäå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè, ïðåäñòàâëÿåìûå

êàê âíåøíèìè òàê è âíóòðåííèìè àâòîìîð�èçìàìè, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Äðóãèì àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñõåìà îïèñà-

íèÿ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé, ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì â [17, 18℄, ãäå äèñêðåò-

íûå ñèììåòðèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè àâòîìîð�èçìàìè àëãåáð

Êëè��îðäà. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ýòîãî ïîäõî-

äà. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ îïèñàíèÿ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ C ïðèìåíÿåòñÿ ïñåâäî-

àâòîìîð�èçì êîìïëåêñíîé àëãåáðû Êëè��îðäà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â êîìïëåêñ-
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íîì ñîïðÿæåíèè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ýòîé àëãåáðû. Îñíîâíûì ïðåèìóùå-

ñòâîì àëãåáðàè÷åñêîé ñõåìû îïèñàíèÿ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè àëãåáð Êëè��îðäà è ñâÿçàííîé ñ íåé òåî-

ðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî

êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íîâîãî

êëàññà �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèõ íå÷åòíîìåðíûì

êîìïëåêñíûì àëãåáðàì. Êðîìå òîãî, ýòî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü èíòåðïðåòàöèþ

Âèãíåðà [21, 22℄, ââîäÿ �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà äëÿ îïèñàíèÿ

�èçè÷åñêèõ ïîëåé ñ íàðóøåííîé ãðóïïîé îòðàæåíèé (êèðàëüíûå ïîëÿ). Â çà-

êëþ÷åíèè ñòàòüè ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèå è íåïîñðåäñòâåííî

ñâÿçàííîå ñ íèì íåéòðàëüíîå ïîëå Âåéëÿ-Õåñòåíñà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñà-

íèÿ ïîëÿ íåéòðèíî. Èíòåðåñíûé âîïðîñ î ñâÿçè àëãåáðàè÷åñêîé ñõåìû ñ ïîä-

õîäîì �åëü�àíäà-Ìèíëîñà-Øàïèðî è Áóõáèíäåðà-�èòìàíà-Øåëåïèíà âûõîäèò

çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè è áóäåò èññëåäîâàí â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå.

1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà è �èçè÷åñêèå ïîëÿ

Êàê èçâåñòíî [5℄, ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà èãðàþò �óíäàìåíòàëüíóþ

ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ôèçè÷åñêèå ïîëÿ, îïèñûâàþùèå ýëåìåíòàðíûå

÷àñòèöû, îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ êîíå÷íîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-

íèé ãðóïïû Ëîðåíöà (ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïû Ïóàíêàðå). Îñîáî îòìåòèì ñëå-

äóþùèé âàæíûé �àêò, èìåþùèé ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå äëÿ ïîñëåäóþùåãî

èññëåäîâàíèÿ. À èìåííî, â ñîãëàñèè ñ [3℄ âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà SL(2; C ) ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó

åå ñïèíîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, òàê ÷òî ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñ÷åðïûâàþò

ïî ñóùåñòâó âñå êîíå÷íîìåðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2; C ).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç íàèáîëåå ìíîãîîáåùàþùèõ ìåòîäîâ â êâàíòî-

âîé òåîðèè ìíîãèõ òåë ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Õîëëàíäà [14℄, â êîòîðîì ñïèíîð 	 =
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öèèðîâàíà àëãåáðà C

2k

' C

2


 C

2


 � � � 
 C

2

(ñîîòâ.

�

C

2

'

�

C

2




�

C

2


 � � �


�

C

2

).

Òðèâèàëüíûé ñëó÷àé j = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïîëþ Ïàóëè-Âàéñêîï�à,

îïèñûâàþùåìó ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû. Äàëåå, ïðè j = j

0

= 1=2 èìååì ïîëå Âåéëÿ,

îïèñûâàþùåå íåéòðèíî. Ïðè ýòîì àíòèíåéòðèíî îïèñûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëü-
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íûì ïðåäñòàâëåíèåì D

(1=2;0)

(�) = � ãðóïïû SL(2; C ) è ñâÿçàííîé ñ ýòèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì àëãåáðîé C

2

. Ñîîòâåòñòâåííî, íåéòðèíî îïèñûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì

ïðåäñòàâëåíèåì D

(0;1=2)

(�) è àëãåáðîé

�

C

2

. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ïîëå íåéòðèíî ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, íàèáîëåå �óíäàìåíòàëüíûì �è-

çè÷åñêèì ïîëåì, ò.å. ñâîåãî ðîäà îñíîâíûì ñòðîèòåëüíûì êèðïè÷îì, èç êîòîðîãî

ïîñðåäñòâîì ïðÿìîé ñóììû èëè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîÿòñÿ âñå îñòàëü-

íûå �èçè÷åñêèå ïîëÿ.

2) Ïîëå òèïà (j; 0)�(0; j). Ñòðóêòóðà äàííîãî ïîëÿ äîïóñêàåò ïðîñòðàíñòâåííîå

îòðàæåíèå è, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåòñÿ óäâîåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû

SL(2; C ). Ïðåäñòàâëåíèå D

(j;0)

�D

(0;j)

ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Sym

(k;k)

�

S

2

2k. Àëãåáðîé Êëè��îðäà, àññîöèèðîâàííîé ñ ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèå C

2k




�

C

2k

' C

2


 C

2


 � � �
 C

2




�

C

2




�

C

2


 � � �


�

C

2

. Â ïðîñòåéøåì

ñëó÷àå, ïðè j = 1=2 ïîëó÷èì áèñïèíîðíîå (ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîå) ïîëå Äèðà-

êà (1=2; 0)� (0; 1=2) ñ àëãåáðîé C

2




�

C

2

' C

4

. Ïðè j = 1 èìååì ïîëå Ìàêñâåëëà

(1; 0)�(0; 1) ñ àëãåáðîé C

4




�

C

4

' C

2


C

2




�

C

2




�

C

2

, ïðè ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîå

ïîëå çàäàåòñÿ êîìïëåêñíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè F = E�iH;

�

F

= E+iH.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ñïèíîðíîì âèäå âïåðâûå áûëè çàïèñàíû Óëåíáåêîì è

Ëàïîðòîì â 1931ã. [16℄. Êðîìå òîãî, àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïîëåì Ìàêñâåë-

ëà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì àëãåáð C

2

, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåéòðèí-

íûì ïîëÿì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíî âñïîìíèòü íåéòðèííóþ òåîðèþ ñâåòà,

ïðåäëîæåííóþ Éîðäàíîì â 1928ã. [15℄, â êîòîðîé ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñòðî-

èòñÿ èç äâóõ ïîëåé íåéòðèíî (ñì. òàêæå ñòàòüþ Äâîåãëàçîâà [9℄ î íåéòðèííîé

òåîðèè ñâåòà è èìåþùóþñÿ òàì îáøèðíóþ ëèòåðàòóðó ïî ýòîé òåìàòèêå).

Îòìåòèì äâà âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâà, âîçíèêàþùèõ â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåí-

íûìè âûøå íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû SL(2; C ) è àññîöèèðîâàí-

íûìè ñ ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðàìè Êëè��îðäà. Ïåðâîå îáñòîÿòåëüñòâî

ñâÿçàíî ñ èíòåðïðåòàöèåé Âèãíåðà. À èìåííî, ñâÿçü êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû SL(2; C ) ñ êîìïëåêñíûìè àëãåáðàìè Êëè��îðäà ïîçâîëÿåò ñó-

ùåñòâåííî ðàñøèðèòü èíòåðïðåòàöèþ Âèãíåðà â ïëàíå èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè

êëè��îðäîâûõ àëãåáð ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ (à òàêæå è

âíóòðåííèõ) ñèììåòðèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Âòîðîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî

ñî ñïèíîì. Îáû÷íî, àëãåáðà Êëè��îðäà àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì,

ñîîòâåòñòâóþùèì �åðìèîííûì ïîëÿì, òàê íàçûâàåìûì ¾ïîëÿì ìàòåðèè¿, â òî

âðåìÿ êàê ïîëÿ ñ öåëûì ñïèíîì (áîçîííûå ïîëÿ)âûâîäÿòñÿ çà ðàìêè àëãåáðàè÷å-

ñêîãî îïèñàíèÿ. Îäíàêî, äàííàÿ íåñèììåòðè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íè÷åì íå îïðàâäàíà,

ïîñêîëüêó ïîëÿ ñ öåëûì ñïèíîì èìåþò åñòåñòâåííîå îïèñàíèå â ðàìêàõ ñïèí-

òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷åòíîãî ðàíãà ãðóïïû Ëîðåíöà è àññîöèèðîâàííûõ

ñ ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáð âèäà C

2k




�

C

2k

, ãäå k � ÷åòíî (ïðèìåð ïîëÿ

Ìàêñâåëëà). Ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî îáîáùåíèå âîïðîñà î ñâÿçè ñïèíà

ñî ñòàòèñòèêîé â ðàìêàõ êëè��îðäîâîé ñòàòèñòèêè áûëî íåäàâíî ïðåäëîæåíî

Ôèíêåëüøòåéíîì è ñîòðóäíèêàìè [10, 11℄.
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2. Ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A è çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå

Ïîñêîëüêó âñå �èçè÷åñêèå ïîëÿ, òàê èëè èíà÷å, îïðåäåëÿþòñÿ â ðàìêàõ íåïðè-

âîäèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2; C ), òî îïðåäåëåíèå äèñ-

êðåòíûõ ñèììåòðèé (ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ P , îáðàùåíèÿ âðåìåíè T è

êîìáèíàöèè PT ) íà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà èìååò ïåðâî-

ñòåïåííîå çíà÷åíèå.

Â íåäàâíåé ñòàòüå [17℄ ïîêàçàíî, ÷òî èíâåðñèÿ ïðîñòðàíñòâà P , îáðàùåíèå

âðåìåíè T è èõ êîìáèíàöèÿ PT ñîîòâåòñòâóþò �óíäàìåíòàëüíûì àâòîìîð�èç-

ìàì A ! A

?

(èíâîëþöèÿ),A !

e

A (îáðàùåíèå) è A !

f

A

?

(ñîïðÿæåíèå) àë-

ãåáðû Êëè��îðäà C̀ . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì ìåæäó äèñêðåòíîé

ïîäãðóïïîé f1; P; T; PTg ' Z

2


 Z

2

(P

2

= T

2

= (PT )

2

= 1; PT = TP ) îðòîãî-

íàëüíîé ãðóïïû O(p; q) è ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ Aut(C̀ ) = fId; ?; e ;

e

?g:

Id ? e

e

?

Id Id ? e

e

?

? ? Id

e

? e

e e

e

? Id ?

e

?

e

? e ? Id

�

1 P T PT

1 1 P T PT

P P 1 PT T

T T PT 1 P

PT PT T P 1

(3)

Äàëåå, â ñëó÷àå P

2

= T

2

= (PT )

2

= �1 è PT = �TP èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì

ìåæäó ãðóïïîé f1; P; T; PTg è ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ Aut(C̀ ) = fI;W;E;Cg.

Ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ àëãåáð C

n

áûëè

âïåðâûå ïîëó÷åíû �àøåâñêèì â 1955ã. [4℄: 1) Èíâîëþöèÿ: A

?

= WAW

�1

, ãäå W �

ìàòðèöà àâòîìîð�èçìà ? (ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî áàçèñíîãî

ýëåìåíòà !); 2) Îáðàùåíèå:

e

A = EA

T

E

�1

, ãäå E � ìàòðèöà àíòèàâòîìîð�èç-

ìà e , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì E

i

E � EE

T

i

= 0 è E

T

= (�1)

m(m�1)

2

E, çäåñü

E

i

= 
(e

i

) � ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçóþùèõ àëãåáðû C̀ ; 3) Ñîïðÿæå-

íèå:

f

A

?

= CA

T

C

�1

, ãäå C = EW

T

� ìàòðèöà àíòèàâòîìîð�èçìà

e

?, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì CE

T

+ E

i

C = 0 è C

T

= (�1)

m(m+1)

2

C. Íàïðèìåð, äëÿ àëãå-

áðû Äèðàêà C

4

â êàíîíè÷åñêîì 
-áàçèñå ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå

P = 


0

and T = 


1




3

[1℄, ñëåäîâàòåëüíî, f1; P; T; PTg = f1; 


0

; 


1




3

; 


0




1




3

g.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû C

4

äëÿ 
-áàçèñà èìååò

âèä Aut(C

4

) = fI;W;E;Cg = fI; 


0




1




2




3

; 


1




3

; 


0




2

g. Â [17℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

f1; P; T; PTg = f1; 


0

; 


1




3

; 


0




1




3

g ' Aut(C

4

) ' Z

4

, ãäå Z

4

� êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà

ñ ñèãíàòóðîé (+;�;�).

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

SL(2; C ) ÿâëÿåòñÿ ñïèíïðîñòðàíñòâî S

2

k+r, èëè ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäåàë àë-

ãåáðû C

2k




�

C

2r

. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíäàìåíòàëüíûå àâòîìîð�èçìû àëãåáðû

C

2k




�

C

2r

, çàäàííûå â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, â ñèëó èçîìîð�èçìà (3) èí-

äóöèðóþò äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ïðåäñòàâëåíèé (ñïèí-

ïðîñòðàíñòâàõ) ãðóïïû Ëîðåíöà. Âûäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî ëåâîãî èäåàëà êîì-

ïëåêñíîé àëãåáðû C

n

' C

2


 C

2


 � � � 
 C

2

èíäóöèðóåò ïðîñòðàíñòâî êîíå÷-
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íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2; C ). Êðîìå òîãî, ñ êàæäîé àëãåáðîé C

n

àññîöèèðîâàíî êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C

n

. Ïóñòü n = p+ q, òîãäà

îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R

p;q

â ïðîñòðàíñòâå C

n

ëåæèò â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçâåñòíîãî â �èçèêå

êàê çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå C. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü fe

1

; : : : ; e

n

g � îðòîáàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå C

n

, e

2

i

= 1. Ïåðâûå p âåêòîðîâ ýòîãî áàçèñà îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ,

à îñòàâøèåñÿ q âåêòîðîâ óìíîæèì íà i, òàê ÷òî îíè ñòàíóò ìíèìîåäèíè÷íûìè.

Ïîëó÷åííûé áàçèñ

fe

1

; : : : ; e

p

; ie

p+1

; : : : ; ie

p+q

g (4)

ïîçâîëÿåò âûäåëèòü R

p;q

â C

n

. À èìåííî, çà âåêòîðû R

p;q

ñëåäóåò ïðèíÿòü òå

âåêòîðû C

n

, êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ ïî áàçèñó (4) ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöè-

åíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R

p;q

,

ñíàáæåííîå, â îáùåì ñëó÷àå, íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé

Q(x) = x

2

1

+ x

2

2

+ : : :+ x

2

p

� x

2

p+1

� x

2

p+2

� : : :� x

2

p+q

;

ãäå x

1

; : : : ; x

p+q

� êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå (4). Äàëåå, ñîñòàâëÿÿ áàçèñ-

íûå ýëåìåíòû, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ ïî îáðàçóþùèì e

1

; : : : ; e

p

; ie

p+1

; : : : ; ie

p+q

îáëàäàåò âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ìû âèäèì, ÷òî âûäåëåíèå R

p;q

â

C

n

âûçûâàåò âûäåëåíèå âåùåñòâåííîé ïîäàëãåáðû C̀

p;q

â C

n

. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëþáîé ýëåìåíò A 2 C

n

ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = A

1

+ iA

2

;

ãäå A

1

; A

2

2 C̀

p;q

. Îòîáðàæåíèå

A �! A = A

1

� iA

2

(5)

ïåðåâîäèò àëãåáðó C

n

â ñåáÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ñ ñîõðàíåíèåì îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A; îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà ÷èñëî

ïåðåõîäèò â îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî. Âñÿêîå

îòîáðàæåíèå C

n

íà ñåáÿ, îáëàäàþùåå ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàåòñÿ

ïñåâäîàâòîìîð�èçìîì. Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåíèå R

p;q

â C

n

èíäóöèðóåò â C

n

ïñåâäîàâòîìîð�èçì A! A [4℄.

�àññìîòðèì ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A! A àëãåáðû

C

n

ïðè n � 0 (mod 2). Â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè êàæäûé ýëåìåíò A 2 C

n

áóäåò ïðåäñòàâëåí íåêîòîðîé ìàòðèöåé A, à ïñåâäîàâòîìîð�èçì (5) ïðèìåò âèä

ïñåâäîàâòîìîð�èçìà ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû M

2

n=2

A �! A:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ ìàòðèöà A çàìåíÿåòñÿ

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé, A !

_

A, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîàâòîìîð�èçìîì àëãå-

áðû M

2

n=2

. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ ïñåâäîàâòîìîð�èçìîâ

_

A ! A è

A ! A,

_

A ! A ! A, ïðèâîäèò ê âíóòðåííåìó àâòîìîð�èçìó

_

A ! A ïîëíîé

ìàòðè÷íîé àëãåáðû M

2

n=2

, èëè

A = �

_

A�

�1

; (6)
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ãäå � � ìàòðèöà ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äî-

ñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A ÿâëÿåòñÿ

âûáîð ìàòðèöû � òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå A! �

_

A�

�1

ïåðåâîäè-

ëî â ñåáÿ ìàòðèöû E

1

; : : : ; E

p

; iE

p+1

; : : : ; iE

p+q

, îáðàçóþùèå ñïèíáàçèñ âåùåñòâåí-

íîé ïîäàëãåáðû C̀

p;q

, ò.å.

E

i

�! E

i

= �

_

E

i

�

�1

(i = 1; : : : ; p+ q): (7)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü C

n

� êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Êëè��îðäà ïðè n � 0 (mod 2)

è ïóñòü C̀

p;q

� C

n

� ïîäàëãåáðà ñ âåùåñòâåííûì êîëüöîì äåëåíèÿ K ' R

ïðè p � q � 0; 2 (mod 8) è êâàòåðíèîííûì êîëüöîì K ' H ïðè p � q � 4; 6

(mod 8), n = p + q. Òîãäà â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû C

n

ìàòðèöà

� ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû êîëåö äåëåíèé

âåùåñòâåííîé ïîäàëãåáðû C̀

p;q

èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

1) K ' R, p� q � 0; 2 (mod 8).

Ìàòðèöà � äëÿ ëþáîãî ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàä êîëüöîì K ' R ïðîïîð-

öèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

2) K ' H , p� q � 4; 6 (mod 8).

� = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

a

ïðè a � 0 (mod 2) è � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

b

ïðè b � 1 (mod 2),

ãäå a ìàòðèö E

�

t

è b ìàòðèö E

�

s

îáðàçóþò áàçèñ ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

àëãåáðû C̀

p;q

íàä êîëüöîì K ' H , a+ b = p+ q; 0 < t 6 a; 0 < s 6 b. Ïðè ýòîì

�

_

� = I ïðè a; b � 0; 1 (mod 4);

�

_

� = �I ïðè a; b � 2; 3 (mod 4);

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) K ' R.

Ïîñêîëüêó äëÿ òèïîâ p � q � 0; 2 (mod 8) èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì C̀

p;q

'

M

2

p+q

2

(R) (òåîðåìà Âåääåðáàðíà-Àðòèíà), òî âñå ìàòðèöû E

i

ñïèíáàçèñà àëãåáðû

C̀

p;q

âåùåñòâåííû è

_

E

i

= E

i

. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå(7) çàïèøåòñÿ

E

i

�! E

i

= �E

i

�

�1

;

îòêóäà E

i

� = �E

i

. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãåáð C̀

p;q

òèïîâ p�q � 0; 2 (mod 8) ìà-

òðèöà � ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A! A êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè E

i

. Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî òàêîé ìàòðèöåé ìîæåò áûòü òîëüêî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, � � I.

2) K ' H .

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ êâàòåðíèîííûõ òèïîâ p�q � 4; 6 (mod 8) èìååò ìåñòî èçî-

ìîð�èçì C̀

p;q

' M

2

p+q

2

(H ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ìàòðèö ñïèíáàçèñà àëãåáðû

C̀

p;q

âñòðå÷àþòñÿ ìàòðèöû E

�

äëÿ êîòîðûõ

_

E

�

= �E

�

. Ïóñòü a � ÷èñëî êîìïëåêñ-

íûõ ìàòðèö, òîãäà ñïèíáàçèñ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà, â ïåðâîì ïîä-

ìíîæåñòâå f

_

E

�

t

= �E

�

t

ñîäåðæàòñÿ êîìïëåêñíûå ìàòðèöû, 0 < t 6 a, âî âòîðîì
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ïîäìíîæåñòâå f

_

E

�

s

= E

�

s

g ñîäåðæàòñÿ âåùåñòâåííûå ìàòðèöû, 0 < s 6 p+ q�a.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé ñïèíáàçèñà àëãåáðû C̀

p;q

' M

2

p+q

2

(H ) óñëîâèå (7)

çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

E

�

t

�! �E

�

t

= �E

�

t

�

�1

; E

�

s

�! E

�

s

= �E

�

s

�

�1

:

Îòêóäà

E

�

t

� = ��E

�

t

; E

�

s

� = �E

�

s

: (8)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàòåðíèîííûõ òèïîâ p� q � 4; 6 (mod 8) ìàòðèöà � ïñåâ-

äîàâòîìîð�èçìà A ! A àíòèêîììóòèðóåò ñ êîìïëåêñíîé ÷àñòüþ ñïèíáàçèñà

àëãåáðû C̀

p;q

è êîììóòèðóåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ òîãî æå ñïèíáàçèñà. Èç

(8) ñëåäóåò, ÷òî ñòðîåíèå ìàòðèöû � áóäåò àíàëîãè÷íî ñòðîåíèþ ìàòðèö E è C

ñîîòâåòñòâåííî àíòèàâòîìîð�èçìîâ A!

e

A è A !

f

A

?

(ñì. òåîðåìó 4 â [18℄), ò.å.

ìàòðèöà � ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A àëãåáðû C

n

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

òîëüêî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö èëè òîëüêî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö.

Èòàê, ïóñòü 0 < a < p + q è ïóñòü � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

a

� ìàòðèöà ïñåâäîàâòî-

ìîð�èçìà A ! A, òîãäà óñëîâèÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ìàòðèöû � ñ ìàòðèöàìè

E

�

s

âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñïèíáàçèñà (0 < s 6 p + q � a) è ñ ìàòðèöàìè E

�

t

êîìïëåêñíîé ÷àñòè (0 < t 6 a) èìåþò âèä

�E

�

s

= (�1)

a

E

�

s

�; (9)

�E

�

t

= (�1)

a�t

�(�

t

)E

�

1

E

�

2

� � � E

�

t�1

E

�

t+1

� � � E

�

a

;

E

�

t

� = (�1)

t�1

�(�

t

)E

�

1

E

�

2

� � � E

�

t�1

E

�

t+1

� � � E

�

a

; (10)

ò.å. ïðè a � 0 (mod 2) � êîììóòèðóåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ñïèíáàçèñà è

àíòèêîììóòèðóåò ñ êîìïëåêñíîé ÷àñòüþ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè a � 1 (mod 2) �

àíòèêîììóòèðóåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è êîììóòèðóåò ñ êîìïëåêñíîé. Äàëåå,

ïóñòü � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

p+q�a

� ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ñïèíáàçèñà,

òîãäà

�E

�

s

= (�1)

p+q�a�s

�(�

s

)E

�

1

E

�

2

� � � E

�

s�1

E

�

s+1

� � � E

�

p+q�a

;

E

�

s

� = (�1)

s�1

�(�

s

)E

�

1

E

�

2

� � � E

�

s�1

E

�

s+1

� � � E

�

p+q�a

; (11)

�E

�

t

= (�1)

p+q�a

E

�

t

�; (12)

ò.å. ïðè p + q � a � 0 (mod 2) ìàòðèöà � àíòèêîììóòèðóåò ñ âåùåñòâåííîé

÷àñòüþ ñïèíáàçèñà è êîììóòèðóåò ñ êîìïëåêñíîé ÷àñòüþ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè

p+q�a � 1 (mod 2) � êîììóòèðóåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è àíòèêîììóòèðóåò

ñ êîìïëåêñíîé ÷àñòüþ.

Ñðàâíåíèå óñëîâèé (9)�(10) ñ óñëîâèåì (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà � =

E

�

1

E

�

2

� � � E

�

a

ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè a � 0 (mod 2), ò.å. � ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ ìàòðèö E

�

t

. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðàâíå-

íèå óñëîâèé (11)�(12) ñ (8 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

p+q�a

ìîæåò

ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè p + q � a � 1 (mod 2), ò.å. â ýòîì ñëó÷àå � ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì íå÷åòíîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ìàòðèö E

�

s

.
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Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü �

_

�. Ïóñòü � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

p+q�a

� ïðîèçâåäåíèå íå÷åò-

íîãî (p + q � a) ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ìàòðèö. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ

_

E

�

s

= E

�

s

, òî

_

� = � è �

_

� = �

2

. Ñëåäîâàòåëüíî,

�

_

� = (E

�

1

E

�

2

� � � E

�

p+q�a

)

2

= (�1)

(p+q�a)(p+q�a�1)

2

� I: (13)

Äàëåå, ïóñòü � = E

�

1

E

�

2

� � � E

�

a

� ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ ìà-

òðèö. Òîãäà

_

E

�

t

= �E

�

t

è

_

� = (�1)

a

� = �, ïîñêîëüêó a � 0 (mod 2). Ñëåäîâà-

òåëüíî,

�

_

� = (E

�

1

E

�

2

� � � E

�

a

)

2

= (�1)

a(a�1)

2

� I: (14)

Ïóñòü p+ q� a = b � ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö E

�

s

ñïèíáàçèñà àëãåáðû C̀

p;q

,

òîãäà p + q = a + b, à ïîñêîëüêó p + q âñåãäà ÷åòíîå ÷èñëî äëÿ êâàòåðíèîííûõ

òèïîâ p � q � 4; 6 (mod 8), òî a è b îäíîâðåìåííî ÷åòíûå èëè íå÷åòíûå ÷èñëà.

Òàêèì îáðàçîì, èç (13) è (14) ñëåäóåò

�

_

� =

(

I; åñëè a; b � 0; 1 (mod 4);

�I; åñëè a; b � 2; 3 (mod 4);

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåíèå â C

n

ïîäàëãåáðû C̀

p;q

ñ âåùåñòâåííûì êîëüöîì

K ' R, p � q � 0; 2 (mod 8), ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷åñêèì ïîëÿì, îïèñûâàþ-

ùèì èñòèííî íåéòðàëüíûå ÷àñòèöû, òàêèå êàê �îòîí è íåéòðàëüíûå ìåçîíû

(�

0

; �

0

; �

0

; !

0

; '

0

; K

0

). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäàëãåáðû C̀

p;q

ñ êîëüöîì K ' H ,

p� q � 4; 6 (mod 8) ñîîòâåòñòâóþò çàðÿæåííûì èëè íåéòðàëüíûì ïîëÿì.

3. Ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà

Èç ïåðâîãî êîìïëåêñíîãî òèïà n � 0 (mod 2) ñòðîÿòñÿ âñå �èçè÷åñêèå ïîëÿ,

èñïîëüçóåìûå â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû SL(2; C ): D

(j;0)

(C

2k

), D

(j;0)

�D

(0;j)

(C

2k




�

C

2k

). Â òî âðåìÿ êàê âòî-

ðîé êîìïëåêñíûé òèï n � 1 (mod 2) ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå èñïîëüçîâàëñÿ

â �èçèêå. Â ñîãëàñèè ñ [17℄ èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì

�

C

2k

'

�

M

2

k . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñïèíïðîñòðàíñòâî

�

S

2

k, èíäóöèðóåìîå �àêòîð-àëãåáðîé

�

C

2k

, ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ

�

D

(j;0)

(�) ãðóïïû SL(2; C ). Àíàëîãè÷íî,

�àêòîð-ïðåäñòàâëåíèå

�

D

(0;j

0

)

(�) ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

�

_

S

2

r

, èíäóöèðó-

åìîì �àêòîð-àëãåáðîé

�

�

C

2r

. Â îáùåì ñëó÷àå, èìååì �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèå

�

D

(j;j

0

)

(�), çàäàâàåìîå òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

�

C

2k




�

�

C

2r

. Òàêèì îáðàçîì,

êîìïëåêñíîìó òèïó n � 1 (mod 2) ñîîòâåòñòâóåò ïîëíàÿ ñèñòåìà íåïðèâî-

äèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèé

�

D

(j;j

0

)

(�) ñîáñòâåííîé ãðóïïû

Ëîðåíöà SL(2; C ). Ñëåäîâàòåëüíî, äî ñèõ ïîð â �èçèêå èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî

îäíà ïîëîâèíà (n � 0 (mod 2)) âñåõ âîçìîæíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû Ëîðåíöà. Ñòðóêòóðà �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèé è åå ñâÿçü ñ äèñêðåòíûìè

ñèììåòðèÿìè äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ! A, A ! A

?

, A !

e

A � àâòîìîð�èçìû íå÷åòíîìåð-

íîé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Êëè��îðäà C

n+1

òèïà n + 1 � 1; 3 (mod 4), ñîîò-

âåòñòâóþùèå äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì C; P; T (çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå,

èíâåðñèÿ ïðîñòðàíñòâà, îáðàùåíèå âðåìåíè), è ïóñòü

�

C

n

� �àêòîð-àëãåáðà,

ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ãîìîìîð�íîãî îòîáðàæåíèÿ � : C

n+1

! C

n

. Òîãäà

ñòðóêòóðà �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñòðîåíèåì

�àêòîð-àëãåáð

�

C

n

, ïîäðàçäåëÿåòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò ñïèíà j, íà ñëåäóþùèå

øåñòü êëàññîâ:

j � öåëîå (n � 0 (mod 4))

1)

�

D

(j;0)

a

1

(�) : fT; C � Ig;

2)

�

D

(j;0)

a

2

(�) : fT; Cg;

3)

�

D

(j;0)

b

(�) : fT; CPg;

j � ïîëóöåëîå (n � 2 (mod 4))

4)

�

D

(j;0)




(�) : fPT; Cg;

5)

�

D

(j;0)

d

1

(�) : fPT; CP � IP; CT � ITg;

6)

�

D

(j;0)

d

2

(�) : fPT; CP; CTg:

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëåé âèäà (j; 0)� (0; j) ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå øåñòü

êëàññîâ:

�

D

(j;0


lass

(�)�

�

D

(0;j)


lass

(�);

ãäå 
lass = fa

1

; a

2

; b; 
; d

1

; d

2

g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðóêòóðà �àêòîð-àëãåáðû

�

C

n

çàâèñèò îò ïåðåíîñà àâòî-

ìîð�èçìîâ A ! A

?

; A !

e

A; A !

f

A

?

; A ! A àëãåáðû C

n+1

ïîä äåéñòâèåì

ãîìîìîð�èçìà � íà ïîäàëãåáðó C

n

. Äåéñòâèå ãîìîìîð�èçìà � îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

� : A

1

+ "!A

2

�! A

1

+A

2

;

ãäå A

1

; A

2

2 C

n

, ! = e

12���n+1

, à

" =

(

1; åñëè n+ 1 � 1 (mod 4);

i; åñëè n+ 1 � 3 (mod 4);

òàê ÷òî ("!)

2

= 1. Ïðè ýòîì "! ! 1 è �àêòîð-àëãåáðà èìååò âèä

�

C

n

' C

n+1

=Ker �;

ãäå Ker � = fA

1

� "!A

1

g � ÿäðî ãîìîìîð�èçìà �.

Äëÿ ïåðåíîñà àíòèàâòîìîð�èçìà A!

e

A èç C

n+1

â C

n

íåîáõîäèìî, ÷òîáû

f"! = "!: (15)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà � ýëåìåíòû 1 è "!

îäèíàêîâî îòîáðàæàþòñÿ â åäèíèöó, òî è ïðåîáðàçîâàííûå ýëåìåíòû

e

1 è f"!

òàêæå äîëæíû îòîáðàæàòüñÿ â 1, íî

e

1 = 1 ! 1, à f"! = �"! ! �1 â ñèëó

e! = (�1)

n(n�1)

2

!, îòêóäà

e! =

(

!; åñëè n + 1 � 1 (mod 4);

�!; åñëè n + 1 � 3 (mod 4):

(16)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà � àíòèàâòîìîð�èçì A !

e

A ïå-

ðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

òîëüêî ïðè n � 0 (mod 4).

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ïåðåíîñà àâòîìîð�èçìà A ! A

?

íåîáõîäèìî âûïîëíå-

íèå óñëîâèÿ ("!)

?

= "!. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýëåìåíò ! íå÷åòåí è !

?

= (�1)

n+1

!,

òî èìååì âñåãäà

!

?

= �!: (17)

Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîð�èçì A! A

?

íèêîãäà íå ïåðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

.

Äàëåå, äëÿ ïåðåíîñà àíòèàâòîìîð�èçìà A !

f

A

?

èç C

n+1

â C

n

íåîáõîäèìî,

÷òîáû

℄

("!)

?

= "!: (18)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (18) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîëüêî ïðè n + 1 � 3 (mod 4),

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (16) è (17) èìååì

℄

("!)

?

= "

f

!

?

= �"!

?

= "!:

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà � àíòèàâòîìîð�èçì A !

f

A

?

ïå-

ðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

òîëüêî ïðè n � 2 (mod 4).

Ïóñòü n + 1 = p + q. Îïðåäåëÿÿ â C

n+1

áàçèñ fe

1

; : : : ; e

p

; ie

p+1

; : : : ; ie

p+q

g,

âûäåëèì âåùåñòâåííóþ ïîäàëãåáðó C̀

p;q

, ãäå ïðè p � q � 3; 7 (mod 8) èìååò

ìåñòî êîìïëåêñíîå êîëüöî äåëåíèÿ K ' C , à ïðè p� q � 1 (mod 8) è p� q � 5

(mod 8) ñîîòâåòñòâåííî äâîéíîå âåùåñòâåííîå êîëüöî K ' R � R è äâîéíîå

êâàòåðíèîííîå êîëüöî K ' H �H . Ïðîèçâåäåíèå e

1

e

2

� � �e

p

ie

p+1

� � � ie

p+q

= i

q

! 2

C

n+1

çàäàåò ìàêñèìàëüíûé áàçèñíûé ýëåìåíò âåùåñòâåííîé ïîäàëãåáðû C̀

p;q

,

ïðè ýòîì (i

q

!) = i

q

!, ò.å. (�i)

q

! = i

q

!, îòêóäà

! = (�1)

q

!: (19)

Ïðè q � ÷åòíîì, èç (19) èìååì ! = ! è, ñëåäîâàòåëüíî, ïñåâäîàâòîìîð�èçì

A ! A ïåðåíîñèòñÿ ïðè q � 2 (mod 2), à ïîñêîëüêó p + q � íå÷åòíîå ÷èñëî,

òî âñåãäà p � 1 (mod 2). Áîëåå ïîäðîáíî, ïðè n + 1 � 3 (mod 4) ïñåâäîàâòî-

ìîð�èçì A! A ïåðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

, åñëè âåùåñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà C̀

p;q

îáëàäàåò êîìïëåêñíûì êîëüöîì K ' C , p � q � 3; 7 (mod 8), è íå ïåðåíîñèòñÿ

(! = �!; q � 1 (mod 2); p � 0 (mod 2)) â ñëó÷àå ïîäàëãåáð C̀

p;q

ñ äâîéíûìè

êîëüöàìè K ' R � R è K ' H � H , p � q � 1; 5 (mod 8). Â ñâîþ î÷åðåäü,

ïðè n + 1 � 1 (mod 4) ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A ïåðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

,

åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

èìååò òèï p� q � 1; 5 (mod 8), è íå ïåðåíîñèòñÿ â ñëó÷àå

ïîäàëãåáð C̀

p;q

ñ p � q � 3; 7 (mod 8). Êðîìå òîãî, â ñèëó (17) ïðè n + 1 � 3

(mod 4) ñ p � q � 1; 5 (mod 8) è ïðè n + 1 � 1 (mod 4) ñ p � q � 3; 7 (mod 8),

ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A

?

, ÿâëÿþùèéñÿ êîìïîçèöèåé ïñåâäîàâòîìîð�èçìà

A! A è àâòîìîð�èçìà A! A

?

, ïåðåíîñèòñÿ èç C

n+1

â C

n

, ïîñêîëüêó

!

?

= !:

Äàëåå, â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (16) ïðè n+1 � 3 (mod 4) ñ p�q � 1; 5 (mod 8)

èç C

n+1

â C

n

ïåðåíîñèòñÿ ïñåâäîàíòèàâòîìîð�èçì A!

e

A, ÿâëÿþùèéñÿ êîìïî-

çèöèåé ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A è àíòèàâòîìîð�èçìà A!

e

A, ïîñêîëüêó

e! = !:
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Íàéäåííûå âûøå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåíîñà �óíäàìåíòàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ àëãå-

áðû C

n+1

íà åå ïîäàëãåáðó C

n

ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà � ïîçâîëÿþò ÿâíûì

îáðàçîì îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

.

1) Ôàêòîð-àëãåáðà

�

C

n

, n � 0 (mod 4).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ñëó÷àå n + 1 � 1 (mod 4) èç C

n+1

â C

n

ïåðåíî-

ñÿòñÿ àíòèàâòîìîð�èçì A !

e

A, ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A, åñëè ïîäàëãåáðà

C̀

p;q

� C

n+1

îáëàäàåò äâîéíûìè êîëüöàìè K ' R � R, K ' H � H (p� q � 1; 5

(mod 8)), à òàêæå ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A

?

, åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

èìååò

êîìïëåêñíîå êîëüöî K ' C (p � q � 3; 7 (mod 8)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â çàâè-

ñèìîñòè îò òèïà ïîäàëãåáðû C̀

p;q

, ñòðóêòóðà �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

äàííîãî òèïà

ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ êëàññà:

a) Êëàññ �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

, ñîäåðæàùèé àíòèàâòîìîð�èçì A!

e

A è ïñåâäîàâ-

òîìîð�èçì A! A. Î÷åâèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò êîëüöà äåëåíèÿ ïîäàëãåáðû

C̀

p;q

� C

n+1

, äàííûé êëàññ ïîäðàçäåëÿåòñÿ åùå íà äâà ïîäêëàññà:

a

1

)

�

C

n

ñ A !

e

A, A! A ïðè C̀

p;q

ñ êîëüöîì K ' R � R, p� q � 1 (mod 8).

a

2

)

�

C

n

ñ A !

e

A, A! A ïðè C̀

p;q

ñ êîëüöîì K ' H � H , p� q � 5 (mod 8).

b) Êëàññ �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

, ñîäåðæàùèé àíòèàâòîìîð�èçì A !

e

A è ïñåâ-

äîàâòîìîð�èçì A ! A

?

, åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

� C

n+1

èìååò êîëüöî K ' C ,

p� q � 3; 7 (mod 8).

2) Ôàêòîð-àëãåáðà

�

C

n

, n � 2 (mod 4).

Â ñëó÷àå n+1 � 3 (mod 4) èç C

n+1

â C

n

ïåðåíîñÿòñÿ àíòèàâòîìîð�èçì A!

f

A

?

,

ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A, åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

� C

n+1

îáëàäàåò êîìïëåêñ-

íûì êîëüöîì K ' C (p � q � 3; 7 (mod 8)); ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A

?

è

ïñåâäîàíòèàâòîìîð�èçì A !

e

A, åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

èìååò äâîéíûå êîëüöà

K ' R�R , K ' H �H (p�q � 1; 5 (mod 8)). Â çàâèñèìîñòè îò òèïà C̀

p;q

� C

n+1

�àêòîð-àëãåáðû

�

C

n

äàííîãî òèïà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå äâà êëàññà:


) Êëàññ �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

, ñîäåðæàùèé àíòèàâòîìîð�èçì A !

f

A

?

è ïñåâäî-

àâòîìîð�èçì A ! A, åñëè ïîäàëãåáðà C̀

p;q

èìååò êîëüöî K ' C , p � q � 3; 7

(mod 8).

d) Êëàññ �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

, ñîäåðæàùèé àíòèàâòîìîð�èçì A !

f

A

?

, ïñåâäîàâ-

òîìîð�èçì A ! A

?

è ïñåâäîàíòèàâòîìîð�èçì A !

e

A. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìî-

ñòè îò ñòðóêòóðû êîëåö äåëåíèé ïîäàëãåáðû C̀

p;q

, ðàçëè÷àþòñÿ äâà ïîäêëàññà:

d

1

)

�

C

n

ñ A !

f

A

?

, A ! A

?

è A !

e

A ïðè C̀

p;q

ñ êîëüöîì K ' R � R, p� q � 1

(mod 8).

d

2

)

�

C

n

ñ A !

f

A

?

, A ! A

?

è A !

e

A ïðè C̀

p;q

ñ êîëüöîì K ' H � H , p� q � 5

(mod 8).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì 6 ðàçëè÷íûõ êëàññîâ �àêòîð-àëãåáð

�

C

n

. Äàëåå, â ñîãëà-

ñèè ñ [17℄ àâòîìîð�èçì A ! A

?

ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîìó îòðàæåíèþ
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P , àíòèàâòîìîð�èçìû A !

e

A è A !

f

A

?

çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî îáðàùåíèå

âðåìåíè T è ïîëíîå îòðàæåíèå PT , à ïñåâäîàâòîìîð�èçì A! A ñîîòâåòñòâóåò

çàðÿäîâîìó ñîïðÿæåíèþ C. Ó÷èòûâàÿ ýòó ñâÿçü, ëåæàùóþ â îñíîâå àëãåáðàè-

÷åñêîé ñõåìû îïèñàíèÿ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé, à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

òîò �àêò, ÷òî ñ êàæäîé �àêòîð-àëãåáðîé

�

C

n

àññîöèèðîâàíî íåêîòîðîå �àêòîð-

ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà SL(2; C ), ìû ïðèõîäèì ê óòâåð-

æäåíèþ òåîðåìû.

4. Ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèå

�

D

(0;1=2)




(�) è ïîëå íåéòðèíî

Àíàëèçèðóÿ �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà, ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 2,

ìû âèäèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ íåéòðèííîãî ïîëÿ ïîäõîäèò òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå

êëàññà 
 ïðè j = 1=2, äîïóñêàþùåå ïîëíîå îòðàæåíèå PT è çàðÿäîâîå ñîïðÿ-

æåíèå C (÷åòíîñòü P íå îïðåäåëåíà). Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûå òðè êëàññà a

1

; a

2

è b èñêëþ÷àþòñÿ, ïîñêîëüêó j � öåëîå. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäûé èç êëàññîâ

d

1

è d

2

äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå CT , êîòîðîå â ñîãëàñèè ñ CPT -òåîðåìîé,

ýêâèâàëåíòíî ïðîñòðàíñòâåííîìó îòðàæåíèþ P , ÿâëÿþùåìóñÿ, êàê èçâåñòíî,

çàïðåùåííîé îïåðàöèåé äëÿ íåéòðèííîãî ïîëÿ. Èòàê, ñïèíó j = 1=2 ñîîòâåò-

ñòâóåò àëãåáðà C

3

, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîñòåéøåé àëãåáðîé òèïà n+1 � 3 (mod 4). Â

ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé 2 ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà � : C

3

! C

2

íà ïîäàëãåáðó

C

2

ïåðåíîñÿòñÿ àíòèàâòîìîð�èçì A !

f

A

?

è ïñåâäîàâòîìîð�èçì A ! A. Ïðè

ýòîì, âåùåñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà C̀

3;0

� C

3

èìååò êîìïëåêñíîå êîëüöî K ' C ,

p � q � 3 (mod 8), è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà � ïñåâäîàâòîìîð�èçìà A ! A

íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, ÷òî â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé 1 ñîîòâåòñòâóåò çàðÿæåííûì

èäè íåéòðàëüíûì ïîëÿì. Äàëåå, â ñèëó èçîìîð�èçìà C

2

' C̀

3;0

' C̀

+

1;3

(C̀

1;3

�

àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè) ñïèíîðíîå ïîëå �àêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ

�

D

(0;1=2)




âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëå Äèðàêà-Õåñòåíñà  (x) 2 C̀

3;0

[13℄. Ïîñêîëüêó  2 C̀

+

1;3

,

òî äåéñòâèå àíòèàâòîìîð�èçìîâ A !

e

A è A !

f

A

?

íà ïîëå  (x) ýêâèâàëåíò-

íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîãëàñèè ñ èíòåðïðåòàöèåé Ôåéíìàíà-Øòþêåëüáåðãà

îáðàùåíèå âðåìåíè äëÿ êèðàëüíîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíî çàðÿäîâîìó ñîïðÿæåíèþ

(îáðàùåííûå âî âðåìåíè ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ àíòè÷àñòèöàìè). Ñëåäîâàòåëüíî,

íåéòðàëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå  (x) 2

�

D

(0;1=2)




, îïèñûâàþùåå íåéòðèíî, äëÿ êî-

òîðîãî C � T , ÿâëÿåòñÿ CP -èíâàðèàíòíûì è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Âåéëÿ-

Õåñòåíñà � (x)


21

= 0. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå àíòèíåéòðèíî  (x) 2

�

D

(1=2;0)




óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

� (x)


21

= 0 �! �� (x)


21

�

�1

= 0:
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